E1B 2015-2016

Devoir surveillé n° 2

Samedi 7 novembre

Durée : 4 heures
La calculatrice est interdite.
On attachera une grande importance & la qualité de la rédaction.

Exercice 1

Les questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.

no 5 x 7k
1. Calculer et simplifier kgo ﬁ

Démonstration.
Remarquons tout d’abord que :

5x 7k 5x 7k 5x 7k

)
32k+1 T 3% 3% T 3x (32)k 3

n k 1 n+1
Lwe e (06)
_ O

2. La suite (uy)nen est définie par ug = 5, up = 7 et la relation de récurrence, valable pour tout entier

naturel n : 10up o = 13upy1 — 3y,
Donner une formule explicite de u,,.

Démonstration.
La suite (u,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

« L’équation caractéristique associée a (uy,) est : 1022 = 13z — 3. Notons P(X) = 10X? — 13X + 3.
Le polynéme P admet x1 = 1 pour racine évidente. Son autre racine xy est donnée par la relation :
3
c 3 3
X = — = —. On obtient ainsi : =10 _ =
T1 X T 15 On ient ainsi : o o 10
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3\" 3\"
.Ainsi,ona:VnEN,un:/\x1”+,ux2”:)\1"—i—u<10> :)\+u<10>

ol A et u sont deux réels donnés par :

A+ pu =5 (L) —u = -2 (L1)—(L2)
10
PRI 7 - 7 3
— — L
oM (L2) oMt = T—15 % (a-f
_ 2
=7
< 10 11 55
)\ = _—— = —
2 7

55 20 [/ 3\"
VnEN,un:—< )

7 7 \10
O
3. Donner la définition de « (uy)nen est une suite qui tend vers £ € R quand n tend vers +o00 ».
Démonstration.
Ve >0, Inp e N, VneN, (n>=ng = |u, — ¥ <e)
Ou, avec ’abus de notation habituel :
Ve >0, dng € N, Vn > ng, |u, —¢] <€) -
. o ) 14 3vuy,
4. La suite (v,)pen est définie par vg = —1 et, pour tout entier naturel n, v,+1 = 1
Donner une formule explicite de wv,,.
Démonstration.
La suite (vy,) est arithmético-géométrique.
3 1
« L’équation de point fixe associée a la suite (vy,) est : z = 2t
Elle admet pour unique solution : A = 1.
L, 3 1
* On écrit : U+l = 1 X v, + 2 (L1)
3 1
A= - X A - (L
1 + 1 (L2)
3
et donc v, — A = 2 X (v — ) (L1)—(L2)
Notons alors (wy,) la suite de terme général w,, = v, — A.
3
« La suite (wy,) est géométrique de raison T
3\" 3\" 3\" 3\"
Ainsi : Vn e N =|- = (- - = (= 1-1D=-2 (2] .
insi : Vn €N, w, <4> X wo <4> X (vg — \) <4> X ( ) <4>
3 n
On a donc, pourtout n € N: v, = w, + A = —2 (4) + 1. -
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n 1 n

5. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier n € Nyona: ) =

Démonstration.
n 1 n

P R nad

Démontrons par récurrence que : Vn € N, P(n) ol P(n)

1. Initialisation :

0 1 1 1
D’une part, on a : —_— = —_— = — = 0.
P SR g KAL) 2 KR D)
0
D’aut t: —— = 0.
autre part : o

On a donc P(0).
2. Hérédité : soit n € N.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) | i.e b5 ! _ntl On a
bp & kk+) n+2)
n+1 1 n 1 1
- +
S vy~ () teroees
B n n 1 par hypothése de
T on4+1 (n+1)(n+2) récurrence (P(n))
_ onn+2)+1 n?+2n+1
 (n+D(n+2) (n+1)(n+2)
B (n+1)2 _on+1
(A T(n+2)  n+2
On a donc P(n + 1).
Par principe de récurrence, on a démontré : Vn € N, P(n). O]
Trouver a € R et b € R tels que : ! S +é
. Trouver a qu WhE D kr1 R
Démonstration. 5 ktbx (k+1) ( b) kb
a aXKkK+0bX + a—+ +
tout d’abord que : —— 4 & = _
Remarquons tout d’abord que ) + . Rt 1) Rt D)
1 (a+b)k+0b

L’égalité de I’énoncé se réécrit donc : K+ 1) = k(k + 1)

Par identification, cette égalité équivaut au systéme :
a+b =0 - a = —1

1 1 1
En conclusion, a = —1et b=1 et m = (k - k:—i—l)
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c. En déduire une autre démonstration du résultat de la question a.

Démonstration.
Soitn € N. On a:

n 1 n 1 1 no1 n 1
k§1k(k’+1) B kZ::1 (k_k‘i‘l) B 121%_%::1/“‘
n o1 n+11 n
- E4-Ei- (3D
=1k =k Zo k
_ 1 1
1 n+1

n 1 1 n
—_— prd 1 —_ =
kz::lk(k—l-l) n+1 n+1 -
6. Calculer et simplifier Y~ (i +1)j.
0<i<j<n
Démonstration.
. . n ‘]_1 . . n . ‘]_1 . n . ‘] .
> G+l = X (X G+1)j) =X (iX+1)) = > (7>
0<i<j<n j=1 \i=0 j=1 i=0 j=1 i=1
noooo g+l 12, 5 1z 5 12
= > JX ( ):*Z(J?’—FJZ)_*ZJ:S‘F*ZJQ
j=1 2 2 j=1 2 j=1 2 j=1
1 (nn+1) 24_} n(n+1)(2n+1)
2 2 2 6
_ n(n+1) n(n—|—1)+2n+1
B 4 2 3
~on(n+1) (3n(n+1)+4n+2
B 4 6
_ n(n+1) (3n®+Tn+2
B 4 6
~ n(n+1)(n+2)(3n+1)
B 24
) .o nn+1)n+2)B3n+1
N R R T
0<i<j<n .
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Exercice 2

Soit (wp)nen la suite définie par :

wo = 1
Vn €N, wpy1 =In(1l + wy)
1. Justifier que la suite (wy,)nen est bien définie et que w,, est positif quelque soit 'entier n.

Démonstration.
Démontrons par récurrence que : Yn € N, P(n) o P(n) : wy est bien défini et w,, > 0.

1. Initialisation :
wo = 1 est bien défini et wy =1 > 0.
On a donc P(0).
2. Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. wyp41 est bien défini et wy,41 > 0).
Par hypothése de récurrence (P(n)), w,, est bien défini et w, > 0.
Ainsi, 1 4+ wy, > 1. On en déduit que :
x Wpt1 = In(1 + wy,) est bien défini,
x Wpy1 = In(1 +wy) > In(1) = 0.
On a donc P(n + 1).

Par principe de récurrence, on a démontré : Vn € N, P(n).

2. Etudier les variations et le signe de la fonction f définie par f(z) = In(1 + z) — x.

Démonstration.

« La quantité In(1 + z) est définie si 1 +z > 0 i.e. si x > —1.

On en déduit que Z5 =] — 1, +o0|.
« La fonction f est dérivable sur 7y et pour tout x € %, on a :
1 T
/
= J— 1 —
) 1+ z+1

« Pour tout z € Zf, x +1 > 0 donc f’'(x) est du signe de —z.
On en déduit le tableau de variations de f.

x -1 0 +00
Signe de f'(z) + 0 —
0
Variations de f /
—00 —00

o Ainsi, f admet un maximum égal & 0 au point d’abscisse z = 0.

On en déduit que : Vo € Zy, f(x) <O0.
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Remarque
La limite en +o0o de f est donnée par le raisonnement suivant (cf chapitres a venir).
In(1
o Tout d’abord : In(1 +2) —z = —x <n(+:n) + 1)_
x
Cop. nta) In(z(1+3)) _ In(z) N In(1 + %).
T x x x
In(z) ) )
x — 0 par croissances comparées,
X T—>+00
In(1+ 1
X M —_— 0
xr r——+00
In(1
et donc : lim M = 0.
T—r+00 x

In(1
e On en déduit que lim —x (n(—i—x) + 1> = -0

T—+00

3. Déduire de la question précédente que la suite (wy,)nen est décroissante.

Démonstration.
Soit n € N.

o On a démontré en question 1. que wy, > 0. Ainsi, w, € Zy.
o flwy) = In(14+wy) —w, = wpt1 — w, < 0 par la question précédente.

Ainsi, pour tout n € N, on a : w41 < wy,.

La suite (w,,) est donc décroissante.

4. Cette suite est-elle bornée 7 Justifier.

Démonstration.
« D’apreés la question 1., (wy) est minorée par 0.

« La suite (w,) étant décroissante, on en déduit que : Vn € N, w, < wy= 1.
Ainsi, (wy,) est majorée par 1.

La suite (w,,) est donc bornée.
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Exercice 3

On considére les fonctions f et g définies par :

20 — 1 z+1
= t = —
f) =2 e gla) = 2
1. Donner les domaines de définition de f et g.
Démonstration.
« La quantité est définie si : x +1 # 0 d.e. si z # —1.
x
Ainsi, 7y = R\ {-1} =]—o00,-1[U]—1,400].
1
« La quantité 5 est définie si: . —2 # 0 d.e. si x # 2.
x_
Ainsi, 7, = R\ {2} =]—00,2[ U ]2, 400 0
—2v2 -1
2. On note a = L
1—+2
a. Déterminer g (a).
Démonstration.
Commengons par calculer :
1 —2\/5—1+1 —2V2' =X+ ¥ -2 —3v2'
e O = — = =
1-v2 1-v2 1—+2
o _ “2V2-1 =292 124247 -3
e O — = — — == -
1—+2 1—+2 1—+2
. 1 1- V2
Ainsi, on a : = )
a—?2 -3
, a+1 1 32 1-—~/2
O déduit : = — = _ 1 — NG
n en déduit que :  g(a) p— (a+ )a—2 5 3 V2’
g(a) = _\/? ‘ O

b. Que vaut f(g(a))? On donnera le résultat en fonction de a.

Démonstration.

2g(a) —1  —2v2'—1

Joa) =51 = "~ ° -
c. Simplifier 'expression de a.
Démonstration.
C=2v2' -1 (=2v2 - D)(14+V2)  —2v2 —4-1-V2 —5-3V2
1= V2 = V2)a+v2) 1-2 - —1
a="5+3V2 .
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d. Soit z € R\ {2}. Que vaut f(g(z))?
On simplifiera I'expression au maximum.

Démonstration. 5 .
Soit z € R\ {2}. On a: f(g(x)) = gg((aic))—i—_l On calcule alors :
1 92— (z—2 92— -
.29(x)—1:—2$+ 1 = x (x —2) _ r—2-x+2 3
z—2 z—2 xz—2 z—2
z+1 r—14+(x-2)  —zx-lt+z-2 -3
L[] 1 = — 1 = = =
9(x) + x—2+ z—2 x—2 T —2
1 _
Ainsi, on a : -7 2.
g(x)+1 -3
. 2g(x) — 1 1 -3z -2
% : = =7 = = (2 —1 = =
On en déduit que flg(x)) (@) 1 (2g(x) — 1) g@ 11 po

Ve e R\ {2}, fg(z)) =

3. Coder les fonctions f et g en Scilab.

Démonstration.
1 function y = f(x)
2 y = (2%x-1) / (x+1)
3 endfunction
1 function y = g(x)
2 y = -(x+1) / (x-2)
3 endfunction

4. Ecrire un programme en Scilab qui :

x demande & l'utilisateur d’entrer une valeur au clavier et stocke le résultat dans une variable u,

x stocke dans une variable calc la valeur de f calculée au point u,

x stocke dans une variable chaine la phrase :

"La valeur de h en u vaut calc", oil u et calc doivent étre remplacées par leur valeur,

x affiche la phrase précédente.

Démonstration.
1 u = input("Priére d''entrer un réel : ")
2 calc = f(u)
3 chaine = "La valeur de h en " + string(u) + " vaut " + string(calc)
4 disp(chaine)
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Exercice 4

. . . =1
On considére la suite (uy,)nen définie par : { uo

1. a. Montrer que u; = 1 et ug = 2. Calculer us.

Démonstration.

ety = 2up+0-1=2-1=1
elo = 2u+1—-1 =2

e = 2us+2—-—1 =441 =25

up =1, ug=2etug=>5

Vn eN, upy1 =2u, +n—1

. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a u, > 1.

Démonstration.

Démontrons par récurrence que : ¥n € N, P(n) ou  P(n): u,

1. Initialisation :
u =121
On a donc P(0).
2. Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upt1 = 1).
Par définition, on a : up+1 = 2u, +n — 1.

1.

Or, par hypothése de récurrence : u, > 1. Donc : 2up, +n—1224+n—-1=n+1.

Comme n >0,onan+12>1etdonc P(n+1).

Par principe de récurrence, on a démontré : Vn € N, P(n).

. En déduire sans récurrence que pour tout entier naturel non nul n, on a u, = n.

Démonstration.

Soit n € N*. Alors n — 1 € N. Par définition de la suite (u,), on a :

Up-1y41 = 2Uup 1+ —1)=1 = 2up 1 +n—-22> 2+n—2

Ainsi, pour tout n € N*, on a : u, > n.

d. Montrer que la suite (u,)nen est croissante.

Démonstration.
Soitn € N. On a:

Uptl —Up = 2up+n—1—u, = u,+n-—1

> 14n—1=n

Ainsi, pour tout n € N, u,, > n > 0.

La suite (u,) est donc croissante.

d’apres la
question 1.b.
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2. Dans cette question, on pose pour tout entier naturel n : v, = n + uy,.

a.

Exprimer vy, en fonction de n et u,.

Démonstration.
Soit n € N. Par définition, on a :

Uyl = M+ 1)+ upyr = n+X+2u,+n—~4 = 2u, +2n

Unt1l = 2up+2n

O

En déduire que la suite (vy,)nen est géométrique et donner une formule explicite de vy, en fonction

de n uniquement.

Démonstration.

Soit n € N. D’apres la question précédente, on a : vp11 = 2up +2n = 2 (up +n) = 2 vy,

Ainsi, la suite (v,,) est géométrique de raison 2.

On en déduit que, pour tout n € Nyona: v, = 2" vy = 2" (up+0) =

2TL

. Montrer enfin que pour tout entier naturel n, on a u, = 2" — n.

Démonstration.
Soit n € N. Par définition, v, = u, + n.

Par la question précédente, on en déduit que : u,, = v, —n = 2" —n

Upy1 — 1 up—1 n

. Démontrer qu’on a pour tout n € N : = + —.

on 2n71 mn

Démonstration.
Soit n € N. Par définition de la suite (u,), on a :

Upy1 —1  (Qup+n—1)—1 2u,—1) n u, —1 n

o 2" T T Tgn T et T
Upy1 — 1 up—1 n
Vn S N, on == 2n_1 + 27

En déduire par récurrence que pour tout n entier strictement positif on a :

Démonstration.
Dé : . Vn € N* ) 1 R
émontrons par récurrence que : Vn € N*, P(n) ou P(n): ol = k:zo ok

1. Initialisation :
up — 1 1-1

o D’une part, ST T 0 T 1 = 0.
: = 0 k 0
« D’autre part, k§02—k = 12:3027 =5 = 0

On a donc P(1).

10
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2. Hérédité : soit n € N*.

q . e D (e UYnar—1 (i )—1 &
upposons P(n) et démontrons P(n + 1) | i.e. ST — kgo 5 |
D’aprés la question précédente, on a :
Upt1 — 1 _ unjl_i_ﬂ
on on—1 on
n-l fk n par hypothése de
B (k:O 2k> on récurrence (P(n))
nok
= Z _—
n=o 2%
Ainsi, on a P(n + 1).
Par principe de récurrence, on a démontré : Vn € N*, P(n). 0
n—1 [ 1
c. Montrer finalement sans récurrence :  Vn € N*| >~ o = 2- 7;::1
k=0
Démonstration.
On pouvait procéder de deux maniéres.
o Partir de la 3.a. ; . .
Uks1 — Ug —
Soient n € N* et k € N. D’aprés la question 8.a., on a : ok = k+21k — ;k—l .

En sommant de part et d’autre de 1’égalité, on obtient :

n=l k n—l Up+1 — 1 up — 1
- 2 S
P 2k Py 2k 2k 1

up — 1
2k—1

. "l —1 B "Z_:l
- —

k=0 k=0

U, =1y —1

n —
= > =
P Qk 1 Prart 2k—1

- ((Z}% )+5=) - (% + B4

up — 1 2" —n—1

= 2n—1 9-1 = on—1 __2(u0__1)
2" n+1 n+1
= il T ognmy 2@ 1) = 2- o0

(on pouvait passer directement de la ligne 1 4 5 en justifiant d’une sommation télescopique)

o Se servir du travail de la 3.b.

s . nlk  u,—1 2"-n-1 2n n+1 n+1
D’apres la question 3.b. : kZ::O T gt T gnl T gnl gt — 2 — ST
n=1 [ n-+1
VneN* > — =
= 2k on—1 2

11
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Exercice 5

On étudie les deux suites (an)nen et (by)nen définies de la fagon suivante :

a/() == 0, bO e 1
Vn €N, ant1 = 2an + by, Yn €N, by = 2by,

1. A quel type de suite remarquable appartient (by,)nen ?
En déduire une expression de b, en fonction de n.

Démonstration.
La suite (by,) est géométrique de raison 2.

VneN, b, = 2" by = 2™

O
a
2. Soit (¢p)nen la suite définie par ¢, = Q—Z, pour tout entier naturel n.
a. Justifier que (¢, )nen est arithmétique de raison 3 et préciser son premier terme.
Démonstration.
Soit n € N. Par définition de la suite (a,), on a :
_ Qpy1  2ap+0b, 2 2n 1 I 1
Cntl = 501 T Tl g Mt guE T ogn ety T Gt g
. . L. . 1 . a 0
La suite (c,) est arithmétique de raison B et de premier terme ¢y = 0 17 0
O
b. En déduire une expression de ¢, en fonction de n.
Démonstration.
n
On déduit de la question précédente que pour tout n € N, on a : ¢, = 5
O
c. Déduire des questions précédentes quon a: Vn €N, a, =n 271,
Démonstration.
D’aprés les questions précédentes, on a, pour tout n € N,
2" n 2m 1
a, = 2" ¢, = = —n =2"""n
2 2 ]
3. Application au calcul d’une somme
a. Justifier que les termes de la suite (a,)nen vérifient :  Vk €N, ap = apyq — ap — 2"
Démonstration.
Soit kK € N. On a :
ape1 —ap —2F = 28(k+1) =281 —2F = 2ok p 4 2K ok—lp oK
k=1 p(2-1) = 261k = q
Ainsi : Vk € N, ap = Q41 — Ak — 2k, 0

12
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n
b. Montrer quon a: Vn €N, > (agt1 —ar) = ant1
k=0

Démonstration.
Soit n € N. On reconnait une sommation télescopique. Plus précisément, on a :

n

Y (agy1 —ar) = ang1 —ao = Gpy1
=0

n

VneN, > (apy1 —ar) = ant1
k=0 0

n
c. Pour tout entier naturel n, calculer Y 2.
k=0

Démonstration.
Soitn € N. On a:
n 1__2n+1

= 45 = (1= =21
k=0

n

vneN, Y2k = ontl g
k=0 0

d. Déduire des questions précédentes qu’on a :

n
vneN, Y k2FL = (m—1)2" 41
k=0
Démonstration.
Soient k € N et n € N. D’aprés la question 3.a., on a: ay = ag11 — ap — 2k,
En sommant de part et d’autre de 1’égalité, on obtient :

n

i ap = Y (agr1 —ag) — i 2"
}=0

k=0 k=0
= app1— (2" —1) = 2" (n+1) 2" 41
= 2"(n+1)—2x2"+1 = 2" (n+1-2)+1

= (n—-1)2"+1

vneN, ST k2Fl = (n—1)2" +1
k=0 0

13



