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DS3 (version B) - carrés /183

Exercice 1 /29

Le but de cet exercice est la résolution de I’équation matricielle AM = M B, d’inconnue M, dans
I’espace vectoriel ' des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels.
On rappelle que si Uy, Uy, Us, Uy sont les matrices définies par :

10 01 00 00
n=(on) =(oa) w=(0) w=(Y)
la famille (Uy, Us, Us, Uy) est une base de E, qui est donc de dimension 4. Si A et B sont deux matrices
de E, 'ensemble des matrices M de E vérifiant AM = M B est noté V4 p.

1. Soit A et B deux matrices de E et ¢4 g l'application qui, & toute matrice M de E, associe la
matrice AM — M B.

a) Montrer que ¢ 4 g est un endomorphisme de F et en déduire que V4 g est un sous-espace vectoriel
de E.
- 1 pt : caractére endo
- 2 pts : p4 p linéaire
-1 pt: Vyp=ZKer(pan)

1
-1
4 qui représente w4 p dans la base (Uy, Ua, Us, Uy).

Montrer que cette matrice est inversible et en déduire I'ensemble Vy g.

b) Dans le cas particulier ou A = ( _11> et B = <_21 (1)>, construire la matrice carrée d’ordre

2
0
-1pt: Mat(Ul,Ug,Ug,w)(W‘vB(Ul)) !

0
0
- 1 pt Mat(, v,,05,00) (‘PAvB(Uz)) o )

-1
-1pt: Mat(Ul,Ug,U3,U4)<90A B(US)) =

0
2
0
0
- 1 pt : Maty, v,,u5,0, (@AB U4 =

-2 pts:rg(C) =4

- 1 pt : C inversible

- 1 pt : ¢4 B isomorphisme, donc injective
- 1 pt : Vy p = Ker(pa ) = {0}
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2. Dans cette question, r et s désignent deux réels distincts et différents de 1, et on pose :

/10 (10
D_(OJ et A_<OJ

a) Soit M = <j ?) une matrice quelconque de F.

Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur z, y, z, ¢t pour que M appartienne a Vp a.

r = z
PO < = sy

- 1 pt : écriture systéme -
rt = st

- 2 pts : résolution y =2 =t =0 (dont 1 pt pour r # 1 et s # 1 et r # s)

b) En déduire une base de Vp .
- 1 pt : Vpa = Vect (U1) (0 si confusion d’objets)
- 1 pt : caractére générateur

- 1 pt : caractére libre

3. Soit a, b, c,d des réels non nuls vérifiant a —b#c—d,a—b# 1, c—d # 1, A et B les matrices
définies par :
a 1l—a _(c 1-c
a=(3125) m=(i120)

x une matrice inversible P de F telle que A = PDP~! ot D = ((1) u 2 b>'

On admet qu’il existe :

« une matrice inversible Q de E telle que B = QAQ ™! oit A = <(1) . E d>'

Pour toute matrice M de E, montrer qu’elle appartient & V4 p si et seulement si la matrice P~'MQ
appartient a Vp a. En déduire une base de Vy g.

-2pts: MecVyp & PIMQ e Vb,A

-2pts: PTIMQeVpa & M € Vect (PUlQ_l)

- 1 pt: Vyp = Vect (PUlQ_l)

1 pt : (PU1Q 1) génératrice de V4 p

-1pt: PUIQT'#0

4. Dans cette question r, s et u, v désignent quatre réels vérifiant r # s, r v, u # s, u # v, et on

pose :
u 0 (v O
p=(3 7)) e a=(; )

Par une méthode analogue a celle de la question 2, déterminer Vp .

ur = UT
- 1 pt : écriture systéme wo= sy
z = vz
rt = st

- 1 pt : résolution systéme r =y=z=t=0carr#s,r v, u#set u#v

-1pt: Vpa=1{0,m]} (0 siconfusion d’objets)
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Exercice 2 /95

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note £ = R, [X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n,
et Z=(1,X,...,X") la base canonique de E.
On note, pour tout polynéme P de F :

1
o(P)=-X(1-X)P' +XP
n

Partie I : Etude d’un endomorphisme de polynémes /17
1. a) Montrer que ¢ est une application linéaire.
- 2 pts (dont 1 pt pour la linéarité de la dérivation)
b) Calculer ¢ (X™).
-1pt:p(X™)=X"
¢) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
- 1 pt : ¢ linéaire d’aprés 1.
- lpt:ga(Xk)lek—ni+1

n n
- 1 pt : deg(o(X*)) <k+1 pour k € [0,n — 1]
- 1 pt : deg(p(X™)) =n d’aprés question précédente

Xk+1

- 1 pt : conclure par linéarité de ¢
2. On pose, pour tout k de [0,n] : P, = X*(1 — X)"F,
a) Pour tout k de [0,n], calculer ¢(Py).
- 1pt: P(X)=X1(1-X)"FL(k —nX)

k
- 1pt: (p(P))(X) = - XF1 - X))t
k
-1pt:p(P) =" B
b) Montrer que la famille (P, Py, ..., P,) est une base de E et expliciter la matrice de ¢ dans cette

base.

- 1 pt : évaluation de \o(1 — X)"+ A\ X(1 - X)" 14+ ... + X\, X" = Op en 0
- 1 pt : évaluation de \g(1 — X)"+ A\ X(1 - X)" 1 +... + 1, X" = Ogen 1
- 1 pt : en déduire \; (1 - X)" 24 ---+ X, 1 X" 2 = 0p

- 1 pt : en réitérant le processus d’évalulation en 0 et en 1, et de mise en facteur de

X(1-—X),onobtient : \¢g = A\; = -+ = )\, =0
- 1 pt : Card((Fo, ..., P,)) = dim(F)
o o 0 - 0
0 E 0 0 0
n

- 2 pts : Matg (p) =

n—1
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Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires /78

On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n, indiscernables au toucher. On effectue
dans cette urne une suite de tirages avec remise, et on suppose que I'expérience est modélisée par un
espace probabilisé (£, .o, P).

On note alors, pour tout k& de N*, Y} la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de numeéros
distincts qui ont été tirés lors des k premiers tirages.

Par convention, on pose : Yy = 0.

3. On note, pour tout k& de N*, Z;, la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le k®™€ tirage améne un
numéro qui n’a pas été tiré lors des tirages précédents, et prenant la valeur 0 sinon.
On pourra remarquer que, en particulier, Z; = 1.

a) Déterminer la loi de Zs.

- 1pt: Z(Q) = {0,1}
1

- 3 pts : P([Z2 =0]) = — (peu importe la méthode : dénombrement ou introduction
n

de v.a.r. )

-1pt:Zg(—>B<1—1>

n
b) Soit k € N*. Calculer, pour tout j de [1,£], la valeur de Py, —j; ([Zr+1 = 1]).
1
En déduire : P([Zpy1 =1]) =1 — — E(Y).
n

- 2 pts :si k <n, Vje[Lk], Py_jy((Ze=1) = 1- %

S 1ptisik>n,sij<n Py_j(Zey=1]) = 1 —%
- 1 pt:sik>n,sij>n, Py,—;([Zki1 = 1]) n’est pas définie

1Lkl sik<n
2ptS:Yk(Q):{ E[[l n% sik>n

- 5 pts:cas k <n (1 pt pour ([Yk = jl)jep,k) SCE, 1 pt pour FPT, 1 pt pour Vj € [1, k],

P([Y = j]) # 0, 1 pt pour El P([Y =j]) = 1, 1 pt pour ZIJP([ k= J]) = E(Y%))
J J

- 3 pts : cas k > n (1 pt pour ([Yi = j])jcp,n] SCE, 2 pts pour reste)

= [1, min(k,n)]

k
¢) Soit k € N*. En remarquant que Y, = ) Z;, montrer :

j=1
1 k
P([Zk1=1]) = ;Z P([Z;=1])
]:
1 k 1 k
-1pt: —E| > Z; — E(Z;) par linéarité de I’espérance
n 7=1 n Jj=1
-1pt:E(Z)=P(Z

1 k—1
d) En déduire, pour tout k de N* : P([Z, =1]) = (1 — > .

- 1 pt : initialisation

- 4 pts : hérédité (récurrence forte)
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e) Déterminer alors, pour tout k de N, I'espérance de Y.

- 1 pt: —n(P([Zr41 =1]) = 1) = E(Y;) d’aprés 3.b)

k k
1 1
-1pt:EYy) = —n ((1 — ) — 1) = n (1 — (1 — ) ) d’aprés question précé-
n n

dente
-1pt:E(Yp) =0
4. On note, pour tout k de N, Gy le polynéme de R,,[X] défini par :
Gr=Y P([Vy=1]) X'
i=0
a) Déterminer les polynémes Gy, Gy et Gs.

- 1pt: GolX) = LB =i)) X'

1pt:P([Yp=0)=1 et VieN', P([Yp=i])=0carYy=0
1pt:Go(X)=1

-1 pt: Y] est la v.a.r. constante égale a 1

2pts: Gi(X)=X

1pt: Y () = {1,2}

S 1pts PV =1]) = -

S

S1ptiP(V=2)=1-
1

1
-1pt:Gy(X)=— X+<1—)X2
n n
b) Montrer, pour tout k£ de N et tout ¢ de [0,n] :
1—1
n

Pt =) = £ Bt = i) + (1-

> P([Vy =i—1])

1 pt: ([Yx =j])jepn) SCE + FPT
-lpt:sijFiet j#i—1, [Yp=jN[Yy1 =1 = @

-1pt: P([Yp =i —1]N[Yey1 =1d]) =P([Y =i —1]) <1—i1>

n

-1 pt: PV = 0 Vi =) = B([Vi = 1)) -

- 3 pts : formule toujours vraie pour k€ N* et i =1
- 1 pt : formule toujours vraie pour £k € N* et : =0

- 2 pts : formule toujours vraie pour k£ =0

¢) Montrer, pour tout k de N :

1
Gk-Jrl:g X(I—X) ?c_‘_XGk

iP([Yy = i]) X!

-

-1pt: G(X) =

=1

" 1 o A
-1 pt: Gpi(X) = > (1 - - ) P([Ye=1—-1]) X"+ > % P([Yr =1]) X' (question
i=0 =0
précédente)
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Slpt: ) <1—i_1> P(Vi=i—1]) Xi = 3° (1—i;1> P([Vy =i—1]) X¢ (car

i=0 n i=1
Y = —1] = @)
n—1 ; .
-1pt:= (1 - 2) P([Y; = i]) X" (par décalage d’indice)
i=0 n
n—1 ) 1 n=1 .
-1pt:=X Y P([Yr=1]) Xt — - > i P([Y; = i]) X! (car 0 P([Yx = 0]) X! = 0)
i=0 i=1

- 1 pt : conclusion Gy1(X) =

d) En déduire, pour tout k£ de N :
Gr, = ¢"(Go)

- 1 pt : initialisation
- 3 pts : hérédité (1 pt pour Gy (X) = % X(1-X) G.(X)+X Gi(X) (gst précédente),
1 pt pour % X(1-X) Gi(X) + X Gp(X) = (¢(Gy))(X), 1 pt pour reste)
5. a) Pour tout k de N, calculer G(1) et G).(1).

- 1 pt : Gi(1) =1 car ([Yx = 1i])ic[o,n) SCE
- 1 pt : G4(1) = E(Y3)

b) En déduire, pour tout k de N :

E(Yiyy) = (1 - i) E(Y;) + 1

- 1 pt : E(Yiq1) = G}y, (1) (gst précédente)

S1pt: Gea(X) = % X(1-X) Gu(X) + X Gu(X)

1

-1pt: G (X)= (1—2X)G§€(X)+ﬁ (1-X)GL(X)+Gp(X)+ X G(X)

2 pts : E(Yyy1) =

MmN 3|~

1
1-— ) E(Y:) + 1 (d’aprés 5.a))
n

¢) Retrouver alors, pour tout k£ de N, 'expression de E(Y}) obtenue en question 3.e).

- 1 pt : (u,) arithmético-géométrique
- 1 pt : solution de I’équation de point fixe A =n

1
- 1 pt: (u, — \) géométrique de raison <1 — >
n

1 k
-1pt:vy = <1—n> X(UO—)\)

-lpt:uo = E(Yg) =0

S 1pt:E(Y;) =-n <1_i>k+n:n<l—(1—i)k>
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6. On rappelle que les polynémes Py, ..., P, sont définis a la question 2. par :

pour tout j de [0,n], P; = X7(1— X)"

a) Calculer i <n)P]
J

§=0
no/n
-2pts: > <,>PJ-(X):1
j=0 \J
b) Montrer, pour tout j de [0,n] :

=7

r=% (127

i
n - 1 . . .
-2pts: > (n ]>(—1)ZJX‘ = P;(X) (1 pt pour changement d’indice k =i—j, 1 pt

~ \i—j
=]
pour binéme de Newton)

¢) En déduire, pour tout k de N :

(G0 = 35 (;0 (M) () <—1>i—j> X
P,

C1pt:Go(X) = 1 = i(”

j=0 \J
-1 rulte _ . ny k P linéai
pt : ©"(Gy) '20 p ©"(P;) (¢ linéaire)
]:

J
-1Pt=<P(Pj)—EPj

-\ k
- 1pt:f(P) = <i> P; (récurrence immeédiate)

1t (¢H(G)(X) = 3o (”) <j>k (i (”_j)(—w—jxi) (qst précédente)

i=j \*—J

- 1 pt : (*(Go))(X) :é} (;Z—:o <?> <7Z_—j> (i)k(_l)”) i

d) Montrer finalement, pour tout k£ de N et pour tout i de [0,n] :

wn-a-() £ (o (3

- 2 pts : ZZ:O P(Yi=i) X' =3 (2 <"> (n _j> <”>k (—1)”’) X' (qst précédente et

i=0 \j=0o \J/\i—J/ \n
4-d))

- 1 pt : décomposition du polynéme Gy sur la base (1,X,...,X") est unique donc

e - £ () () ()
e () - ()

- 1 pt : conclusion P([Y}, = i]) = <n> i (Z.'>(_1)H <j>k
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Exercice 3 /59

Soient a et b deux entiers naturels non nuls et s leur somme.
Une urne contient initialement a boules noires et b boules blanches indiscernables au toucher.
On effectue dans cette urne une suite infinie de tirages au hasard d’une boule selon le protocole suivant :

x si la boule tirée est blanche, elle est remise dans 'urne,

x si la boule tirée est noire, elle est remplacée dans I'urne par une boule blanche prise dans une réserve
annexe.

Avant chaque tirage, I'urne contient donc toujours s boules.

On désigne par (€2,47,P) un espace probabilisé qui modélise cette expérience et, pour tout entier
naturel n non nul, on note :

x By I'événement « la n®™° boule tirée est blanche » ;

x X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules blanches tirées au cours des n premiers
tirages ;

X

uy, espérance de la variable aléatoire X,,, c’est-a-dire u,, = E(X,,).
1. Etude d’un ensemble de suites

Soit. A 'ensemble des suites (x,),>1 de réels qui vérifient :
VneN', szpp1=(s—1)z,+b+n

a) Soit « et [ deux réels et (vy,)n>1 la suite définie par : Vn € N*, v, = an + .
Déterminer en fonction de b et de s les valeurs de « et 3 pour que la suite (v,)p>1 appartienne
a A.
-2pts:svppi=(s—1v,+b+n & (s+n)a+B=n+b
-lpt:a=1letfB=b—3s
- 2 pts : synthése

b) Soit (xy)n>1 une suite appartenant a A, (v,)n>1 la suite déterminée & la question précédente et
(Yn)n>1 la suite définie par : Vn € N*| y,, = x,, — vy,
Montrer que la suite (y,)n>1 est une suite géométrique et expliciter, pour tout entier naturel n
non nul, y, puis x, en fonction de z1, b, s et n.

PP . s—1
- 1 pt : (y,) est donc géométrique de raison

~1 n—1
_lpt:VneN*,yn:<SS ) (r1—1—b+s)

s—1
s

n—1
-lpt:VneN*,azn:< ) (1 —1—b+s)+n+b—s

2. Expression de la probabilité P(B,;1) a ’aide de u,

a) Donner, en fonction de b et de s, les valeurs respectives de P(B;) et du nombre u;.

b
-lpt:IP’(Bl):g

-2pts:X1%B<b>
s

b
-1pt:u =-
s




ECE2 19 novembre 2018
Mathématiques

1—

b) Calculer la probabilité P(Bs) et vérifier 'égalité : P(By) = u
s

- 1 pt: (B1,B1) SCE

- 1 pt : FPT P(By) = P(B1 N Bs) + P (B1 N By)

-1pt:P(Bi)#0et P(B) #0

-1pt:Pp(B) =

(S VA IS

+1
s
b+1—uy
S

-1 pt : ]PE(BQ) =

-1 pt : ]P(BQ):

¢) Soit n un entier naturel vérifiant 1 < n < a.
b+n—k
—
b+n—uy,
—

Montrer : Vk € [0,n], Pix, -k (Bnt1) =

En déduire légalité : P(B,41) =

2 pts : Vk € [0,n], Px,—4)(Bnt1) = bin=k (dont 1 pt pour 'utilisation de n < a)
s

-1 pt: X, (Q) =[0,n]
- 1 pt : ([Xn = K)refon] SCE + FPT

Clpt: > P([Xn = k) =1
k=0

S1pt: 3 KP((X, = K]) = E(X,) = un
k=0

b+n—u
-1pt:P(By1) = fn
d) Soit n un entier naturel vérifiant n > a.
Si k€ [0,n—a— 1], quel est 'événement [X,, = k] ?
b —k
Si k € [n — a,n], justifier 'égalité : Pix, _p(Bni1) = L
s

b+n—uy

Montrer enfin que 1'égalité : P(Bj,41) = est encore vérifiée.

-1pt:Vke[0,n—a—1], [X, =k] =2 (0 si non justifié)

- 1pt:Vke[n—a,n], Px,—k(Bnt1) = bn=Fk (0 si non justifié)
s
-1pt:P(Bupt1)= >, P([X,=klNBuy1) (car Vk € [0,n —a — 1], [X, = k] = @)
k=n—a
-1pt:Vke[n—an], P((X,=k)#0
n b+n—k
- 1pt:P(Bpy1) = . > P([X,=k]) —
b+n X 1 2
-1 pt:P(Byy1) = . > P([X, =k]) — 5 > kEP([X, =k]) (car : Yk € [0,n —a — 1],
k=0 k=0
P([Xn = k]) = 0)
b+n—u,

-1 pt : P(Bn+1) = s
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3.

Calcul des nombres u,, et P(B,)

a) Soit n un entier naturel non nul. établir, pour tout entier k € [n + 1 — a,n] 'égalité :

b)

P = H]) = S5 B(X, = 1)) +

S S

P([X, =k—1])

Veérifier cette égalité pour k =n+ 1, k =n — a et pour tout k € [1,n —a — 1].

6 pts : cas k € [n+1—a,n] (1 pt pour ([X, =1])ic[o,,) SCE + FPT, 1 pt pour pour
tout i € [0,k —2], [X,, =i N[Xpt1 =k =2, 1 pt pour X, =k—1]N[Xpy1 =k] =
[X, =k —1]NB,+1, 1 pt pour [X,, = k|N[X,11 = k] = [X,, = k]NBpy1, 1 pt pout 2.b),
1 pt pour fin calcul)

2 pts

3 pts :

1 pt

:cas k=n+1 (dont 1 pt pour [X,, 41 =n+1] = [X,,=n|N By
cas k=n—a (dont 1 pt pour X, 11 =n—a|=[X,=n—a|N Byy1)

tcask=n-—a

Calculer, pour tout entier naturel » non nul, u, 41 en fonction de u, et de n.
En déduire que la suite (uy,),>1 appartient a 'ensemble A étudié dans la question 1.

1 pt

1 pt:

1 pt
1 pt

1 pt

2 pts :

1 pt

b+n—+1
RP([Xng1 = ) = =

1
EP([X,=Fk—1]) — 5 E2P([X, =k —1])
sommation pour k variant de 1 an+1
: décalage d’indice
[ Xp=n+1=0
Y kP([X, =k]) =E(X,) =u, et Y P([X,=k]) =1
k=0 k=0

s—1 b+n
Uy, +

reste du calcul pour v, =

:SUpy1 = (s—1Du, +b+n donc (u,) € A

Donner, pour tout entier n € N*| les valeurs de u,, et de P(B,,11) en fonction de b, s et n.

-1pt:u, = (

s—1
s

n—1
) (up —1—b+s)+n+b—s (gst 1.b))

n—1
-1pt:un:<s_1> (b—l—b+s)+n+b—s(qst2.a))

S S

1/s—1\""" (b
-2pts: P(Bpy1)=1—— (S ) ( —-1-b+ s> (ast 2.c¢), 2.d) et précédente)
s

S S

d) Quelles sont les limites des suites (up)n>1 et (P(By)) _, 7

s—1\""
-1pt: (( > ) est une suite géométrique de raison
s
neN*

n=1

s—1

avec

S

-1pt: lim wu, =-4oc0

n—-+00

-1pt: lim P(Bp41)=1

n—-+00

<

10



