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DS3 (version B)

Exercice I (HEC 2002)

Le but de cet exercice est la résolution de I’équation matricielle AM = M B, d’inconnue M, dans
I’espace vectoriel £ des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels.
On rappelle que si Uy, Uy, Us, Uy sont les matrices définies par :

1 0 01 0 0 0 0
= (o 5) =(00) B=(15) v=( 1)
la famille (Uy, Us, Us, Uy) est une base de E, qui est donc de dimension 4. Si A et B sont deux matrices

de E, I'ensemble des matrices M de E vérifiant AM = M B est noté Vy g.

1. Soient A et B deux matrices de E/ et w4 p 'application qui, a toute matrice M de E, associe
la matrice AM — M B.

a) Montrer que ¢ 4 g est un endomorphisme de F et en déduire que V4 g est un sous-espace vectoriel
de F.

Démonstration.
D’apres 'énoncé, E = #>(R) et pap: M — AM — MB.

o Démontrons tout d’abord que ¢ p est a valeurs dans F.
Soit M € E. Alors o4 (M) =AM — MB € E.

o Démontrons maintenant que f est une application linéaire.
Soit (A, i) € R? et soit (M, N) € E2. Alors :
oaBAN-M+p-N) = AN M+p-N)—AN-M+p-N)B
= NAM+pu-AN —X-MB—pu-NB
= AN (AM —MB)+pu- (AN — NB)
= AoaB(M)+p-pap(N)

Ainsi, ¢ est un endomorphisme de E.

o Enfin :
Vap = {MeE|AM - MB =0}

= {M e FE|papM)=0}
= Ker(pa,p)

Ainsi, V4 B est un espace vectoriel car c’est le noyau d’un endomorphisme.
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d’ordre 4 qui représente w4 p dans la base (Uy, Us, Us, Uy).

-1
b) Dans le cas particulier ot A = ( ) et B = ( 9 2), construire la matrice carrée

Montrer que cette matrice est inversible et en déduire I'ensemble Vy g.

Démonstration.

- palh) = AUlUlB:(—ll _11> (é 8)((1) 8) (_21 (D
= (GG = (o)

= 2-U+0-Uy—1-U3+0-Uy

2

. . 0
Ainsi : Maty, 1,,05,04) (@A,B(Ul)) =1

0

« vap(l2) = Alx-1hB = <—11 _11> <8 (1)> - <8 é) <_21 (D
- (0 4)-6Go -G 5

= 2-U1+0-U2+0-Us—-1-Uy

-2

0
Donc Mat(Ul,Ug,US,U4)(SDA,B(U2)> =1

-1

1 -1\ /0 0 0 0y /-1 0
e paB(Us) = AU3_U3B_<1 1> 1 0>_<1 0)<2 1>

- ()G =G

= —1-U1+0'U2—|—2'U3+0'U4

-1
. . 0
Ainsi : Mat(y, 1,,05,04) (SOA,B(US)> =5 |
0
1

e paB(Us) = AU4—U4B:< 11> 8 (1)>_<8 (1J> (21 (D

1

(0 -1\ (0 0\ _ [0 -1
o 0 1 2 1)  \=2 0
= 0-U;—-1-U3—-2-U3+0-Uy

0

-1

-2

0

Donc Maty, u,,05,04 (SDA,B(U4)) =

0 -1

On en déduit que : Mat(Ul,UQ,Ug,U4)(<PA,B) =
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« Notons C cette matrice et déterminons son rang.

rg(C) =

L1+ L3

Lz« L3+2L,

Lo < Ly

L3 < L3 —2Ly

2
0
rg 1
0
-1
0
rg 5
0
-1
0
rg 0
0
-1
0
rg 0
0
-1
0
rg 0
0

-1 0
0 -1
2 =2
0 O
2 =2
0 -1
-1 0
0 O
2 =2
0 -1
3 —4
0 0
2 =2
0 0
3 —4
0 -1
2 -2
0 0
3 —4
0 -1

« En effet, la réduite obtenue est triangulaire supérieure et a ccefficients diagonaux non nuls.

Elle est donc inversible et de rang 4.

La matrice C, est elle-méme d’ordre 4 et de rang 4. Elle est donc inversible.

e On en déduit que I'endomorphisme ¢4 p est un isomorphisme.

En particulier ¢4 p est injective. Or : V4 p = Ker(pa,B).

On en déduit que V4 g = {0g}.
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2. Dans cette question, r et s désignent deux réels distincts et différents de 1, et on pose :

1 0 1 0
D_(O 1") et A_(O s>

a) Soit M = <Z g) une matrice quelconque de E. Donner des conditions nécessaires et suffisantes

sur x, y, z, t pour que M appartienne a Vp A.

Démonstration.
MeVpan & DM—-MA=0

<L C)=CD06 )

r Y\ _[(x sy
< <T‘Z rt) o (z st>
x x
o y = sy
rz = z
rt = st
(I-s)y = 0
& (r=1)z =0
(r—s)t =0
s=1 00U y=0
& = o z2=0
r=s 00U t=0
y=0
- =0 (car on a supposé s # 1,
r#£letr#s
t=0 /
MecVpa & y=2z=t=0 0
b) En déduire une base de Vp .
Démonstration.
o Remarquons tout d’abord que :
x
Vpa = {<Z i’) € M(R) |y=2z=1=0}
z 0 1 0
= {<0 0> |z e R} = {x- <O 0) | z € R}
10
= Vect ((O 0)) = Vect (Uy)
« La famille (U;) est :
x est génératrice de Vp A.
x est libre car uniquement constituée d’un vecteur non nul.
Ainsi, (U;) est une base de Vp a. -
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3. Soit a, b, c,d des réels non nuls vérifiant a —b# c—d,a—b# 1, c—d # 1, A et B les matrices

définies par :
a 1l—a c 1—c
A=(315) B=(5120)

a) Montrer que les valeurs propres de A sont 1 et a — b.
En déduire qu’il existe une matrice inversible P de E, et une matrice D égale a celle de la
question 2 pour une valeur convenable de 7, telles que 'on ait : D = P~1AP.

Démonstration.

« Démontrons que 1 est valeur propre de A.

det(A—Ip) = det<<a;1 1__ba)> — ba—-1)=b(1—a) = 0

La matrice A — I> n’est pas inversible. On en déduit que 1 est valeur propre de A.

« Démontrons que a — b est valeur propre de A.

det(A—(a—b) L) = det<<a_(z_b) (1—b;:?a—b)>>

det<<lg 1:3)) — b(l—a)—b(l—a) = 0

La matrice A — (a — b) Iy n’est pas inversible. On en déduit que a — b est valeur propre de A.

o Ces deux valeurs propres sont distinctes car a — b # 1.
La matrice A est (carrée) d’ordre 2 et posséde deux valeurs propres distinctes.
Elle est donc diagonalisable.

On en déduit qu’il existe P inversible telle que : A = PDP~! ou D = (é a 2 b)’

Commentaire

o L’énoncé ne demandait pas clairement de déterminer la matrice P mais simplement de dé-
montrer son existence. Rappelons que la matrice P est constituée d'une base de vecteurs
propres, ces vecteurs apparaissant dans ’ordre d’apparition des valeurs propres dans A.

« Effectuons ce calcul pour rappeler la méthode.
. a—1 1—a a—1 1—-a)\ (1 0
I(31,A—Iz—< b _b>.Or.( b —b)(l)_<0>'
(on détermine ce vecteur en remarquant que les colonnes de A — Iy sont opposées)
Ainsi <i> est un vecteur propre associé & la valeur propre 1.
N (b 1—a (b 1—a a—1\ (0
De méme, A — (a —b) Ir = (b 1—a)' Or : <b 1—a> ( b > = <0>
(on détermine ce vecteur en remarquant que les colonnes de A — (a —b) Is sont colinéaires)

. . fa—1 s
Ainsi b est un vecteur propre associé a la valeur propre a — b.

Ainsi, P = <1 a-1

1 b ) et, a 'aide de la formule d’inversion des matrices carrées d’ordre 2 :

1 b 1—a
e (479
b—(a—1) \-1 1 0
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b) Justifier de méme l'existence d’une matrice inversible @) de F, et d’une matrice A égale a celle
de la question 2 pour une valeur convenable de s, telles que I'on ait : A = Q7' BQ.

Démonstration.

« A renommage des variables prés, cette question est la méme que la précédente.
On en déduit que 1 et ¢ — d sont valeurs propres de B.

o Ces deux valeurs propres sont distinctes car ¢ — d # 1.
La matrice B est (carrée) d’ordre 2 et posséde deux valeurs propres distinctes.
Elle est donc diagonalisable.

On en déduit qu’il existe Q inversible telle que : B = QAQ™! ot A = (é . E d)'

Commentaire \

o Comme dans la question précédente, I’énoncé ne demandait pas clairement de dé-
terminer la matrice () mais simplement de démontrer son existence.

o Cette question étant la méme que la précédente & renommage prés des variables,

. (1 c—1 1 1 d 1l-c
on obtient Q = <1 d ) et Q = m <_1 1 >
\ ’

c) Pour toute matrice M de E, montrer qu’elle appartient a V4 g si et seulement si la matrice
P~'MQ appartient & Vb,a. En déduire une base de V4 p.

Démonstration.
Soit M € E.

MeVyig & AM—MB = 0
& AM = MB

(d’apres les

-1 _ —1
PDP=M = MQAQ questions précédentes)

¢

& PYPDP'M)Q = P H(MQAQ™HQ

& DPT'MQ = P'MQA

& D(PT'MQ)— (P'MQ)A = 0

& P MQeVpa

& JaceR, PIMQ = o Uy (car Vp.a = Vect (Uy))
~

JoeR, M = a-PULQ!
& M € Vect (PUlel)

On en déduit que V4 p = Vect (PUlQ_l).

La famille (PU;Q ™) est :

x génératrice de V4 p.

x libre car uniquement constituée d’un vecteur non nul. En effet, comme U; # O et que P et
Q! sont inversibles, alors PU;Q~! # 0.

Ainsi, (PU1Q') est une base de Va,B.
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4. Dans cette question r, s et u, v désignent quatre réels vérifiant r # s, r # v, u # s, u # v, et on

pose :
u 0 v 0
D= (0 ) ot A= (0 )
a) Par une méthode analogue a celle de la question 2, déterminer Vp a.

Démonstration.
Soit M € E.

MeVpa & DM—MA=0

- GOED-C6Y)
< ()= )

/

ur = oz
N uy = sy
rz = vz
rt = st
((u—v)z = 0
o J u=s)y =0
(r—=v)z =0
(r—s)t =0
u=v 0U =0 =0
- U = 0U y=0 o y=20 (car on a supposé u # v,
r=v 00U z=0 z=0 u#Ss, r#v, r#s)
=s 0U t=0 t=0

t

Onendéduitque:VD,A:{(i y) EJ/ZQ(RHx:y:z:t:O}:{(

0 o)t =1{0s}

b) En déduire, par une méthode analogue a celle de la question 3, le sous-espace vectoriel V4 p dans
le cas ot A et B sont deux matrices diagonalisables n’ayant aucune valeur propre commune.

Démonstration.

« Supposons que A est diagonalisable. Alors, il existe P inversible telle que :

A=PDP! o0 D= (“ 0)
0 r

(éventuellement v = r)

« Supposons que B est diagonalisable. Alors, il existe @) inversible telle que :

B=QAQ" on A= (8 2)

(éventuellement v = s mais d’apres I'énoncé, v et s sont différents de u et r, ce qui correspond

aux hypothéses de la question 3.)
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o En raisonnant comme dans la question &., on obtient :

MeVap & PIMQeVpa

(car Vp A = {0} en appliquant le
résultat de la question 3.)

s P'MQ=0

s M=0

Ainsi, sous les hypothéses de I’énonce, V4 g = {0}.

Commentaire

o On a étudié dans cet exercice les solutions de I’équation matricielle AM = M B.
La dimension de ’espace vectoriel des solutions peut étre déterminée de maniére exacte. Ce résultat
est connu sous le nom de théoréme de Cecioni-Frobenius (pour des matrices M € .#,(R)).

o Lorsque A = B, l'exercice consiste & chercher I’ensemble des matrices telles que : AM = MA,
autrement dit ’ensemble des matrices qui commutent avec A.
Cet ensemble est appelé le commutant de la matrice A.

o L’étude du commutant peut donner lieu & des sujets de concours. Dans ce cas, il faut s’attendre & des
questions proches de celles développées dans cet exercice : I’étude est réalisée pour des matrices carrées
d’ordre 2 ou 3; on commence par remarquer que le commutant de A est le noyau de I’endomorphisme
@:M+— AM — MA; on étudie (éventuellement) le cas particulier des matrices diagonalisables ; on
étudie (éventuellement) le cas particulier des matrices nilpotentes . ..

o De maniére plus générale, il est fréquent de tomber sur I’étude d’endomorphisme définie sur un
espace de matrice. C’était par exemple le cas du sujet EML 2014 ou l'on étudiait I'’endomorphisme
p: Mw—TMT.
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Exercice 2 (EML 2018 voie S)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note £ = R,,[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n,
et Z=(1,X,...,X") la base canonique de E.

On note, pour tout polynéme P de FE :

o(P) = lX(l - X)P+XP
n
Partie I : Etude d’un endomorphisme de polynémes

1. a) Montrer que ¢ est une application linéaire.

Démonstration.
Soit (Al,)\g) € R2. Soit (Pl,PQ) € E>.

(X PL+ Xy P))(X)

1
= - XA1=X)AM-Pr4+X - P)(X)+X(A\1- P+ X\ P)(X)
(par linéarité de la
dérivation)

X(1=X)(A - P{(X)+ X2 Py(X)) + M- X Pi(X) 4+ Ao+ X Po(X)

S|

— A (i X(1— X)PI(X) + XPl(X)> o (:L X(1— X)P(X)+ XPQ(X))

= - (@(P))(X) + X2 - (2(P2)(X)

‘ On en déduit que 'application ¢ est linéaire. ‘ O

b) Calculer ¢ (X™).

Démonstration.
Pour tout k € [0,7n], on note Qx(X) = X*, et donc @Q(X) = kX*~1.

((Qn)(X) = é XQ1-X)mwX" 14X X"

= X"(1-X)+x"H
= X" xptT  xeAT
= X" = Qn(X)

(P(Qn) = Qn

Commentaire

On remarque alors que le polynéme @, est vecteur propre de ¢
associé a la valeur propre 1.




ECE2 19 novembre 2018
Mathématiques

¢) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

Démonstration.
o On sait déja d’aprés la question 1. tel que ¢ est une application linéaire.
« Montrons : VP € E, p(P) € E.

Soit P € E. Alors il existe (ag,...,a,) € R""! tel que :

P(X) = 3 ap X5 = 3 a4, Qu(X)

k=0 k=0
x Comme ¢ est linéaire : p(P) = ¢ <i ak Qk> i k p(Qr)-
- p(Qn

)

On en déduit : deg (¢(P)) < max (deg (¢(Qo
x Soit k € [0,n — 1]. Par définition :

(p(@1))(X) =~ X(1 = X)QL(X) + XQu(X)
Ainsi = deg ((9(Q) (X)) = deg (+ X(1 - X)Q4(X) + XQu(X))
< max (de ( X)Q}(X)), deg (XQu(X)))
- (k+1k+1) — k+1
k

(on peut aussi calculer : (p(Qr))(X) = Xk X+

On en déduit en particulier : Vk € [0,n — 1]], deg(p(Qr)) <k+1<
x De plus, d’aprés la question précédente : deg(¢o(@y)) =n
Finalement, on obtient : deg(P) < n. Autrement dit : ¢(P) €

On en déduit que ¢ est un endomorphisme de FE. O

2. On pose, pour tout k de [0,n] : P, = X¥(1 — X)"F,
a) Pour tout k de [0,n], calculer ¢(Py).

Démonstration.
Soit k € [0, n].
o Tout d’abord : P[(X) ka*1<1 _ X)n*k —(n— k)Xk(l _ X))kl
X1 - X)) R (k(1 - X) — (n— k)X)
)

= Xk-1(1— X)nk-1(k — nX)

e On en déduit :

(p(P))(X) = = X(1-X)XF1(1-X)"*1(k—nX)+ X XF1 - X)"Fk

XF1-X)"Fk—nX)+ X XF1-—X)"F

S~ 3=

= XF(1-Xx)F (i(k —nX)+ X>

= Xkl - X))k <i—X+X> = %X’“(l—X)“*’“ = EPk(X)

n

k
Vke[[oan}]?@(Pk):EPk =

10
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b) Montrer que la famille (P, Py, ..., P,) est une base de E et expliciter la matrice de ¢ dans cette
base.

Démonstration.
D’aprés la question précédente, pour tout k € [0,n], Py est vecteur propre de ¢ associé a la

valeur propre —. Ainsi, la famille (P, P,..., P,) est une famille de n + 1 vecteurs associés a

n —+ 1 valeurs propres distinctes.

On en conclut que la famille (Py, P, ..., P,) est libre.

Commentaire

On peut traiter cette question méme si on n’a pas réussi la question précédente.
« Montrons que la famille ' = (P, ..., P,) est libre.
Soit (Ag, ..., A\n) € R™. Supposons :

M-Pot+M-Pi+ -+ 1 Por+ A Py = Op
Ainsi, par définition :

Mo (1= X)" 4+ A - X(1—=X)" "o Ay - XN (1= X) + Ay - X7

O
Ce qui revient & dire :
Ve eR, N (1—2)"+ M z(l—2)" 1+ N 12" 1A —2)+ X 2" = 0 (%)
« En appliquant 1’égalité (%) en z = 1, on obtient :
Ao (1L—D"+ M\ 1 T 1M E=T) A1 = 0
Et on a donc : A\, = 0. L’égalité (x) se réécrit alors :
VeeR, A (1—2)"+ Mzl —2)" T4+ + N 12" 1—-2) =0
On peut alors factoriser par (1 —z) :
Ve eR, (1—z)(Xo (1 - )" A (1 —2)" 4 A x"_l) =0
Ce qui permet de conclure, en divisant par (1 — z) :
Ve eR* Ao (1—2)" T4 r 21 —2)" 24+ 4+ X 12" =0
Enfin, comme la fonction P : 2+ Ao (1 —2)" 1+ X\ (1 —2)" 2+ + Apq 2™ est

polynomiale, elle est continue et cette égalité est aussi vérifiée en 0 (par passage a la limite,
on obtient : P(1) = lim1 P(z) =0). Ainsi :
r—

Ve eR, Ao (1—2)" 1A 2(1—2)" 24+ Xy 2™ = 0 (¥%)

o On peut alors itérer le procédé consistant & évaluer en 1 puis mettre en facteur et diviser
par (1 —z). On obtient alors au bout de n étapes :

A = A1 = - = A1 = =0

11
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o On en déduit que la famille &’ :
% est libre,
x verifie : Card(#') = n+ 1 = dim(R,[X]) = dim(E)

La famille %’ est donc une base de E.

« Soit k € [0,n].

D’aprés la question 2.a) :

k
o(Py) = 0-P0+"‘+0‘Pk,1+ﬁ-Pk—f—O‘PkJrl—i-”-—i-O-Pn

0
0
Ainsi : Matg (p(Py)) = - (ot le coefficient — est en k“™¢ position).
n
0
0
0 0 0
o 1
On en déduit : Matg (¢) =
0 0o =10
0 0 1
O
¢) Déterminer les sous-espaces propres de .
Démonstration.
k
« D’apreés la question 2.a) : Vk € [0,n], p(P) = — Pj.
n
Autrement dit, les polynomes Py, Py, ..., P, sont des vecteurs propres associés aux valeurs
propres 0, —, ..., 1. On obtient ainsi les inclusions suivantes :
n
Eo(¢) D Vect (Py), Ei(p) D Vect(Pr1), ... , Ei(p) D Vect(F,)

Comme Mat g (@) est diagonale, alors elle est diagonalisable. On en déduit :
S dim <Eﬁ(4p)) = dim (A 111(R)) = n+1
k=0 n

ce qui permet de conclure : Vk € [0,n], dim (E k (np)) = 1 et ainsi de démontrer que les

inclusions ci-dessus sont des égalités.

On a donc : Vk € [0,n], Ex(¢) = Vect (Py).

12
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Partie IT : Etude d’une suite de variables aléatoires

On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n, indiscernables au toucher. On effectue
dans cette urne une suite de tirages avec remise, et on suppose que I'expérience est modélisée par un
espace probabilisé (£, .o, P).

On note alors, pour tout k& de N*, Y} la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de numeéros
distincts qui ont été tirés lors des k premiers tirages.

Par convention, on pose : Yy = 0.

3. On note, pour tout k& de N*, Z;, la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le k®™€ tirage améne un
numéro qui n’a pas été tiré lors des tirages précédents, et prenant la valeur 0 sinon.
On pourra remarquer que, en particulier, Z; = 1.

a) Déterminer la loi de Zs.

Démonstration.
o En deux tirages, deux cas se présentent :
x soit on obtient le méme numéro aux deux tirages, c’est-a-dire [Zy = 0] est réalisé,

x soit on obtient deux numéros distincts sur les deux tirages, c’est-a-dire [Zo = 1] est réalisé.

On en déduit : Z5(Q2) = {0,1}.

« Pour tout i € N*, on introduit la v.a.r. Tj correspondant au numéro obtenu au ™ tirage.
Lors du i®™° tirage, 'expérience posséde n issues différentes (on peut tirer n’importe laquelle
des n boules) qui sont équiprobables.

On en déduit : Vi € [1,n], T; — U([1, n]).

Notons au passage que les v.a.r. T; sont indépendantes car les tirages le sont.

o La famille ([T1 = k])pe1,n) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

B2 =0) = 3 B(N=HN[Z=0)
= SEI=HNBm=K) ¢

(car Ty et Ty sont

|
M=
2=

([Ty = k]) x P([T> = k])

= indépendantes)
- Z”: lxl (car Th — U([1,n])
- &Zin T on et Ty — U([1,n]))
- nZ n

Dvou:zﬁs@_l).
n

(%) : I'événement [Th = k] N [Z2 = 0] est réalisé si et seulement si :
x [T = k] est réalisé, c’est a dire qu’on a obtenu la boule numérotée k lors du 1 tirage.

x et [Zo = 0] est réalisé, c’est a dire que le 2°™° tirage a amené un numéro qui a déja été tiré.
On a donc obtenu, lors de ce 2°™¢ tirage, la méme boule qu’au 1¢* tirage & savoir la la boule
numérotée k.

On en déduit : [T1 = k| N[Zy =0] = [T} = k| N [Ty = k.

13
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\.

Commentaire \

Comme I’énoncé introduit des variables aléatoires pour cet exercice (plutot que des
événements), on a ici privilégié I'introduction des v.a.r. T;. Cependant, la démonstration
s’effectue également en introduisant les événements B; ; :

B;;j = «obtenir le numéro j au i tirage »

b) Soit k € N*. Calculer, pour tout j de [1,£], la valeur de Py, —j; ([Zr+1 = 1]).
1
En déduire : P([Zpy1 =1]) =1 — —E(Y).
n

Démonstration.

« Commencons par déterminer Y;(2). Deux cas se présentent :

X

sik <n.

Dans ce cas, lors des k premiers tirages on obtient au maximum k numéros distincts.

Si k < n alors Yy (Q2) = [1, k].

Dans ce cas, lors des k premiers tirages on obtient au maximum n numéros distincts (on ne
peut obtenir plus de numéros distincts que de boules présentes dans l'urne).

Si k > n alors Yy (Q) = [1,n].

On déduit de cette étude : Y5 (2) = [1, min(k,n)].

« Soit j € [1,k]. Deux cas se présentent :

X

si 7 > min(k,n), alors : [V} = j| = @.

(comme on a supposé j € [1,k], cela correspond au cas oun < j < k)

Dans ce cas, la probabilité conditionnelle Py, —;([Zx+1 = 1]) n’est pas définie.

Il est assez naturel de faire cette disjonction de cas si on a déterminé correctement
I’ensemble image dans la question précédente. Au vu de I’énoncé, il semble que le
concepteur n’a pas pensé a ce cas. En conséquence, ne pas faire cette disjonction
n’a certainement pas été sanctionné dans le baréme officiel.

(comme on a supposé j € [1,k], cela correspond au cas ot j < n)

Si I'événement [Yj = j| est réalisé, c’est que l'on a obtenu j numéros distincts lors des
k premiers tirages. Dans ce cas, I'événement [Z;11 = 1] est réalisé si et seulement si le
(k + 1)®™¢ tirage améne un numéro qui n’a pas été obtenu précédemment. Autrement dit,
si 'on obtenu 'une des n — j boules non encore piochées lors des k premiers tirages.
Chaque boule étant piochée de maniére équiprobable :

n—j
Pry,—j)([Zky1 = 1]) =

—1-2
n n

Vj € [1, min(k,n)], Pry,—j([Zrer = 1]) = 1— %

14
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o La famille ([Yy = j])je[1,min(k,n)] forme un systéme complet d’événements (SCE).
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

min(k,n)
P([Zks1=1]) = P([Ye = J1 N [Zk+1 = 1])
j=1
min(k,n) (car :Vj € [1,k]
= P([Yy =j]) Py —q([Zk=1 =1 Y P
X R0 = Py (Ze =1 gy ) )
min(k,n) . j
- " e - (1-2)
j=1 n
min(k,n) 1 min(k,n) .
= P(Yy =J]) — = JP([Yx = j])
j=1 =1
1 mintkn) (car ([¥i = 1) ey
= _ = 1 — 4 j€[1,min(k,n)]
! n ]; TP = 7)) est un SCE)
1 »
= 1——E(Yg) (par définition de l’espérance)
n
1
Finalement : Vk € N*, P([Z;11 =1]) = 1— - E(Yy) .
k
¢) Soit k € N*. En remarquant que Y, = ) Z;, montrer :
j=1
1 k
P([Zk1=1])=1-— > P([Z;=1])
n j=1
Démonstration.
k
o Comme Yy, = ) Z;, d’aprés la question précédente :
j=1
1 k
P([Zk1=1]) = 1--E| > Z
n j=1
1 & (par linéarité de
= 1= n ]; E(Z3) Uespérance)
« Or, par définition de I’espérance, pour tout j € [1, k] :
E(Zj) = 0xPZ=T0]) +1xP([Z; =1]) = P([Z; =1])
1 %
On en déduit : P([Zpy1 =1]) = 1——= > P([Z; =1))
n j=1 0

15
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1\ -1
d) En déduire, pour tout k de N* : P([Z, =1]) = (1 — ) .

Démonstration. 1
N

Démontrons par récurrence : Yk € N*, P(k) ou P(k) : P([Zx =1]) = (1 - ) :
n

» Initialisation :

D’une part, Z; est la v.a.r. constante égale a 1. En particulier, on a donc : P([Z; =1]) = 1.

1\t 1\0
D’autre part, : <1 — > = <1 — > = 1.
n n

D’ou P(1).
» Hérédité : soit k € N*.

1\
Supposons : Vj € [1, k], P(j), et démontrons P(k + 1) (z’.e, P([Zg+1 =1]) = (1 - > )
n
1 & (d’apres la question
P([Zk-‘rl - ]'D = 1- a ];1 ]P)([Z] - 1]) précédemfe)
_ 1 1 zk: 1 1 -1 (par hypotheéses de
n = n récurrence)
k-1 J
mn =0 n
k
11-(1-3) 1
- 1-= n _ 2
- 1 (car 1 - #1)

D'ott P(k).

k—1
Par principe de récurrence : Vk € N*, P([Z, = 1]) = (1 - ) .

e) Déterminer alors, pour tout k de N, I'espérance de Y.

Démonstration.
Soit k € N*,

o On rappelle qu'on a démontré en question 3.b) :

donc  P([Zg1=1]) -1 = - E(Y)

dou  —n(P([Zk1 =1]) = 1) = E(Y%)

16
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« On obtient, grace a la question précédente :

(i)

« De plus, d’aprés I'énoncé : Yy = 0. Donc : E(Yp) = 0.

E(Yy) = 0 et Vk € N*, E(Y;) = n (1 _ <1 _ 1>k>

n

4. On note, pour tout k& de N, G}, le polynéme de R, [X] défini par :

szgp([yk:z']) X

a) Déterminer les polyndémes Gg, G1 et Go.

Démonstration.

o Par définition de Gy :

Or Yj est la v.a.r. constante égale a 0. Donc :
P([Yo=0])=1 et VieN' P([Yo=1i])=0

On en déduit :

o Par définition de G :
Gi(X) = L P(v1=1]) X'
i=0
x Déterminons la loi de Y7.
En un seul tirage, on obtient obligatoirement un numéro (distinct). Donc Y3(Q) = {1}.

La v.a.r. Y7 est la v.a.r. constante égale a 1.

x En particulier :
P([Yi=1])=1 et VieN\{1l}, P([Y1=1)=0

x On en déduit :

G1(X) = P(V=677X" +B([Y; = 1)) X1+M _ x

Gi(X) =X

17
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o Par définition de G :

x Déterminons la loi de Y5.
En deux tirages, deux cas se présentent :
- soit on obtient le méme numéro aux deux tirages, c’est-a~dire [Y2 = 1] est réalisé,
- soit on obtient deux numéros distincts sur les deux tirages, c’est-a-dire [Ya = 2] est réalisé.
On en déduit : Y2(©2) = {1,2}.

x L’événément [Yo = 1] est réalisé si et seulement si un seul numéro a été tiré lors des deux
premiers tirages. Autrement dit, le 2°™€ tirage a amené le méme numéro que le premier.

Ainsi : [YQ = 1] = [ZQ = O]

On en déduit, d’aprés la question 8.a) :
Comme la famille ([Y2 = 1], [Y2 = 2]) est un systéme complet d’événements :

Et donc, bien sir :

Vi e N\ {1,2}, P([Y2 =1]) =0

x Finalement :

Go(X) = P(Ye—bT X0 +P([YVs = 1)) X +P([¥s = 2)) X? +§W

1 1
— oxe (1o)X
n n

GQ(X):iLX—I—<1—1>X2

n

b) Montrer, pour tout k de N et tout ¢ de [0,n] :

P([Yirr = ]) =

Démonstration.

Soit k € N.

« Traitons tout d’abord le cas k = 0 qui améne & une étude particuliére.
En effet, rappelons que les v.a.r. Yj et Y1 sont constantes :

)/0:0 et Y1:1

Soit ¢ € [0,n]. Par définition des v.a.r. Yy et Y7 :

1 sie=0 0 siz=0
P([Yp=i)=4{ 0 sii=1 et P(Yo=i—1])={ 1 sii=1
0 siie[2,n] 0 siie[2,n]

18



ECE2 19 novembre 2018
Mathématiques

On en déduit :
sii=0
> P(Yo=i-1]) = 1-11 sii=1

0 siie[2,n]

iIP’([Yozi])—l—<1—i_1

n

et on retrouve bien la valeur de P([Y; = i] ) puisque :

0 sii=0
P([Yi=1d) = ¢ 1 sii=1
0 siie[2,n]

1—1
n

Finalement : Vi € [0,n], P([Y1 =1]) = (1 — ) P([Yo=1i—1]) + % P([Yy = 1]).

« Considérons maintenant k € N* et i € [2,n].
(Les cas i = 0 et i = 1 sont un peu & part car améne & considérer un nombre négatif de
numéros distincts puisqu’alors i — 1 < 0. Ces cas sont traités en fin de question.)

L’événement [Yj11 = i] est réalisé si et seulement si ¢ numéros distincts ont été tirés lors des
k + 1 premiers tirages. Cela résulte de deux cas :

x soit on a obtenu 7 numéros distincts lors des k premiers tirages et le tirage suivant (le
(k 4+ 1)°m®) a amené un numéro déja obtenu.

Autrement dit, 'événement : [Y; =i] N [Zg+1 = 0] est réalisé.

x soit on a obtenu i — 1 numéros distincts lors des k premiers tirages et le tirage suivant (le
(k + 1)°™¢) a amené un nouveau numMéro.

Autrement dit, 'événement : [Yy =i — 1] N [Zxy11 = 1] est réalisé.

On en déduit:[Yk+1:i] = ([Yk:l] N [ZkJrl:O]) U ([Yk:i—l] N [Zk+1:1]).

Par incompatibilité des événements :
P(Yey1 =14]) = P(Ve=i—-10[Zksy1 =1]) + P (Y =N [Zs1 =0])
= P([Ye =1 —1]) Pyj=io1) ([Zha = 1)) + P([Yi = i]) Ppyy=ij ([Z1 = 0])
Cette derniére égalité est valide car P([Yy =i — 1]) # 0 et P([Yx = i]) # 0 puisque ¢ > 2.

Déterminons maintenant Py, —; 1) ([Zx41 = 1]) et Py, —;) ([Zx+1 = 0]).

x Si I’événement [Yy =i — 1] est réalisé, c’est que lors des k premiers tirages, on a tiré i — 1
numéros distincts. Dans ce cas, ’événement [Zy 1 = 1] est réalisé si et seulement si on pioche
I'un des n — (i — 1) numéros restants.

(-1 1
On en déduit : Py, —;_1) ([Zx41 =1]) = n(:L) -1 —

x Sil’événement [Y; = 7] est réalisé, c’est que lors des k premiers tirages, on a tiré ¢ numeéros
distincts. Dans ce cas, I’événement [Zj1 = 0] est réalisé si et seulement si on pioche 1'un
de ces ¢ numéros.

On en déduit : Py, —; ([Zx41 =0]) =

(3
n
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Finalement, on obtient bien :

17—11) P([Y =i — 1]) + % P([Yi = d)).

Vk € N*, Vi € [2,n], P([Yis1 = i]) = (1 -

Commentaire

On pouvait aussi démontrer ce résultat en utilisant la formule des probabilités totales.

La famille ([Yy = j]) e[i,n] forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

n

> (¥ = 410 [Yier = )

P(Yisr =1]) =

+ P(Ve =N Ve =) + 2 P(Me=dTVep1 = 1))
]:
En effet, pour tout j ¢ {i — 1,7} : [V =j]N Y1 =1i] = @.
11 suffit alors de remarquer :
[Yk:i—l]ﬂ[YkJrl:’i] = [Yk:i—l]ﬂ[ZkJrl:l]
et [Yk = ’L] N [Yk+1 = Z] = [Yk = Z] N [ZkJrl = 0]
Il reste alors a traiter les cas ou k € N* et ¢ € {0,1}.
x Si 4 =0, il suffit de remarquer :
Yer1=0=2 et Yi=-1]=92 et Yy =0]=92

0—1 0
OnabienzP([YHl:onzo:(1—n) <0+ 2o,

x Si¢ =1, on remarque, en raisonnant comme précédemment :
Yer1 =1] = Ve =10 [Yey1 = 1]
On en déduit :
P([Yyr1=1]) =

= P([Ys =1N[Zk+1 =0])

P([Yr =1 N [Yq = 1])

= P([Yi =1]) Py,—) ([Zs1 = 0))

1 (en raisonnant une nouvelle
= P =1) n fois comme précédemment)
1-1 1
= (1—-— ) P([Yrx=1-1 — P([Yx =1
(1-150) P =1- 1)+ & B = 1)

Whe ', Bl =1) = (1-20) P =1- 1)+ ¢ P = 1)
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¢) Montrer, pour tout k de N :

1
Gri1 = - X(1—-X)G), + XGy

Démonstration.
Soit k € N.
n i n .
« Tout d’abord : G|(X) = ZOIP’([Yk =i]) i X! = Zl iP([Yy = i]) X* L
1= 1=
o Ensuite, d’aprés la question précédente :
n .
Gr1(X) = 2 P([Ypgr =1i]) X
i=0

1=0

.S <<1_i;1> ]P’([Yk:i—l])—i—?iIP’([Yk:i])) X

£ (1) P - ) X E L Em= ) X ()

i=0 i=0 N

« Etudions la premiére somme de 1'égalité (*).

5 <1—i_1> P([Yy =i — 1]) X'

=0 n
- i (1_i;1) P([Yy =i—1]) X’ (car [y = —1]=9)
=1
- b <1 - Z) P([Yy = i]) X*H! (par décalage d’indice)
i=0 n
= n:ol P([Yy =i]) X+ — % "201 i P([Y; = i]) X
- Xé_ol P([Yx =) Xi_% 7511"‘]}”([5%:1']) Xt (car 0 P([Y, =0)) X' =0)
= X(Gi(X) - P([Yy =n]) X") —%XQ n;lm([yk:i]) xi-1

= XGMX)—W—EX? G(X) + P([Ye=

— X G(X)— % X2 @ (X)

« Etudions la seconde somme de 1'égalité ().

i}ip([yk:i]) X = iiliIP([Yk:i]) X (car 0 P([Yy = 0]) X° =0)
= %X ':HP([Y;G:@']) Xt = %XGZ(X)

En reprenant (x), on obtient :

Grn(X) = X Gu(X) — % X2 @ (X) +% X GL(X) = X Gp(X) +% X(1 - X)G,(X),

O]
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d) En déduire, pour tout k de N : G} = ¢*(Gp).

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Yk € N, P(k) ou  P(k) : G = ¢*(Go).
» Initialisation :
Comme ¢" = idg, on a : ¢*(Gy) = Go.
Dot P(0).
» Hérédité : soit k € N.
Supposons P (k) et démontrons P(k + 1) (i.e. Gry1 = o T1(Go)).

1 B , (d’apres la question
Gr1(X) = n X(1=X) GL(X) + X Gr(X) précédente)
= (¢(Gp))(X) (par définition de @)
(par hypothése de
= (‘P (" (GO))) (X) récurrence)
= (¢"1(Go))(X)

D'ott P(k +1).

Par principe de récurrence : Yk € N, G, = ¢*(Gy).

O
5. a) Pour tout k de N, calculer G(1) et G} (1).
Démonstration.
Soit k € N.
o Par définition de G, :
Gr(l) = L B([Yy=d) 1" = } P([Ys =1])
i=0 i=0
Or la famille ([Yy = i]);c[o,n] est un systéme complet d’événements, donc : Y P([Y; = i]) = 1
i=0
Ainsi : Gi(1) = 1.
o Par définition de G, :
Gi(1) = L iP([Ve=iD1" = ¥ i P(Yi =1]) = E(Yi)
i=0 i=0
G(1) = E(Yk) .
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1
b) En déduire, pour tout k de N : E(Yj41) = (1 — > E(Yx) + 1.
n
Démonstration.
Soit k € N.

« Tout d’abord, d’aprés la question précédente : E(Yiy1) = Gjp4(1).

Or, d’aprés la question 4.c¢) :
1
Gp1(X) = - X(1-X) G(X)+ X Gp(X)
On en déduit :

(X)) =

SI= 3=

Ainsi :

E(Yi) = Ghp(X)

- % (1—2)GY (1) +W+ Gr(1) +1 GL(1)

_ (1 _ 1> GL1) + Gy(1) = <1 - 1) E(Yi) + 1

n n

(Vi) = <1 - i) E(Y;) + 1

(1—2X)G,(X) + % (1— X)GU(X) + Gp(X) + X GL(X)

(d’aprés 5.a))

¢) Retrouver alors, pour tout k de N, I'expression de E(Y}) obtenue en question 6.e).

Démonstration.

Pour tout k£ € N, on note uy = E(Y%).
Alors, d’apreés la question précédente :

1
Vk € N, uk+1:<1—n> up + 1

La suite (ug)gen+ est donc arithmético-géométrique.

L’équation de point fixe associée a la suite (u) est :

1
xz(l—):c—i-l
n

Elle admet pour unique solution : A = n.

1

On écrit : Upt] = <1—> X up + 1 (L)
n
1

A= <1—> X A 4+ 1 (L)
n
1

et donc  upi1 — A = (1_n> X (up—A)  (L1)—(L2)

Notons alors (vg) la suite de terme général vy = ug — A.

((1 —X) GL(X) + X (= GY(X) + (1 - X)Gf,;(X))) +Gr(X) + X GY(X)
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1
« La suite (vg) est géométrique de raison 1 — —.
n

Ainsi, pour tout k € N :

On a donc, pour tout k£ € N :
1 k
U = Vp+A = <1—n> X(UQ—)\)+/\

o Enfin:uy = E(Yp) = 0.

1\* 1\*
On en déduit : Vk € N, E(Yy) = —n (1—) +n:n<1—<1—) )
n n O

6. On rappelle que les polynémes P, ..., P, sont définis & la question 5. par :

pour tout j de [0,n], P; = XJ(1— X)"J

a) Calculer ) (?)P]

J=0

Démonstration.
On calcule :

> (?)Pj(X) - jio (?) Xi(1—X)"J  (par définition de P;)

j=0

(par formule du binéme
de Newton)

b) Montrer, pour tout j de [0,n] :

i=j \*—J
Démonstration.
On calcule :
i (n _j)(_l)i_j i _ n—j (n —j>(_1)k ket (Cf?)ec.le chantqem.ent
= \i—j =0\ k d’indice k =i —j)
n—j
= XJ <n ~7>( 1)k Xk
k=0 k
. n—j — .
= o E (") ex
k=0 \ k

(par formule du binéme
de Newton)
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¢) En déduire, pour tout k de N :
Go) = DT (E) o) x
@ (Go) zgo (ij <J><Z—J> <”> (=1) )

« Tout d’abord, d’apreés la question 6.a) :

Démonstration.

Go(X) = 1 = éo (?)Pj(X)

« Soit k € N. Comme ¢ est une application linéaire, il en est de méme de @*. Ainsi :

HGo = (7))

J=0

o De plus, d’apres la question 2.a) : Vj € [0,n], ¢(P;) = 7 P;.
n

On en déduit, par récurrence immeédiate :

On en déduit :

D’ou :

On en déduit : Vk € N, (¢%(Go))(X) = 2
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d) Montrer finalement, pour tout k£ de N et pour tout i de [0,n] :

= () () ()

Démonstration.

Soit k € N.
« D’apreés la question 4.d) :

G = ¢*(Go)
I I
n . n io(n\ -7\ (7 F o . (d’apres la question
= ? J _1)i—J 7
z;) P =) X ,:Z() <];) <]> <z —j> <n> (=1) > X précédente)

e Or la famille (Qq, @1, .., Qy) est une base de R,[X].
(on rappelle : Vi € [0,n], Q;(X) = X?)
Donc la décomposition du polynéme Gy, sur cette base est unique.
En particulier, pour tout i € [0,n] :

e - £ ()0 () o0

« Montrons alors maintenant, pour tout (i,5) € [0,n] tel que j < :
GG = 00
i)\i—j i)\J
x D’une part :

<Zl> (721::77) - ﬂ!ﬂ?ﬁ/fﬂ (i—j)!((m (i—7))! j!(i—jT)L!!(n—i)!

% D’autre part :

<3> <n> B ﬂ(z{j)! %(nn!—m N j!(z’—j?!!m—i)!

Ainsi, pour tout (z,7) € [0,n] tel que j < : <n> (n B ‘7> = <n> (Z)
J t—=7] ? J

o On en déduit :
o= 500 - (06 o

Vk € N, Vi € [0,n], B([Yy = i]) = (”) 5 <Z>
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Commentaire \

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble E & n éléments.

(on peut penser a une piéce qui contient n individus)

On souhaite alors construire une partie P a i éléments de cet ensemble contenant j
éléements distingués (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de i individus
dans lequel figurent j représentants de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie & ¢ éléments de E : (7;) possibilités.

On distingue ensuite j éléments de cet ensemble P : (;) possibilités.
(on choisit d’abord les i individus et on €lit ensuite j représentants de ces individus)
JZ) (!) maniéres de construire P.

2) On choisit d’abord, dans F, les j éléments & distinguer : (7;) possibilités.

Ainsi, il y a (

On choisit ensuite i —j éléments dans F, pour former P, en y ajoutant les j ¢léments
précédents : (?:J.) possibilités.
(on choisit d’abord les j représentants puis on leur adjoint un groupe de i — j indi-

vidus)
Ainsi, il y a (?) (T;__]J ) maniéres de construire P.
On retrouve ainsi le résultat. =
\ 7

Exercice 3 (ESCP 2003)

Soient a et b deux entiers naturels non nuls et s leur somme.
Une urne contient initialement a boules noires et b boules blanches indiscernables au toucher.
On effectue dans cette urne une suite infinie de tirages au hasard d’une boule selon le protocole suivant :

x si la boule tirée est blanche, elle est remise dans I'urne,

x si la boule tirée est noire, elle est remplacée dans I’'urne par une boule blanche prise dans une réserve
annexe.

Avant chaque tirage, I'urne contient donc toujours s boules.
On désigne par (€2, %,P) un espace probabilisé qui modélise cette expérience et, pour tout entier
naturel n non nul, on note :

x By 'événement « la n®™€ boule tirée est blanche » ;

x X, la variable aléatoire désignant le nombre de boules blanches tirées au cours des n premiers
tirages ;

x up I'espérance de la variable aléatoire X, c’est-a-dire u, = E(X,).
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1. Etude d’un ensemble de suites
Soit A l'ensemble des suites (xy,),>1 de réels qui vérifient :
VneN* szppi=(s—1)ax,+b+n

a) Soit « et  deux réels et (vy,)n>1 la suite définie par : Vn € N*, v, = an + (.
Déterminer en fonction de b et de s les valeurs de « et 8 pour que la suite (v,),>1 appartienne

a A.
Démonstration.
« Supposons que (v,) € A. Alors :
Vn e N* svpp1 =(s—Dv,+b+n

Soit n € N*. On obtient :
StUpt1 = (s— Do, +b+n
sfan+1)+8)=(s—1)(an+B)+n+b
sin+Da+sp=n(s—1)a+(s—1)+n+b

(s(n+1)—n(s—1)a+(s—(5—1))B=n+b

(I R

(swm+s—ns+n)a+f=n+b
& (s+n)a+B=n+b

En particulier, pour n =1 et n = 2, on obtient :

(s+1)a + B = 1+ ngh (s+1)a + B 1+0
(s+2)a + S 240 e = 1

Ly« Ly — (s +1)Ls B = b—s
«

Donc : Vn e N*, v, =n+b—s.

« Vérifions maintenant que la suite (v,,) définie par :
VneN, v, =n+b—s

appartient bien a A.
Soit n € N*.

x D’une part :
Stpy1 = s(n+1)+b—s = sn+s+sb—s?

x D’autre part :
(s—=Dvp,+b+n = (s—1)(n+b—s)+b+n
= sn—w+bs—b—s>+s+b+m
= sn+bs—s>+s

On a bien, pour tout n € N* : sv,41 = (s — 1)v, + b+ n.

La suite (v,,) appartient a A si et seulement si « =1 et f =0 —s.
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b) Soit (xy)n>1 une suite appartenant & A, (v,),>1 la suite déterminée a la question précédente et
(Yn)n>1 la suite définie par : Vn € N*, y,, = x,, — vy,.
Montrer que la suite (y,)n>1 est une suite géométrique et expliciter, pour tout entier naturel n
non nul, y, puis x, en fonction de x1, b, s et n.

Démonstration.
e Soit n € N*.
Yn+1 = Tn+1 — Un41l
1 1
= ;((s — Day, + bA7) — ; ((s = Vv, + bA7)
s—1
= s (xn - Un)
s—1
fry yTL
s

s—1

La suite (y,) est donc géométrique de raison

s—1 n—1
Yn = < > Al
S

Or:yp = x1—v1 = 21— (1+b—3).

e Soit n € N*. On en déduit :

s—1
s

Ainsi : Vn € N*, y,, = <

)nl (z1—1—b+s).

e De plus : Vn € N*, x,, =y, + vy,

1 n—1
Finalement:VnEN*,a:n:<S > (x1—1—-b+s)+n+b—s. -
s
2. Expression de la probabilité P(B,1) a ’aide de u,
a) Donner, en fonction de b et de s, les valeurs respectives de P(B;) et du nombre u;.
Démonstration.
o Lors du premier tirage, on pioche parmi les s boules disponibles, dont b blanches.
Chaque issue est équiprobable.
b
Ainsi : P(B;) = -.
S
« Tout d’abord : X;(92) = {0,1}.
En effet, au premier tirage, seules deux issues sont possibles :
x on pioche une boule blanche, c’est-a-dire [X; = 1] est réalisé,
x on pioche une boule noire, c¢’est-a-dire [X; = 0] est réalisé.
b
De plus : P([X; =1]) = P(B;) = -.
s
- b b
On en déduit : X; — B( - ). Donc : uy = E(X;) = —. .
s S
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b) Calculer la probabilité P(Bs) et vérifier 'égalité : P(By) =

b+1—u
—

Démonstration.
La famille (Bj, B;) forme un systéme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(B;) = P(B1NB;)+P (BN B)
= P(B1)Pp,(B2) + P (B1) Pg(Ba2) (car P(B1) #0 et P(By) #0)

Déterminons Pp, (B2) et Pg-(B2).

Si I’événement Bj est réalisé, c’est qu’on a pioché une boule blanche au premier tirage. Elle
est remise dans 'urne.

Dans ce cas, I’événement By est réalisé si et seulement si on a pioché une boule blanche au
2¢me tirage dans 1'urne contenant toujours a boules noires et b boules blanches. Ainsi :

b
Pp,(B2) = -
S
Si ’événement By est réalisé, c’est qu’on a pioché une boule noire au premier tirage. Elle est
remplacée par une boule blanche dans I'urne.
Dans ce cas, 'événement Bj est réalisé si et seulement si on a pioché une boule blanche au

2¢me tirage dans 1'urne contenant alors a — 1 boules noires et b 4+ 1 boules blanches. Ainsi :

b+1
Pp(B2) = ——

On obtient :

»

o) = e () ()
(oo (=)
(v foret) -2

®w | =

_ 1
s
Or u; = g d’aprés la question précédente, donc : P(Bg) = b-é-l%m 0
Soit n un entier naturel vérifiant 1 < n < a.
Montrer : Vk € [0,n], Pix, —x (Bn+1) = W En déduire I'égalité : P(Bj4+1) = M%

Démonstration.

Notons tout d’abord qu’en n tirages, on peut piocher de 0 & n boules blanches.
On en déduit : X,,(Q2) = [0, n].

Soit k € [0, n].

Sil'événement [X,, = k] est réalisé c’est qu’on a tiré k boules blanches au cours des n premiers
tirages. On a donc également tiré (n — k) boules noires que 'on a toutes remplacées par des
boules blanches.

Dans ce cas, ’événément B, est réalisé si et seulement si on a tiré une boule blanche lors
du (n + 1)*™° tirage dans une urne qui contient alors a — (n — k) boules noires et b+ (n — k)
boules blanches (ce qui est possible car n < a).

b+n—k
—

Ainsi : Vk € [[0, TL]], P[XnZk] (Bn—l-l) =
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o La famille ([X,, = k])re[o,n] est un systeme complet d’événements.
Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales :

n

P(Bu1) = 30 P([Xy =k N Bui)
k=0
= kZO P([Xn = K]) Prx, k) (Bnt1) (car P([Xp = k]) # 0)
n b —k
= > P([X, =k orn—h (d’apres le point précédent)
k=0 §
nob+n 1 &
= 2 P([Xn = k) — = >° KP([Xn = k])
k=0 S S k=0
b+n X 1 P o
= . > P([X, =k]) — B E(X,) (par définition de l’espérance)
k=0
_ b+n 1 (car ([Xn = k])keo,n) €st un
N s 1= s E(Xn) systéme complet d’événements)
1
_ benm Un (par définition de uy,)
s s
o btn—uy,
B s
b+n—u,
P(Bn+1) - s 0

d) Soit n un entier naturel vérifiant n > a.
Si k € [0,n—a— 1], quel est 'événement [X,, = k] 7

b —k
Si k € [n — a,n], justifier 'égalité : Py, —y(Bnt1) = L
s
b —
Montrer enfin que l'égalité : P(B,41) = vAn e est encore vérifiée.
s

Démonstration.

e Si k€ [0,n—a—1], alors 'événement [X,, = k] est réalisé si et seulement si on a pioché k
boules blanches lors des n premiers tirages. Cela signifie que ’on a pioché n — k boules noires.
Or :

0<kgSn—a-1 < 02-k>2-n+a+1 & nx2n—-k>2w—-nw+a+1

L’urne contient initialement a boules noires, il est donc impossible d’en pioché plus de a + 1.

On en déduit : Vk € [0,n —a — 1], [X,, = k] = @.

e Sike[n—a,n].
Si I'événement [X,, = k| est réalisé, alors on a tiré k boules blanches au cours des n premiers
tirages. On a donc également tiré (n — k) boules noires que 'on a toutes remplacées par des
boules blanches. A la fin du n®™ tirage, I'urne contient donc a — (n — k) boules noires et
b+ (n — k) boules blanches. Ce qui est possible car :

n—a<k<n & n+az2-k>2-n< wv-—-nwt+azxn—-k=0

b+n—k

On en déduit : V& € [n — a,n], Pix, —x(Bnt1) =
s
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« Comme, pour tout k € [0,n —a — 1], [X,, = k] = &, on en déduit : X(Q) = [n — a,n].
Donc la famille ([X,, = k])pe[n—q,n) forme un systéme complet d’événements.

Ainsi, en appliquant la formule des probabilités totales sur ce systéme complet
d’événements et avec les mémes arguments qu’en question précédente, on obtient :

b+n—u
PBw) =5 0

3. Calcul des nombres u, et P(B,)

a) Soit n un entier naturel non nul. établir, pour tout entier k de U'intervalle [n 4+ 1 — a, n] I'égalité :

P([Xnt1=k]) = WP([)@:%])—F

b+n—-k+1

; P([X, =k —1])

Vérifier cette égalité pour k =n + 1, k = n — a et pour tout k € [1,n —a — 1].

Démonstration.

e Soit k€ [n+1—a,n].
La famille (Bj41, Bn41) est un systéme complet d’événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([Xnt1 =k]) = P([Xns1 = k] N Bpya) + P( [(Xnt1 = K] ﬂﬂ)

QOI‘Z

x tout d’abord :
[Xn+1 == ]{3] N Bn+1 == [Xn == k - 1] N Bn+1

x de plus :
[Xn+1 = :IC] N Bn+1 - [Xn == k] N Bn+1

e On en déduit :

P([Xns1 = K])

= P([X,=k—1]NBy1) +P([X,, = k] N Bpj1)

(car (k —1,k) € (X,(2))?

= P([Xn =k —1])Px,—5-1](Bns1) + P([X;, = k]) Pix, —k] (Bn+1) avee X () = [n— a,n])

= B = 1) LR, = k) (1 B g (Bar)) (@apris 2.4))
— P(Xn = k—1]) w +P((X, = K]) <1 - W) (dapris 2.d))
- WP([Xn:k—l])JrP([Xn:k])@ (cara=s—b)

On en déduit, pour tout k € [n —a,n] :

P(Xur = H) = O EEL B, = k- 1) + 2 p(ix, = h)),
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e« Cask=n+1.

x D’une part, 'événement [X,,11 = n + 1] est réalisé si et seulement si on a tiré que des boules
blanches. Donc :
[Xn+1=n+1] = [ X, =n]N Byy1

Donc :
P((Xn+1=n+1]) = P([Xn=n]NBn+1) = P([Xn =n]) Pix,=n)(Bn+1)

= P([X,, =n]) bn—n (d’apres 2.d))

S

= Y B(X, =)

x D’autre part, comme [X, =n+1] =@ :

aont (D) py ey O D L ey Y, < )

S S S

L’égalité est toujours vérifiée pour k =n + 1.

x D’une part, on a toujours :

P([Xpt1=n—a]) = P((X, =n—a—1]NBy1) +P([Xy =n—a]NByy1)

Or :
[Xn:n—a—l]ﬂBn+1 = @ONBuy1 = L
On en déduit :

P([Xn+1=n—a]) = P([Xn=n—a]NBu1)

= P([Xn =n- a]) ]P[Xn:n—a] (Bn—l-l)
= P(X,=n—a]) (1 = Px,—na(Bn+1))

= P([X,=n—a]) <1—b+”_3("_a)>

_ (1—a+b> P([X, =n — a])

S

— 01 B([Xy=n—a]) = 0

x D’autre part :

a—n+(n—a)

. P([Xn—n—a])+b+n_(:_a)+1

1
Jotaetl
S

P([X,=n—a~—1))
= 0xP([X,=n—al]) 0=20

ou avant-derniére égalité est vérifiée car [X,, =n —a — 1] = @.

L’égalité est toujours vérifiée pour k = n — a.
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e Caske[l,n—a—1].

x D’une part, I’événement [X, ;1 = k| est réalisé¢ si et seulement si on a pioché k boules
blanches lors des (n+ 1) premiers tirages. Cela signifie que 1'on a pioché n — k boules noires.

Or :

1<k<n—-a-1¢& -1>2-k>-n+a+l1 &n-1>2n—-k>2wn—-w+a+1

L’urne contient initialement a boules noires, il est donc impossible d’en pioché plus de a+ 1.

On en déduit : Vk € [1,n —a — 1], [Xp+1 = k] = @. Donc :
P([Xp1=k]) = 0

x D’autre part, comme d’aprés 2.d) [X,, = k]| =D et [X,, =k—1] =0, 0ona:

a—n-+k b+n—k+1

P(Xp=n=+1)+ ———— P =7n]) = 0
s s
L’égalité est vérifiée pour k € [1,n —a — 1]. 0
b) Calculer, pour tout entier naturel n non nul, u,4; en fonction de u, et de n.
En déduire que la suite (uy,),>1 appartient a 'ensemble A étudié dans la question 1.
Démonstration.
Soit n € N*.
« Par définition de u,11 = E(X,41) :
Un+1
n+1 n+1
= > kP([Xp1 =k]) = 30 kP([Xnt1 =K])
k=0 k=1
n+1 _ 1 _
- S (Z’*”S’” P([X, = k — 1) + % P([X, = k})) (daprés 3.a))
k=1
b+ n—k+1 il a—n+k
= TR R = k- 1)+ L R B = )
k=1 S S
n b —k ntl = k
= Yo (k+1) % P([X, =k])+ > k % P([X,, = k]) (par décalage d’indice)
k=0 k=1
noob+n—k "b+n—k
= >k P([Xn = k]) + E P([Xn = ])
k=0 § §
n —n+k +1
+ Y kT B(Xa = K)) + (0 ) B((X, = n+1])
k=1
noob+n—k "b+n—k
k=0 § k=0 §
n - k
oSk Z* (X, = k) (car [Xp=n+1]=2)
k=0
b+n—k a—n+k
= SR (M D B, = )+ ()
En effet, d’aprés les questions 2.c¢) et 2.d) :
" b4+n—k
P(Brr) = 3 ZE (X, =)
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On en déduit :

n a+b b+n—uy
Unyr = Y k P([Xn =k + ——
k=0 s s
n b — Up,
= > kI P(X, =K+
k=0 S S
n b — Up,
= Y R B(Xy = K)o
k=0 s
— E(X,) b+n—uy,
s
b+n—uy,
= un_i_i
s
-1 b
VnEN*,unH:SS Uy + —;n

o Soit n € N*.
En multipliant par s I’égalité précédente, on obtient :

Stupy1 = (s—Lu, +b+n

La suite (up)n>1 appartient a A.

Démonstration.

o Soit n € N*. D’aprés la question 1.b) :

(d’apres 2.d))

¢) Donner, pour tout entier n € N*| les valeurs de u,, et de P(B,,11) en fonction de b, s et n.

-1 n—1
Up = (8 ) (ur—1—=b+s)+n+b—s

S

S

S

. s—1\""t /b
D’apres 2.a) : Vn € N*| u, = -—1—-b+s

>+n+b—s.

« Soit n € N*. D’aprés les questions 2.¢) et 2.d) :

b+n—uy

IPy(Bn+1) = s

- i(m_ <<881>n1(u1—1—b+8)+ﬂ/¢—/5—3>>

n—1
= —1<S 1) (b—l—b—i-s)—i-l
S S S

S S S

1/s—1\""' /b
VneN*,P(Bn+1):1—<s ) (—1—b+s>

(d’apres le
point précédent)
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d) Quelles sont les limites des suites (uy,)n>1 et (]P’(Bn))n>1 ?

>

Démonstration.
. s—1\""" o . os—1 s—1
o La suite est une suite géométrique de raison avec < 1.
5 neN* 5 5
Donc :
s—1 n—1
lim < > =0
n—-+oo S
e Deplus lim n+b—s=-4o0.
n——+0o
On en déduit : lim wu, = +oo.
n—-+o0o
o Enfin : . )
lim P(Bp+1) = 1——-x0x <—1—b—|—5> =1-0
n—-+4o00o S S
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