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n
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ra
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va
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vé
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pr
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os
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po
ur

ch
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de

va
le

ur
qu

e
pe

ut
pr

en
dr

e
x

i.e
.

po
ur

x
ap

pa
rt

en
an

t
su

cc
es

si
ve

m
en

t
à

ch
aq

ue
en

se
m

bl
e

de
la

pa
rt

it
io

n.

E
xe

rc
ic

e
So

it
n
2

N
⇤ .

D
ém

on
tr

er
qu

e
n

2
�

n
es

t
pa

ir
.

V
.

A
ve

rt
is

se
m

en
t

Le
s

sy
m

bo
le

s
de

qu
an

ti
fic

at
eu

rs
et

co
nn

ec
te

ur
s

lo
gi

qu
es

se
rv

en
t

à
ex

-
pr

im
er

de
m

an
iè

re
ri

go
ur

eu
se

et
co

nc
is

e
de

s
pr

op
os

it
io

ns
m

at
hé

m
at

iq
ue

s.
Il

es
t

to
ut

à
fa

it
ex

cl
u

d’
ut

ili
se

r
ce

s
sy

m
bo

le
s

à
de

s
fin

s
d’

ab
ré

vi
at

io
n.

•
D

ém
on

tr
on

s
qu

’9
un

él
ém

en
t

x
de

R
te

lq
ue

..
.

•
C

e
qu

ip
ro

uv
e

qu
e,

8x
,l

a
pr

op
os

it
io

n
..

.
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ra
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at
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de

ba
se

du
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at
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⇥
po

uv
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r
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m
pr

en
dr

e
et

éc
ri

re
de

s
ph

ra
se

s
m

at
hé

m
at

iq
ue

s
si

m
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,

⇥
do

nn
er

de
s

ba
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s
ri

go
ur
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se

s
afi

n
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uv
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r

dé
m

on
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er
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se

s
m
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hé

m
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iq
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I.
P

ro
p
os

it
io

ns
m

at
hé

m
at

iq
ue

s

D
éfi

n
it

io
n

P
ro

po
si

ti
on

m
at

hé
m

at
iq

ue
O

n
ap

pe
lle

p
ro

p
os

it
io

n
m

at
h
ém

at
iq

u
e

un
én

on
cé

au
qu

el
on

pe
ut

at
-

tr
ib

ue
r

un
e

va
le

ur
de

vé
ri

té
(v

ra
io

u
fa

ux
).

E
xe

m
p
le

•
Le

s
én

on
cé

s
su

iv
an

ts
so

nt
de

s
pr

op
os

it
io

ns
m

at
hé

m
at

iq
ue

s.

a)
1

+
1

=
2

C
et

te
pr

op
os

it
io

n
es

t
vr

ai
e.

b)
1

+
1

=
3

C
et

te
pr

op
os

it
io

n
es

t
fa

us
se

.

c)
ln

(1
)

=
1

C
et

te
pr

op
os

it
io

n
es

t
fa

us
se

.

•
P
ar

co
nt
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+
1
�

2
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(p
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A
utres

typ
es

de
dém

onstrations
rencontrées

IV
.1.

D
ém

on
stration

p
ar

l’ab
su

rd
e

•
A

fin
de

dém
ontrer

une
proposition

r,
on

peut
procéder

par
l’absurde.

C
e

raisonnem
ent

consiste
à

supposer
que

N
O
N
(v

)
est

vraie,
et

m
ontrer

que
cela

m
ène

à
une

contradiction.

D
ém

o
de

v
par

l’absurde

Par
l’absurde,

on
suppose

que
N
O
N
(v

)
est

vraie.
Alors

...
Contradiction

!
Ce

qui
démontre

v.

•
C

e
type

de
raisonnem

ent
est

adapté
au

cas
ou

la
proposition

v
est

une
im

plication
v

:
a
)

b.
O

n
rappelle

que
dans

ce
cas,

N
O
N
(v

)
équivaut

à
N
O
N
(N
O
N
(a

)
O
U

b)
i.e.

à
a
E
T
N
O
N
(b).

P
our

m
ontrer

par
l’absurde

la
proposition

a
)

b,on
rédigera

com
m

e
suit.

D
ém

o
de

a
)

b
par

l’absurde

Par
l’absurde,

on
suppose

que
a

et
N
O
N
(b)

sont
vérifiées.

Alors
...

Contradiction
!

Ce
qui

démontre
a
)

b.

E
xercice

P
our

x
élém

ent
de

R
,m

ontrer
que

:
((8

✏
>

0),x
6

✏))
x
6

0.
O

n
procédera

par
l’absurde.

E
xercice

Soit
n
2

N
.M

ontrer
par

l’absurde
que

si
n

2
est

pair
alors

n
est

pair.
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E
xem

p
le

•
Les

énoncés
suivants

sont
des

propositions
dont

la
valeur

de
vérité

dé-
pend

du
choix

des
variables.

a)
x

+
2
>

4

⇥
cette

proposition
est

vraie
pour

tout
x

plus
grand

que
2,

⇥
cette

proposition
est

fausse
sinon

i.e.
pour

tout
x

strictem
ent

inférieur
à

2.

b)
p

x
2

=
x

⇥
cette

proposition
est

vraie
pour

tout
x

plus
grand

que
0,

⇥
cette

proposition
est

fausse
sinon

i.e.
pour

tout
x

strictem
ent

inférieur
à

0.

c)
p

x
2
+

y
2

=
x

+
y

P
our

connaître
la

valeur
de

vérité
cette

proposition,
on

aim
erait

la
sim

plifier,en
com

m
ençant

par
se

débarrasser
de

l’opérateur p
.

U
ne

telle
dém

arche
est

périlleuse
:sion

reprend
la

proposition
pré-

cédente
: p

x
2

=
x,

une
élévation

au
carré

de
part

et
d’autre

du
sym

bole
d’égalité

fournit
l’expression

:
x

2
=

x
2,

qui
est

vraie
pour

tout
x

réel!
L’élévation

au
carré

n’est
donc

pas
un

opérateur
neutre

en
term

e
de

valeur
de

vérité
(nous

reviendrons
plus

tard
sur

ce
point).

Sans
entrer

dans
les

détails,on
peut

rem
arquer

que
:

⇥
si

x
=

0,la
proposition

est
vraie

pour
tout

y
>

0,

⇥
si

y
=

0,la
proposition

est
vraie

pour
tout

x
>

0,

⇥
si

x
<

0
et

y
<

0,la
proposition

est
fausse.

•
P
ar

contre,
10

x�
( p

y
)

n’est
pas

une
proposition.C

’est
une

expression
arithm

étique
dont

le
résultat

est
un

réel.

O
n

peut
nom

m
er

une
proposition.Sielle

dépend
d’une

variable
expli-

citem
ent

donnée,
on

fera
apparaître

cette
dépendance.

P
ar

exem
ple,

on
pourra

noter
p
(x

,y
)

la
proposition

p
x

2
+

y
2

=
x

+
y.
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b
)

S
i
la

p
ro

p
os

it
io

n
co

m
p
or

te
p
lu

si
eu

rs
qu

an
ti

fi
ca

te
u
rs

A
fin

de
ni

er
un

e
pr

op
os

it
io

n
co

m
po

rt
an

t
pl

us
ie

ur
s
qu

an
ti

fic
at

eu
rs

,i
ls

uffi
t

d’
it

ér
er

la
rè

gl
e

pr
éc

éd
en

te
.

E
xe

m
p
le

So
it

p
la

pr
op

os
it

io
n

:8
x
2

R
,9

M
2

R
+
,f

(x
)
6

M
.

N
ot

on
s

q(
x
)

la
pr

op
os

it
io

n
:9

M
2

R
+
,f

(x
)
6

M
.O

n
a

al
or

s
:

p
:

(8
x
2

R
),

q(
x
)

D
on

c,
en

ap
pl

iq
ua

nt
la

rè
gl

e
pr

éc
éd

en
te

:

N
O
N
(p

)
,

9x
2

R
,
N
O
N
(q

(x
))

et
ai

ns
i,

N
O
N
(p

)
,

9x
2

R
,8

M
2

R
+
,

f
(x

)
>

M

E
xe

rc
ic

e.
(�

)
É

ta
bl

ir
la

né
ga

ti
on

de
la

pr
op

os
it

io
n

su
iv

an
te

:

8x
2

R
,
8y

2
R

,
(x

6
y

)
f
(x

)
6

f
(y

))

O
n

pe
ut

pr
oc

éd
er

de
m

an
iè

re
au

to
m

at
iq

ue
:

N
O
N
(8

x
2

R
,
8y

2
R

,
(x

6
y

)
f
(x

)
6

f
(y

))
)

,
9x

2
R

,
N
O
N
(8

y
2

R
,

(x
6

y
)

f
(x

)
6

f
(y

))
)

,
9x

2
R

,
9y

2
R

,
N
O
N
(x

6
y

)
f
(x

)
6

f
(y

))

,
9x

2
R

,
9y

2
R

,
(x

6
y
E
T

N
O
N
(f

(x
)
6

f
(y

))
)

,
9x

2
R

,
9y

2
R

,
(x

6
y
)
E
T

(f
(x

)
>

f
(y

))

(l
a

pr
op

os
it
io

n
de

dé
pa

rt
si

gn
ifi

e
qu

e
la

fo
nc

ti
on

f
es

t
cr

oi
ss

an
te

)
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II
.

C
on

ne
ct

eu
rs

lo
gi

qu
es

II
.1

.
C

on
jo

n
ct

io
n

D
éfi

n
it

io
n

C
on

jo
nc

ti
on

So
ie

nt
p

et
q

so
nt

de
ux

pr
op

os
it

io
ns

m
at

hé
m

at
iq

ue
s.

•
O

n
no

te
p
E
T

q
la

pr
op

os
it

io
n

qu
ie

st
:

⇥
vr

ai
e

qu
an

d
p

et
q

so
nt

si
m

ul
ta

né
m

en
t

vr
ai

es
,

⇥
fa

us
se

si
no

n.
A

ut
re

m
en

t
di

t,
un

e
co

nj
on

ct
io

n
p
E
T

q
es

t
fa

us
se

si
(a

u
m

oi
ns

)
l’u

ne
de

s
de

ux
pr

op
os

it
io

ns
p

ou
q

qu
il

a
co

m
po

se
es

t
fa

us
se

.
•

L’
op

ér
at

eu
r
E
T

pe
rm

et
de

co
m

bi
ne

r
de

ux
pr

op
os

it
io

ns
po

ur
fo

rm
er

un
e

no
uv

el
le

pr
op

os
it

io
n.

E
xe

m
p
le

Le
s

én
on

cé
s

su
iv

an
ts

so
nt

de
s

pr
op

os
it

io
ns

m
at

hé
m

at
iq

ue
s.

a)
(x

+
2
>

4)
E
T

(1
+

1
=

3)
La

pr
op

os
it

io
n

1
+

1
=

3
ét

an
t

fa
us

se
in

dé
pe

nd
am

m
en

t
de

la
ve

al
eu

r
de

x
,c

et
te

co
nj

on
ct

io
n

es
t

fa
us

se
po

ur
to

ut
x

ré
el

.
b)

(1
+

1
=

2
)
E
T

(x
+

2
>

4
)

⇥
ce

tt
e

pr
op

os
it

io
n

es
t

vr
ai

e
po

ur
to

ut
x
>

2,
⇥

ce
tt

e
pr

op
os

it
io

n
es

t
fa

us
se

si
no

n
i.e

.
po

ur
to

ut
x

<
2.

II
.2

.
D

is
jo

n
ct

io
n

D
éfi

n
it

io
n

D
is

jo
nc

ti
on

So
ie

nt
p

et
q

so
nt

de
ux

pr
op

os
it

io
ns

m
at

hé
m

at
iq

ue
s.

•
O

n
no

te
p
O
U

q
la

pr
op

os
it

io
n

qu
ie

st
:

⇥
fa

us
se

qu
an

d
p

et
q

so
nt

si
m

ul
ta

né
m

en
t

fa
us

se
s,

⇥
vr

ai
e

si
no

n.
A

ut
re

m
en

t
di

t,
un

e
di

sj
on

ct
io

n
p
O
U

q
es

t
vr

ai
e

si
(a

u
m

oi
ns

)
l’u

ne
de

s
de

ux
pr

op
os

it
io

ns
p

ou
q

qu
il

a
co

m
po

se
es

t
vr

ai
e.

•
L’

op
ér

at
eu

r
O
U

pe
rm

et
de

co
m

bi
ne

r
de

ux
pr

op
os

it
io

ns
po

ur
fo

rm
er

un
e

no
uv

el
le

pr
op

os
it

io
n.

3



E
C

E
1-B

2015-2016

III.4.
N

égation
d
’én

on
cés

com
p
ortant

d
es

qu
antifi

cateu
rs

III.4.a)
S
i
la

p
rop

osition
contient

u
n

seu
l
qu

antifi
cateu

r

•
La

négation
de

(8
x
2

E
,

p
(x

))
a

m
êm

e
valeur

de
vérité

que
la

propo-
sition

:
(9

x
2

E
,
N
O
N
(p

(x
))).A

utrem
ent

dit
:

N
O
N
(8

x
2

E
,

p
(x

))
,

9
x
2

E
,
N
O
N
(p

(x
))

S
ch

ém
a

d
e

d
ém

on
stration

D
ém

ontrer
que

la
proposition

q
:8

x
2

E
,

p
(x

)
est

fausse,c’est
dém

on-
trer

que
N
O
N
(q)

est
vraie.O

r
on

a
:
N
O
N
(q)

:9
x
2

E
,
N
O
N
(p

(x
)).A

insi,il
s’agit

d’exhiber
un

élém
ent

u
de

E
telque

p
(u

)
est

fausse.C
et

élém
ent

u
est

appelé
un

contre-exem
p
le

de
la

proposition
q.

E
xercice

D
ém

ontrer
que

la
proposition

suivante
est

fausse.

8
x
2

]�
1

,1[,
2
3

x.(ln
(1�

x
)
+

1).(3x
3
+

x
e
x�

4)>
0

Ils’agit
d’exhiber

un
contre-exem

ple.O
r

on
rem

arque
que

:

⇥
2
3
0

=
2
1

=
2

⇥
ln

(1�
0)

+
1

=
ln

(1)
+

1
=

1

⇥
3
0
3
+

0
e
0�

4
=

�
4

et
2⇥

1⇥
(�

4)
<

0.L’élém
ent

u
=

0
fournit

un
contre-exem

ple.

•
La

négation
de

(9
x
2

E
,

p
(x

))
a

m
êm

e
valeur

de
vérité

que
la

propo-
sition

(8
x
2

E
,
N
O
N
(p

(x
))).A

utrem
ent

dit
:

N
O
N
(9

x
2

E
,

p
(x

))
,

8
x
2

E
,
N
O
N
(p

(x
))

•
A

insi,
pour

nier
une

proposition
qui

com
m

ence
par

un
quantificateur,

on
change

le
quantificateur

et
on

nie
la

proposition
quile

suit.
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E
xem

p
le

Les
énoncés

suivants
sont

des
propositions

m
athém

atiques.
a)

(x
+

2
>

4)
O
U

(1
+

1
=

3)
La

proposition
1

+
1

=
3

étant
fausse

indépendam
m

ent
de

la
valeur

de
x,cette

disjonction
est

:
⇥

vraie
lorsque

(x
+

2
>

4)
l’est

i.e.
pour

tout
x
>

2,
⇥

fausse
sinon

i.e.
pour

tout
x

<
2.

b)
(1

+
1

=
2
)
O
U

(x
+

2
>

4
)

La
proposition

1
+

1
=

2
étant

vraie
indépendam

m
ent

de
la

valeur
de

x,cette
disjonction

est
vraie

pour
tout

x
réel.

R
em

arqu
e

Il
ne

faut
pas

confondre
cette

définition
du

O
U

avec
celle

utilisée
dans

le
langage

naturel.
E

n
effet,

lorsqu’on
vous

dem
ande

au
restaurant

si
vous

souhaitez
du

from
age

ou
du

dessert,le
serveur

retire
im

plicitem
ent

la
possibilité

de
vous

apporter
les

deux.
Le

«
ou

»
du

langage
naturel

correspond
en

fait
au

X
O
R

(«
ou

»
exclusif).P

our
p

et
q

deux
propositions,

p
X
O
R

q
estvérifiée

siseulem
entl’une

des
deux

propositions
p

et
q

estvraie
et

fausse
sinon.

P
rop

riété
des

opérateurs
E
T

et
O
U

1)
p
E
T

(q
O
U

r)
a

m
êm

e
valeur

de
vérité

que
(p

E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)

2)
p
O
U

(q
E
T

r)
a

m
êm

e
valeur

de
vérité

que
(p

O
U

q)
E
T

(p
O
U

r)

(dire
que

deux
propositions

a
et

b
ont

m
êm

e
valeur

de
vérité

signifie
qu’elles

sont
fausses

en
m

êm
e

tem
ps

et
qu’elles

sont
vraies

en
m

êm
e

tem
ps)

D
ém

onstration.
N

ous
traitons

seulem
ent

le
1),le

2)
est

laissé
en

exercice.
P
our

m
ontrer

que
deux

propositions
a

et
b

ont
m

êm
e

valeur
de

vérité,
nous

allons
procéder

com
m

e
suit

:
(i)

nous
m

ontrons
que

si
a

est
vraie

alors
b

l’est
aussi.

(ii)
nous

m
ontrons

que
si

a
est

fausse
alors

b
l’est

aussi.
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II
I.
3.

É
n
on

cé
s

co
m

p
or

ta
nt

p
lu

si
eu

rs
qu

an
ti

fi
ca

te
u
rs

R
em

ar
qu

e
O

n
pe

ut
éc

ri
re

de
s

én
on

cé
s

co
m

po
rt

an
t

pl
us

d’
un

qu
an

ti
fic

at
eu

r.
P
ar

ex
em

pl
e,

l’é
no

nc
é

:
8x

2
R

,9
y
2

R
,x

+
y

=
0

si
gn

ifi
e

qu
e

to
ut

él
ém

en
t

ré
el

x
po

ss
èd

e
un

op
po

sé
y
.N

ot
ez

qu
e

ce
t

op
po

sé
y

dé
pe

nd
de

l’é
lé

m
en

t
x

in
it

ia
l.

�
•

Le
s

qu
an

ti
fic

at
eu

rs
de

ty
pe

s
di

ffé
re

nt
s

ne
co

m
m

ut
en

t
pa

s
en

gé
né

ra
l.

P
ar

ex
em

pl
e,

l’é
no

nc
é

:
9y

2
R

,8
x

2
R

,x
+

y
=

0
n’

es
t

pa
s

éq
ui

va
le

nt
au

pr
éc

éd
en

t.
E

lle
én

on
ce

l’e
xi

st
en

ce
d’

un
él

ém
en

t
qu

i
se

ra
it

l’o
pp

os
é

de
to

ut
ré

el
.

É
vi

de
m

m
en

t,
ce

tt
e

pr
op

os
it

io
n

es
t

fa
us

se
.

•
Le

s
qu

an
ti

fic
at

eu
rs

de
m

êm
e

ty
pe

co
m

m
ut

en
t.

E
xe

rc
ic

e
So

it
f

un
e

fo
nc

ti
on

de
R

da
ns

R
.

Q
ue

si
gn

ifi
en

t
le

s
de

ux
pr

op
os

it
io

ns
su

iv
an

te
s?

1)
8x

2
R

,9
M

2
R

+
,

f
(x

)
6

M

2)
9M

2
R

+
,8

x
2

R
,

f
(x

)
6

M

E
xe

rc
ic

e
E

xp
ri

m
er

à
l’a

id
e

de
qu

an
ti

fic
at

eu
rs

le
s
pr

op
os

it
io

ns
su

iv
an

te
s
dé

fin
ie

s
su

r
N
⇤

(e
ns

em
bl

e
de

s
en

ti
er

s
na

tu
re

ls
no

n
nu

ls
).

1)
T
ou

t
en

ti
er

es
t

le
ca

rr
é

d’
un

en
ti

er
.

2)
T
ou

t
en

ti
er

a
po

ur
ca

rr
é

la
so

m
m

e
de

s
ca

rr
és

de
de

ux
en

ti
er

s.

3)
C

er
ta

in
s

en
ti

er
s

on
t

po
ur

ca
rr

é
la

so
m

m
e

de
s

ca
rr

és
de

de
ux

en
ti

er
s.

4)
A

uc
un

en
ti

er
n’

es
t

pl
us

gr
an

d
qu

e
to

us
le

s
au

tr
es

.

E
xp

ri
m

er
la

né
ga

ti
on

de
ce

s
pr

op
os

it
io

ns
.
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C
ec

id
ém

on
tr

e
qu

e
le

s
pr

op
os

it
io

ns
so

nt
vr

ai
es

en
m

êm
e

te
m

ps
et

fa
us

se
s

en
m

êm
e

te
m

ps
.

R
ev

en
on

s
à

la
dé

m
on

st
ra

ti
on

co
ns

is
ta

nt
à

dé
m

on
tr

er
qu

e
p
E
T

(q
O
U

r)
a

m
êm

e
va

le
ur

de
vé

ri
té

qu
e

(p
E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)
.

(i
)

Su
pp

os
on

s
qu

e
p
E
T

(q
O
U

r)
es

t
vr

ai
e.

C
ec

i
si

gn
ifi

e
qu

e
le

s
pr

op
os

it
io

ns
p

et
q
O
U

r
so

nt
vr

ai
es

to
ut

es
le

s
de

ux
.

A
in

si
,l

’u
ne

(a
u

m
oi

ns
)

de
s

pr
op

os
it

io
ns

q
ou

r
es

t
vr

ai
e.

O
n

pr
oc

èd
e

al
or

s
pa

r
di

sj
on

ct
io

n
de

ca
s

su
r

la
va

le
ur

de
vé

ri
té

(p
ar

ex
em

pl
e)

de
q.

⇥
si

q
es

t
vr

ai
e

:a
lo

rs
p
E
T

q
es

t
vr

ai
e.

A
in

si
,l

a
pr

op
os

it
io

n
(p

E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)
es

t
vr

ai
e.

⇥
si

q
es

t
fa

us
se

:a
lo

rs
co

m
m

e
q
O
U

r
es

t
vr

ai
e,

r
es

t
fo

rc
ém

en
t

vr
ai

e.
O

n
en

dé
du

it
qu

e
p
E
T

r
es

t
vr

ai
e.

A
in

si
,l

a
pr

op
os

it
io

n
(p

E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)
es

t
vr

ai
e.

La
pr

op
os

it
io

n
(p

E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)
es

t
do

nc
vr

ai
e

(p
ui

sq
ue

vr
ai

e
in

dé
pe

nd
am

m
en

t
de

la
va

le
ur

de
q)

.

(i
i)

Su
pp

os
on

s
qu

e
p
E
T

(q
O
U

r)
es

t
fa

us
se

.
C

ec
i

si
gn

ifi
e

qu
e

l’u
ne

(a
u

m
oi

ns
)

de
s

pr
op

os
it

io
ns

p
ou

q
O
U

r
es

t
fa

us
se

.
O

n
pr

oc
èd

e
al

or
s

pa
r

di
sj

on
ct

io
n

de
ca

s
su

r
la

va
le

ur
de

vé
ri

té
(p

ar
ex

em
pl

e)
de

p
.

⇥
si

p
es

t
vr

ai
e

:a
lo

rs
q
O
U

r
es

t
fa

us
se

.A
in

si
,q

et
r

so
nt

fa
us

se
s.

O
n

en
dé

du
it

qu
e

p
E
T

q
et

p
E
T

r
so

nt
fa

us
se

s.
A

in
si

,l
a

pr
op

os
it

io
n

(p
E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)
es

t
fa

us
se

.

⇥
si

p
es

t
fa

us
se

:a
lo

rs
p
E
T

q
es

t
fa

us
se

et
p
E
T

r
es

t
fa

us
se

.
A

in
si

,l
a

pr
op

os
it

io
n

(p
E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)
es

t
fa

us
se

.

La
pr

op
os

it
io

n
(p

E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)
es

t
do

nc
fa

us
se

(p
ui

sq
ue

fa
us

se
in

dé
pe

nd
am

m
en

t
de

la
va

le
ur

de
p
).
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III.2.
Q

u
antifi

cateu
r

existentiel

D
éfi

n
ition

Q
uantificateur

existentiel
Soit

E
un

ensem
ble,et

p
une

proposition
com

portant
une

variable
x.

•
O

n
note9

x
2

E
,

p
(x

)
la

proposition
quiest

:

⇥
vraie

s’il
existe

au
m

oins
un

élém
ent

x
de

l’ensem
ble

E
tel

que
la

proposition
p
(x

)
est

vraie.

⇥
fausse

sinon.
A

utrem
ent

dit
qui

est
fausse

s’il
n’existe

aucun
élém

ent
x

de
E

tel
que

la
proposition

p
(x

)
est

vraie.

•
O

n
note

aussi9
!x

2
E

,
p
(x

)
la

proposition
quiest

:

⇥
vraie

s’il
existe

u
n

u
n
iqu

e
élém

ent
x

de
l’ensem

ble
E

tel
que

la
proposition

p
(x

)
est

vraie.

⇥
fausse

sinon.
A

utrem
ent

dit
quiest

fausse
:

-
soit

s’iln’existe
aucun

élém
ent

x
de

E
telque

p
(x

)
est

vraie,

-
soit

s’ilexiste
(au

m
oins)

deux
élém

ents
de

E
quisatisfont

p.

S
ch

ém
a

d
e

d
ém

on
stration

D
ém

ontrer
un

énoncé
existentiellem

ent
quantifié

i.e.
un

énoncé
du

type
(9

x
2

E
,p

(x
))

consiste
à

exhiber
un

élém
ent

a
de

E
quivérifie

la
propo-

sition
p.A

utrem
ent

dit,un
élém

ent
telque

p
(a

)
est

vraie.

E
xem

p
le

P
our

dém
ontrer

la
proposition

:9
x
2

R
,

x
2

=
3,ilsuffi

t
d’exhiber

un
x

réeltelque
son

carré
vaut

3.O
n

peut
prendre

par
exem

ple
x

=
�
p

3.
(on

aurait
pu

prendre
aussi

x
=

p
3)
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E
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E
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R
em

arqu
e

•
N

otez
que

(i)
et

(ii)
perm

ettent
d’affi

rm
er

que
:

(ii’)
si

b
est

vraie
alors

a
est

vraie.
Si

on
suppose

b
vraie,

alors,
si

a
était

fausse,
à

l’aide
de

(ii)
on

pourrait
conclure

que
b

est
fausse,ce

quicontredit
l’hypothèse

«
b

est
vraie

».

(i’)
si

a
est

fausse
alors

b
est

fausse.
Si

on
suppose

a
fausse,

alors,
si

b
était

vraie,
à

l’aide
de

(i)
on

pourrait
conclure

que
b

est
vraie,ce

quicontredit
l’hypothèse

«
a

est
fausse

».

•
R

éciproquem
ent,

en
raisonnant

de
m

êm
e,

on
peut

prouver
que

(ii’)
perm

et
de

dém
ontrer

(ii)
et

(i’)
perm

et
de

dém
ontrer

(i).

•
O

n
en

conclut
que

l’on
peut

rem
placer

(i)
par

(i’)
et

(ii)
par

(ii’)
lorsque

l’on
souhaite

dém
ontrer

que
deux

propositions
ont

m
êm

e
valeur

de
vérité.

II.3.
N

égation

D
éfi

n
ition

N
égation

Soit
p

une
proposition

m
athém

atique.

•
O

n
note

N
O
N
(p

)
la

proposition
quiest

:

⇥
vraie

lorsque
p

est
fausse,

⇥
fausse

lorsque
que

p
est

vraie.

E
xem

p
le

a)
N
O
N
(x

+
2
>

4
)

est
une

proposition
quiest

:

⇥
vraie

si
x

+
2
>

4
est

fausse
i.e.

sipour
tout

x
telque

x
+

2
<

4,

⇥
fausse

si
x

+
2
>

4
est

vraie
i.e.

sipour
tout

x
telque

x
+

2
>

4.

E
n

fait,
N
O
N
(x

+
2
>

4)
a

m
êm

e
valeur

de
vérité

que
(x

+
2

<
4
).

b)
D

e
m

êm
e,

N
O
N
( p

x
2

=
x
)

a
m

êm
e

valeur
de

vérité
que

( p
x

26=
x
).
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)

N
ég
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io

n
d
’u

n
e

éq
u
iv

al
en

ce

•
La

pr
op

os
ti

on
N
O
N
(p

,
q)

es
t

éq
ui

va
le

nt
e

à
N
O
N
(p

)
q
E
T

q
)

p
),

qu
i

es
t

el
le

-m
êm

e
éq

ui
va

le
nt

e
à
N
O
N
(p

)
q)

O
U
N
O
N
(q

)
p
).

•
A

in
si

,
dé

m
on

tr
er

qu
e

p
,

q
n’

es
t

pa
s

vé
ri

fié
re

vi
en

t
à

dé
m

on
tr

er
qu

e
l’u

ne
(a

u
m

oi
ns

)
de

s
de

ux
im

pl
ic

at
io

ns
p
)

q
et

q
)

p
n’

es
t
pa

s
vé

ri
fié

e.

II
I.

Q
ua

nt
ifi

ca
te

ur
s

II
I.
1.

Q
u
an

ti
fi
ca

te
u
r

u
n
iv

er
se

l

D
éfi

n
it

io
n

Q
ua

nt
ifi

ca
te

ur
un

iv
er

se
l

So
it

E
un

en
se

m
bl

e,
et

p
un

e
pr

op
os

it
io

n
co

m
po

rt
an

t
un

e
va

ri
ab

le
x
.

•
O

n
no

te
8x

2
E

,
p
(x

)
la

pr
op

os
it

io
n

qu
ie

st
:

⇥
vr

ai
e

si
po

ur
to

ut
él

ém
en

t
x

de
l’e

ns
em

bl
e

E
,p

(x
)

es
t

vr
ai

e,
⇥

fa
us

se
si

no
n.

A
ut

re
m

en
t

di
t

qu
i

es
t

fa
us

se
s’

il
ex

is
te

au
m

oi
ns

un
él

ém
en

t
x

de
l’e

ns
em

bl
e

E
te

lq
ue

la
pr

op
os

it
io

n
p
(x

)
es

t
fa

us
se

.
•

Lo
rs

qu
e

(8
x
2

E
,

p
(x

))
es

t
vr

ai
e,

on
di

t
qu

e
qu

el
qu

e
so

it
x

él
ém

en
t

E
(o

u
po

ur
to

ut
él

ém
en

t
x

de
E

),
p
(x

)
es

t
vé

ri
fié

e.

S
ch

ém
a

d
e

d
ém

on
st

ra
ti

on

P
ou

r
dé

m
on

tr
er

un
én

on
cé

un
iv

er
se

lle
m

en
t

qu
an

ti
fié

i.e
.

un
én

on
cé

du
ty

pe
(8

x
2

E
,

p
(x

))
,i

lf
au

t
ré

di
ge

r
co

m
m

e
su

it
.

D
ém

o
de

8x
2

E
,

p
(x

)

So
it

x
él

ém
en

t
de

E
.

Al
or

s
..

.(
dé

m
o

dé
pe

nd
an

t
de

p
)
..

.e
t

do
nc

p
(x

)
es

t
vr

ai
e.

Ce
ci

dé
mo

nt
re

qu
e

p
(x

)
es

t
vr

ai
e

po
ur

to
ut

x
de

E
.

E
xe

rc
ic

e
D

ém
on

tr
er

qu
e

:8
x
2

R
,

(x
+

2)
2

=
x

2
+

4
x

+
4
.

14

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

P
ro
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ri
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é

de
la

né
ga

ti
on

1)
N
O
N
(p

E
T

q)
a

m
êm

e
va

le
ur

de
vé

ri
té

qu
e

(N
O
N
(p

)
O
U
N
O
N
(q

))
.

2)
N
O
N
(p

O
U

q)
a

m
êm

e
va

le
ur

de
vé

ri
té

qu
e

(N
O
N
(p

)
E
T
N
O
N
(q

))
.

3)
N
O
N
(N
O
N
(p

))
a

m
êm

e
va

le
ur

de
vé

ri
té

qu
e

p
.

Le
s

én
on

cé
s
1)

et
2)

so
nt

ap
pe

lé
es

lo
is

de
D

e
M

or
ga

n.

D
ém

on
st

ra
ti
on

.

1)
(i

)
Su

pp
os

on
s

qu
e
N
O
N
(p

E
T

q)
es

t
vr

ai
e.

A
lo

rs
p
E
T

q
es

t
fa

us
se

.
A

in
si

,
l’u

ne
(a

u
m

oi
ns

)
de

s
de

ux
pr

op
os

i-
ti

on
s

p
ou

q
es

t
fa

us
se

.
O

n
pr

oc
èd

e
al

or
s

pa
r

di
sj

on
ct

io
n

de
ca

s
su

r
la

va
le

ur
de

vé
ri

té
(p

ar
ex

em
pl

e)
de

p
.

⇥
si

p
es

t
vr

ai
e

:a
lo

rs
q

es
t

fa
us

se
.

O
n

en
dé

du
it

qu
e
N
O
N
(q

)
es

t
vr

ai
e.

A
in

si
,l

a
pr

op
os

it
io

n
(N
O
N
(p

)
O
U
N
O
N
(q

))
es

t
vr

ai
e.

⇥
si

p
es

t
fa

us
se

:a
lo

rs
N
O
N
(p

)
es

t
vr

ai
e.

A
in

si
,l

a
pr

op
os

it
io

n
(N
O
N
(p

)
O
U
N
O
N
(q

))
es

t
vr

ai
e.

La
pr

op
os

it
io

n
(N
O
N
(p

)
O
U
N
O
N
(q

))
es

t
do

nc
vr

ai
e

(p
ui

sq
ue

vr
ai

e
in

dé
pe

nd
am

m
en

t
de

la
va

le
ur

de
vé

ri
té

de
p
.

(i
i)

Su
pp

os
on

s
qu

e
N
O
N
(p

E
T

q)
es

t
fa

us
se

.
A

lo
rs

p
E
T

q
es

t
vr

ai
e.

A
in

si
,

le
s

de
ux

pr
op

os
it

io
ns

p
et

q
so

nt
vr

ai
es

.
O

n
en

dé
du

it
qu

e
N
O
N
(p

)
et

N
O
N
(q

)
so

nt
fa

us
se

s
to

ut
es

le
s

de
ux

.
A

in
si

,l
a

pr
op

os
it

io
n

(N
O
N
(p

)
O
U
N
O
N
(q

))
es

t
fa

us
se

.

2)
La

is
sé

en
ex

er
ic

e.

3)
(i

)
Si

N
O
N
(N
O
N
(p

))
es

t
vr

ai
e

al
or

s
N
O
N
(p

)
es

t
fa

us
se

et
do

nc
p

es
t

vr
ai

e.

(i
i)

Si
N
O
N
(N
O
N
(p

))
es

t
fa

us
se

al
or

s
N
O
N
(p

)
es

t
vr

ai
e

et
do

nc
p

es
t
fa
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se

.
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•
D

ire
que

p
est

équivalent
à

q
revient

à
dire

que
p

et
q

ont
m

êm
e

valeur
de

vérité.E
n

effet
:

⇥
le

point
(i)

revient
à

dém
ontrer

p
)

q,
⇥

le
point

(ii’)
revient

à
dém

ontrer
q)

p.

E
xem

p
les

précédents
Soient

p,
q

et
r

des
propositions

m
athém

atiques.

1)
p
E
T

(q
O
U

r)
,

(p
E
T

q)
O
U

(p
E
T

r)

2)
p
O
U

(q
E
T

r)
,

(p
O
U

q)
E
T

(p
O
U

r)

3)
N
O
N
(p

E
T

q)
,

N
O
N
(p

)
O
U
N
O
N
(q)

4)
N
O
N
(p

O
U

q)
,

N
O
N
(p

)
E
T
N
O
N
(q)

5)
N
O
N
(N
O
N
(p

))
,

p

S
ch

ém
a

d
e

d
ém

on
stration

D
ém

ontrer
que

a
,

b
consiste

à
dém

ontrer
tout

d’abord
que

a
)

b
i.e.

que
a

est
une

condition
suffi

sante
de

b
(sens

direct)
puis

que
b
)

a
i.e.

que
a

est
une

condition
nécessaire

de
b

(sens
réciproque).

O
n

dit
alors

qu’on
procède

par
d
ou

b
le

im
p
lication

.

D
ém

o
de

a
,

b
par

double
im

plication

()
)

Supposons
a.

On
a

alors
...(dém

o
dépendant

de
a)

...et
donc

b.
Ce

qui
démontre

a
)

b.

((
)

Supposons
b.

On
a

alors
...(dém

o
dépendant

de
b)

...et
donc

a.
Ce

qui
démontre

b)
a.

Et
ainsi,

a
,

b.
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II.4.
Im

p
lication

II.4.a)
D

éfi
n
ition

et
sch

ém
a

d
e

d
ém

on
stration

D
éfi

n
ition

Im
plication

Soient
p

et
q

deux
propositions

m
athém

atiques.

•
O

n
note

p
)

q
la

proposition
quiest

:

⇥
vraie

si
q

est
vraie

à
chaque

fois
que

p
l’est,

⇥
fausse

sinon.

•
Lorsque

la
proposition

p
)

q
est

vraie,
on

dira
que

p
im

plique
q

(la
proposition

p
entraîne

la
proposition

q).

•
L’im

plication
q)

p
est

appelée
récip

roqu
e

de
l’im

plication
p
)

q.

•
Lorsque

p
im

plique
q,on

dira
que

:

⇥
p

estune
con

d
ition

su
ffi

sante
de

q
:en

effet,pourque
la

proposition
q

soit
vraie,ilsuffi

t
que

p
le

soit.

⇥
q

est
une

con
d
ition

n
écessaire

de
p

:en
effet,pour

que
p

soit
vraie,

ilest
nécessaire

que
q

le
soit.

(si
q

n’est
pas

vraie
alors

p
ne

peut
être

vraie
:
sinon,

com
m

e
p
)

q,
la

proposition
q

serait
vraie!)

S
ch

ém
a

d
e

d
ém

on
stration

P
our

m
ontrer

a
)

b,
on

peut
opter

pour
la

dém
onstration

directe.
C

eci
consiste

à
m

ontrer
que

b
est

vraie
dès

que
a

l’est.
O

n
rédigera

com
m

e
suit.

D
ém

o
de

a
)

b
par

m
éthode

directe

Supposons
a.

Alors
...(dém

o
dépendant

de
a)

...et
donc

b.
Ce

qui
démontre

a
)

b.
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t
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in
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m
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é

»
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d
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ra
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p
,

q
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os
it

io
n

qu
ie

st
:

⇥
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ai
e

si
p
)

q
et

q
)

p
so
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vr

ai
es
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⇥
fa

us
se

si
no
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•
Lo
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qu

e
p
,

q
es

t
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ai
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ra
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e
p

es
t
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u
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t
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R
em
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e

•
Lo
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qu

e
p

es
t
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va
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à

q
on

a
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⇥
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n
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sa
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e
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e
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⇥
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p

es
t

un
e

co
nd

it
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n
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E
T
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C
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i
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iq
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q
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ue
r
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ém
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ra
ti
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pr
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d
le
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dé
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ra
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t,
le

rô
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t
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le
rô
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b
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r
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e.

D
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q
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⇥

co
m

m
e

p
es

t
vr

ai
e

et
p
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⇥
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À
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II.4.c)
E
xp

ression
d
e

p
)

q
à

l’aid
e

d
es

op
érateu

rs
N
O
N

et
O
U

P
rop

riété

Soient
p

et
q

sont
deux

propositions
m

athém
atiques.

La
proposition

p
)

q
a

m
êm

e
valeurde

vérité
que

la
proposition

N
O
N
(p

)
O
U

q.D
ém

onstration.
P
our

dém
ontrer

que
ces

deux
propositions

ont
m

êm
e

valeur
de

vérité,
nous

m
ontrons

les
points

(i)
et

(ii’).

(i)
Supposons

que
la

proposition
p
)

q
est

vraie.
P

rocédons
par

disjonction
de

cas
sur

la
valeur

de
vérité

de
p.

⇥
si

p
est

vraie
:alors,com

m
e

p
)

q,on
a

que
q

est
vraie.

A
insi,

N
O
N
(p

)
O
U

q
est

vraie.

⇥
si

p
est

fausse
:alors

N
O
N
(p

)
est

vraie.A
insi,

N
O
N
(p

)
O
U

q
est

vraie.

(ii’)
Supposons

que
la

proposition
N
O
N
(p

)
O
U

q
est

vraie.
D

ém
ontrons

alors
que

p
)

q
est

vraie.

Supposons
que

p
est

vraie.
A

lors
N
O
N
(p

)
est

fausse.
C

om
m

e
N
O
N
(p

)
O
U

q
est

vraie,on
peut

donc
conclure

que
q

est
vraie.

O
n

a
donc

dém
ontré

que
p
)

q
est

vraie.

A
p
p
lication

:
n
égation

d
e

p
)

q

P
rop

riété

Soient
p

et
q

sont
deux

propositions
m

athém
atiques.

•
La

proposition
N
O
N
(p

)
q)

a
m

êm
e

valeur
de

vérité
que

la
proposition

p
E
T
N
O
N
(q).

D
ém

onstration.
La

proposition
N
O
N
(p

)
q)

a
m

êm
e

valeur
de

vérité
que

N
O
N
(N
O
N
(p

)
O
U

q).
D

e
plus,

N
O
N
(N
O
N
(p

)
O
U

q)
a

m
êm

e
valeur

de
vérité

que
p
E
T
N
O
N
(q).
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II.4.b
)

C
ontrap

osée
et

sch
ém

a
d
e

d
ém

on
stration

associé

P
rop

riété
C
ontraposée

Soient
p

et
q

sont
deux

propositions
m

athém
atiques.

•
Les

propositions
p
)

q
et

N
O
N
(q))

N
O
N
(p

)
ont

m
êm

e
valeur

de
vérité.

•
La

proposition
N
O
N
(q))

N
O
N
(p

)
est

appelée
contrap

osée
de

p
)

q.

�
Soit

p
et

q
deux

propositions.
Ilne

faut
surtout

pas
confondre

les
propositions

:

•
q)

p
:la

proposition
réciproque

de
p
)

q.

•
N
O
N
(q))

N
O
N
(p

)
:la

proposition
contraposée

de
p
)

q.

S
ch

ém
a

d
e

d
ém

on
stration

D
ém

ontrer
a
)

b
par
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