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m
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l’
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p
to

te
ve

rt
ic

al
e

x
=

x
0

si
l’u

ne
de

s
co

nd
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io
ns

su
iv

an
te

s
es

t
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ri
fié

e
:

•
li
m

x
!

x
� 0

f
(x

)
=

�
1

•
li
m

x
!

x
� 0

f
(x

)
=

+
1

•
li
m

x
!

x
+ 0

f
(x

)
=

�
1

•
li
m

x
!

x
+ 0

f
(x

)
=

+
1

E
xe

m
p
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O
n

co
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èr

e
la

fo
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ti
on

f
(x

)
=

x
2
+

ex

x
+

1
.

C
et

te
fo

nc
ti

on
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t
dé

fin
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su
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�
1
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Si
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n
so
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te
tr
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er

le
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de
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n
s’

in
té

re
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e
au
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m

po
rt

em
en

t
de

f
au

x
bo

rn
es

de
so

n
in

te
rv

al
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dé

fin
it

io
n

i.e
.
en

�
1

,e
n

+
1

et
en

�
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É
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di
on

s
ic

il
e

co
m

po
rt

em
en

t
de

f
en

�
1.

O
n

a
:

li
m

x
!

�
1
�

f
(x

)
=

�
1

et
li
m

x
!

�
1
+

f
(x

)
=

+
1

O
n

en
dé

du
it

qu
e

f
ad

m
et

la
dr

oi
te

x
=

�
1

co
m

m
e
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ym

pt
ot

e
ve
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ic
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e.
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u
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:
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R
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t
u
n
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it
e

en
u
n
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I
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p
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u
n
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ex
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it

é
d
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+
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`
�

3 2 a
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" 1 " 1

x
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�

↵
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0
+

↵
1

`
+
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�
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x
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x
0
�

↵
2

x
0
+

↵
2

D
an

s
ce

s
de

ux
fig

ur
es

,o
n

a
co

ns
id

ér
é

:

•
I

=
]a

,b
[
et

f
:
I
!

R
.

•
x

0
2

]a
,b

[.

Q
ua

nd
x

se
ra

pp
ro

ch
e

de
x

0
,
f
(x

)
do

it
se

ra
pp

ro
ch

er
de

sa
lim

it
e

(s
i
el

le
ex

is
te

!)
en

x
0
.

D
an

s
le

ca
s

pr
és

en
t,

f
(x

)
se

m
bl

e
se

ra
pp

ro
ch

er
de

f
(x

0
)

qu
an

d
x

se
ra

pp
ro

ch
e

de
x

0
(r

és
ul

ta
t

à
ve

ni
r)

.

1)
D

an
s

la
pr

em
iè

re
fig

ur
e,

on
a

ch
oi

si
" 1

=
3 2
.O

n
do

it
al

or
s

êt
re

ca
pa

bl
e

de
tr

ou
ve

r
un

↵
1

>
0

te
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ue
po

ur
to

ut
x

da
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[x
0
�
↵

1
,x

0
+
↵

1
]
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.
x

su
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m
en

t
pr
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de
x

0
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le
s

va
le

ur
s

de
f
(x

)
se

re
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ou
ve

nt
da

ns
la

ba
nd

e
ro

ug
e.

2)
D

an
s

la
se
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nd

e
fig

ur
e,

on
a

ch
oi

si
" 2

=
4 5

<
" 1

.
La

ba
nd

e
bl

eu
e

es
t

do
nc

m
oi

ns
la

rg
e

qu
e

la
ro

ug
e

et
il

fa
ut

ch
oi

si
r

un
vo

is
in

ag
e

pl
us

pe
ti

t
de

x
0

po
ur
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su

re
r

qu
e

le
s

él
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en
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ce
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is

in
ag

e
au

ro
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e
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ba
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e
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D
éterm

iner
les

asym
ptotes

d’une
fonction

D
e

m
anière

générale,
tracer

la
courbe

représentative
d’une

fonction
f

est
une

tâche
ardue.

A
fin

que
cette

courbe
de

f
soit

la
plus

précise
possible,on

s’intéresse
notam

m
ent

aux
tangentes

de
f

en
certains

points.
S’intéresser

à
la

tangente
en

un
point

x
0

a
plusieurs

avantages
:

⇥
les

tangentes
sont

des
droites

(donc
facile

à
représenter),

⇥
l’équation

d’une
tangente

est
sim

ple
à

déterm
iner,

⇥
la

fonction
f

a
le

«
m

êm
e

com
portem

ent
local»

(au
voisinage

de
x

0 )
que

sa
tangente

au
point

x
0 .

Lorsque
la

fonction
f

n’estpasdéfinie
en

x
0

(avec
éventuellem

ent
x

0
=

+
1

ou
x

0
=

�
1

),son
com

portem
ent

est
fournipar

sa
lim

ite
(sielle

existe!)
:

1)
si

lim
x!

x
0

f
(x

)
=

`2
R

:
on

prolonge
la

fonction
f

par
continuité

en
x

0

en
posant

f
(x

0 )
=

`.

2)
si

lim
x!

x
0

f
(x

)
=

1
:on

étudie
l’existence

de
branche

infinie
de

f
en

x
0 .

Les
branches

infinies
de

f
possèdent

des
avantages

com
parables

aux
tan-

gentes
:

⇥
ce

sont
des

droites
(donc

facile
à

représenter),

⇥
leur

équation
est

sim
ple

à
déterm

iner,

⇥
la

fonction
f

se
rapproche

asym
ptotiquem

ent
de

ses
branches

infinies.
A

utrem
entdit,f

a
le

m
êm

e
com

portem
entasym

ptotique
que

sesbranches
infinies.

E
n

résum
é,on

peut
voir

les
branches

infinies
com

m
e

l’analogue
des

tangentes
en

les
points

ou
f

n’est
pas

définie
et

ne
peut

être
prolongée

par
continuité

(�
1

et
+
1

inclus).
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Fon
ction

f
:
I
!

R
p
osséd

ant
u
n
e

lim
ite

en
u
n
e

extrém
ité

d
e

I

Ici,
x

0
est

une
extrém

ité
de

I
quin’est

pas
forcém

ent
contenue

dans
I.

`
+

12

`�
12 `

x
0

=
a

b

"
1
"
1

x
0
+

↵

`
+

12

`�
12a

x
0

=
b

`
"
2
"
2

x
0 �

↵

1)
D

ans
la

prem
ière

figure,on
a

considéré
:

•
I

=
]a

,b[et
f

:
I
!

R
.E

n
particulier,

f
n’est

pas
définie

en
a.

•
x

0
=

a.O
n

a
alors

:
I

\
[x

0 �
↵
,x

0
+

↵
]
=

]x
0 ,x

0
+

↵
].

La
fonction

f
adm

et
une

lim
ite

en
x

0
=

a,notée
`

sur
le

dessin.

E
xem

p
le

f
:
x
7!

x
ln

(x
)

est
définie

sur
]0,+

1
[et

adm
et

une
lim

ite
en

0.
P

lus
précisém

ent,on
a

:
lim
x!

0
f
(x

)
=

0.

2)
D

ans
la

deuxièm
e

figure,on
a

considéré
:

•
I

=
]a

,b[et
f

:
I
!

R
.E

n
particulier,

f
n’est

pas
définie

en
b.

•
x

0
=

b.O
n

a
alors

:
I

\
[x

0 �
↵
,x

0
+

↵
]
=

[x
0 �

↵
,x

0 [.

La
fonction

f
adm

et
une

lim
ite

en
x

0
=

b,notée
`

sur
le

dessin.

E
xem

p
le

f
:
x
7!

x
ln

(�
x
)

est
définie

sur
]�

1
,0

[et
adm

et
une

lim
ite

en
0.

P
lus

précisém
ent,on

a
:

lim
x!

0
f
(x

)
=

0.
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2
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[
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dé
fin

ie
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0
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l’i
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.
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e
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ra
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l’o

n
pr

en
d
"

=
1 2
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to
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le
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él
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en
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t

le
ur

im
ag

e
da
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ba
nd

e
ro

ug
e.

La
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ti

on
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en
x
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.
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s
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se
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e
fig

ur
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e

un
e
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f
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]
!
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0
=

b
2

]a
,b

]
(f
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t

dé
fin

ie
en

x
0
,p
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nt

de
l’i

nt
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dé
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it
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m
e
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m
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pe
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r
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e
de

x
0

do
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s
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le
ur

im
ag

e
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=

1 2
).

La
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on
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n’
ad

m
et

do
nc

pa
s

de
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it
e

fin
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en
x

0
.

R
em
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P
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r
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s
de

ux
fig

ur
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en
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de

lim
it

e
fin

ie
en

x
0

pr
ov

ie
nt

du
fa

it
qu

e
la

fo
nc

ti
on
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en
te
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sa

ut
en

x
0
.C
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a

re
nv

oi
e

à
l’a
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ro
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e

(i
nc

or
re

ct
e

m
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s
bo
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e

pr
em

iè
re
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ox
im

at
io

n)
de

la
co

nt
in

ui
té

vu
e

au
ly

cé
e

:u
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fo
nc

ti
on

es
t

co
nt
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en
x

0
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l’o
n
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r
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E
n

con
clu

sion
d
e

ce
ch

ap
itre,

p
ren

on
s

u
n

p
eu

d
e

recu
l

E
n

m
athém

atiques,deux
m

ondes
se

côtoient
:

⇥
le

m
on

d
e

d
iscret

quiest
com

posé
des

ensem
bles

finis
ou

dénom
brables

ainsique
des

objets
obtenus

par
un

nom
bre

d’opérations
au

plus
dénom

-
brable.P

ar
exem

ple,une
som

m
e

finie
ou

une
som

m
e

infinie
indexée

sur
N

(on
en

reparlera
!)

ou
encore

une
suite

(qui
par

définition
prend

un
nom

bre
au

plus
dénom

brable
de

valeurs)
sont

des
objets

discrets.

⇥
le

m
on

d
e

continu
qui

est
com

posé
des

ensem
bles

équipotents
à

R
(i.e.

en
bijection

avec)
ainsique

des
objets

obtenus
en

utilisant
autant

d’opérations
qu’il

y
a

de
réels.

P
ar

exem
ple,

une
fonction

réelle
(qui

peut
prendre

a
prioriautant

de
valeurs

qu’ily
en

a
dans

R
)

est
un

objet
continu.

É
videm

m
ent

cette
distinction

n’a
de

sens
que

parce
que

l’infini
dénom

-
brable

(i.e.
le

nom
bre

d’élém
ents

dans
N

)
est

plus
petit

que
le

nom
bre

d’élém
ents

dans
R

(les
ensem

bles
N

etR
ne

peuvent
être

m
is

en
bijection).

•
D

ans
ce

chapitre
on

étudie
des

objets
du

m
onde

continu
(les

fonctions
réelles).O

n
y

a
étudié

la
notion

de
lim

ite
finie

qu’on
a

appelé
iciconti-

nuité.

•
D

ans
le

C
H

6,on
a

étudié
des

objets
du

m
onde

discret
(les

suites
réelles).

O
n

y
a

étudié
la

notion
de

lim
ite

finie
qu’on

a
appelé

convergence.

A
utrem

ent
dit,on

a
définila

m
êm

e
notion

dans
deux

m
ondes

différents,ce
quiexplique

que
l’on

retrouve
lesm

êm
esthéorèm

esetlesm
êm

estechniques
de

dém
onstration

!
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I.1.c)
U

n
icité

d
e

la
lim

ite
d
’u

n
e

fon
ction

en
u
n

p
oint

T
h
éorèm

e
1.

Soit
f

:
I
!

R
et

soit
x

0 2
I.

•
Si

f
adm

et
au

point
x

0
une

lim
ite

finie
`2

R
,
celle-ci

est
unique.

•
lim

x!
x
0

f
(x

)
=

`
1 2

R

•
lim

x!
x
0

f
(x

)
=

`
2 2

R

9=;
)

`
1

=
`
2

D
ém

onstration.
Supposons

par
l’absurde

qu’ilexiste
`
1

et
`
2

deux
réels

tels
que

:
⇥

lim
x!

x
0

f
(x

)
=

`
1

et
lim

x!
x
0

f
(x

)
=

`
2

⇥
N
O
N
(`

1
=

`
2 )

i.e.
`
1 6=

`
2 .

Q
uitte

à
renom

m
er

`
1

et
`
2 ,supposons

que
`
1

<
`
2 .Soit

"
>

0.
1)

C
om

m
e

f
(x

)
�!
x!

x
0

`
1 ,ilexiste

↵
1

>
0

telque
:

8
x
2

I
\

[x
0 �

↵
1 ,x

0
+

↵
1 ],

|f
(x

)�
`
1 |

<
".

2)
C

om
m

e
f
(x

)
�!
x!

x
0

`
2 ,ilexiste

↵
2

>
0

telque
:

8
x
2

I
\

[x
0 �

↵
2 ,x

0
+

↵
2 ],

|f
(x

)�
`
2 |

<
".

C
ette

situation
est

résum
ée

par
la

représentation
graphique

ci-après.

`
1

`
2

"
"

`
1
+

"
`
1 �

"

"
"

`
2
+

"
`
2 �

"

N
otons

↵
=

m
a
x
(↵

1 ,↵
2 ).

O
n

a
alors

:
[x

0 �
↵
,x

0
+

↵
]⇢

[x
0 �

↵
i ,x

0
+

↵
i ](pour

i2
{1

,2}).
Soit

x
2

[x
0 �

↵
,x

0
+

↵
].

•
D

’après
1),

f
(x

)
est

situé
dans

l’intervalle
rouge.

•
D

’après
2),

f
(x

)
est

situé
dans

l’intervalle
bleu.

Im
possible!O

n
a

donc
dém

ontré,par
l’absurde,que

`
1

=
`
2 .
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O

n
ut

ili
se

le
ré

su
lt

at
pr
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en
t.

•
C

om
m

e
f
6

g
,o

n
a
�

f
>

�
g
.

•
C

om
m

e
li
m

x
!

x
0

g
(x

)
=

�
1

al
or

s
li
m

x
!

x
0

�
g
(x

)
=

+
1

.

O
n

dé
du

it
du

po
in

t
a)

qu
e

li
m

x
!

x
0

�
f
(x

)
=

+
1

ce
qu

i
re

vi
en

t
à

di
re

qu
e

li
m

x
!

x
0

f
(x

)
=

�
1

.

R
em

ar
qu

e
C

e
th

éo
rè

m
e

d’
en

ca
dr

em
en

t
fa

it
pa

rt
ie

de
s

te
ch

ni
qu

es
po

uv
an

t
êt

re
ut

ili
-

sé
es

po
ur

le
ve

r
un

e
F
.I
.:

g)
U

ti
lis

at
io

n
d’

in
ég

al
it

és
.

E
xe

m
p
le

Li
m

it
e

de
g
(x

)
=

x
ex

+
x
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=
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=
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=
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=
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.
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=
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=
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=
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voisinage
V

1x
0

telque
f
(x

)>
B

.

•
D

’après
l’énoncé,ilexiste

un
voisinage

V
2x
0

telque,pour
tout

x
2

V
2x
0 ,

on
a

:
f
(x

)6
g
(x

).

O
n

en
déduit

que
pour

tout
x

dans
le

plus
petit

de
ces

deux
voisinages

:
B

6
f
(x

)6
g
(x

)
et

donc
g
(x

)>
B

.

B
f
(x

)
g
(x

)

43

E
C

E
1-B

2015-2016

I.2.
L
im

ite
in

fi
n
ie

en
u
n

p
oint

D
éfi

n
ition

Soit
f

:
I
!

R
et

soit
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�
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↵
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=
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puisqu’on
d
ém

ontre
que

g
adm

et
une

lim
ite

en
x

0
et

qu’on
ne

le
sait

pas
initialem

ent.

•
C

e
théorèm

e
d’encadrem

ent
fait

partie
des

techniques
pouvant

être
uti-

lisées
pour

lever
une

F
.I.:

g)
U

tilisation
d’inégalités.

E
xem

p
le

•
D

éterm
iner

la
lim

ite
de

f
(x

)
=

2
x

+
bxc

1�
bxc

en
+
1

.

•
D

éterm
iner

la
lim

ite
de

g
(x

)
=

3
⌅

1x ⇧
en

0.

41

E
C

E
1-B

2015-2016

D
ans

ces
deux

figures,on
a

considéré
:

•
I

=
]a

,b[et
f

:
I
!

R
.

•
x

0 2
]a

,b[.

C
om

m
e

dit
précédem

m
ent,

x
0

est
une

extrém
ité

de
l’intervalle

I
quin’est

pas
un

point
de

I.

1)
D

ans
la

prem
ière

figure,on
a

choisi
B

1
=

2.O
n

doit
alors

être
capable

de
trouver

un
↵

1
>

0
tel

que
pour

tout
x

dans
[x

0 �
↵

1 ,x
0 [

(i.e.
x

suffi
sam

m
ent

proche
de

x
0 ),

les
valeurs

de
f
(x

)
se

retrouvent
dans

la
bande

rouge.

2)
D

ans
la

seconde
figure,

on
a

choisi
B

2
=

4,5
>

B
1 .

Il
faut

donc
choi-

sir
un

voisinage
de

x
0

plus
petit

pour
assurer

que
les

élém
ents

de
ce

voisinage
auront

leur
im

age
dans

la
bande

bleue.

I.3.
E
xten

sion
d
e

la
n
otion

d
e

lim
ite

en
u
n

p
oint

I.3.a)
L
im

ite
fi
n
ie

à
gau

ch
e

et
lim

ite
fi
n
ie

à
d
roite

D
éfi

n
ition

Soit
f

:
I
!

R
une

fonction
définie

sur
un

intervalle
I.

Soient
x

0 2
I

et
`2

R
.

1)
O

n
dit

que
f

(définie
à

gauche
de

x
0 )

adm
et

`2
R

com
m

e
lim

ite
fi
n
ie

à
gau

ch
e

au
point

x
0

si
f

]�
1

,x
0
[ adm

et
`2

R
com

m
e

lim
ite

au
point

x
0 .

(on
considère

f
sur

l’ensem
ble

des
points

strictem
ent

à
gauche

de
x

0 )
A

utrem
ent

dit,sila
fonction

f
vérifie

la
propriété

:

8
"

>
0
,
9
↵

>
0
,
8
x
2

I
,

(x
0 �

↵
6

x
<

x
0

)
|f

(x
)�

`|6
"

)

O
n

notera
alors

lim
x!

x
�0

f
(x

)
=

`
ou

lim
x
!

x
0

x
<

x
0

f
(x

)
=

`
ou

f
(x

)
�!

x!
x
�0

`.

12



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

II
I.
2.

E
xi

st
en

ce
d
’u

n
e

li
m

it
e

p
ar

en
ca

d
re

m
en

t

II
I.
2.

a)
C

as
d
es

li
m

it
es

fi
n
ie

s

T
h
éo

rè
m

e
14

.
(T

hé
or

èm
e

d’
en

ca
dr

em
en

t)

So
it

f
,g

,h
:
I
!

R
.

So
it

x
0
2

I
et

so
it
`
2

R
.

Su
pp

os
on

s
qu

e
:

⇥
f
6

g
6

h
au

vo
is

in
ag

e
de

x
0
,

⇥
f

ad
m

et
la

lim
it
e

fin
ie

`
en

x
0

:
li
m

x
!

x
0

f
(x

)
=

`,

⇥
h

ad
m

et
la

lim
it
e

fin
ie

`
en

x
0

:
li
m

x
!

x
0

h
(x

)
=

`.

A
lo

rs
la

fo
nc

ti
on

g
ad

m
et

un
e

lim
it
e

fin
ie

en
x

0
.
D

e
pl

us
,

li
m

x
!

x
0

g
(x

)
=

`.

O
n

pe
ut

ré
su

m
er

ce
th

éo
rè

m
e

co
m

m
e

su
it
.

f
(x

)
6

g
(x

)
6

h
(x

)

�!
x!x0

99999
x!x0

K

�!
x!x0

`
6

`
6

`

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
So

it
"

>
0
.

•
C

om
m

e
f
(x

)
�! x
!

x
0

`,
il

ex
is

te
un

vo
is

in
ag

e
V

1 x
0
te

lq
ue

:f
(x

)
2

[`
�
",
`+

"]
.

•
C

om
m

e
h
(x

)
�! x
!

x
0

`,
il

ex
is

te
un

vo
is

in
ag

e
V

2 x
0
te

lq
ue

:f
(x

)
2

[`
�
",
`+

"]
.

O
n

en
dé

du
it

qu
e

po
ur

to
ut

x
da

ns
le

pl
us

pe
ti

t
de

ce
s

de
ux

vo
is

in
ag

es
:

`
�

"
6

f
(x

)
6

g
(x

)
6

h
(x

)
6

`
+

"
et

do
nc

g
(x

)
2

[`
�

",
`
+

"]
.

`
f
(x

)
g
(x

)
h
(x

)

"
"

`
+

"
`
�

"

40

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

2)
O

n
di

t
qu

e
f

(d
éfi

ni
e

à
dr

oi
te

de
x

0
)

ad
m

et
`
2

R
co

m
m

e
li
m

it
e

fi
n
ie

à
d
ro

it
e

au
po

in
t
x

0
si

la
fo

nc
ti

on
f

]x
0
,+

1
[
ad

m
et

`
2

R
co

m
m

e
lim

it
e

au
po

in
t

x
0
.

(o
n

co
ns

id
èr

e
f

su
r

l’e
ns

em
bl

e
de

s
po

in
ts

st
ri

ct
em

en
t

à
dr

oi
te

de
x

0
)

A
ut

re
m

en
t

di
t,

si
la

fo
nc

ti
on

f
vé

ri
fie

la
pr

op
ri

ét
é

:

8"
>

0,
9↵

>
0,

8x
2

I
,

(x
0

<
x
6

x
0
+

↵
)

|f
(x

)
�

`|
6

"
)

O
n

no
te

ra
al

or
s

li
m

x
!

x
+ 0

f
(x

)
=

`
ou

li
m

x
!

x
0

x
>

x
0

f
(x

)
=

`
ou

f
(x

)
�! x
!

x
+ 0

`.

R
em

ar
qu

e

•
P
ou

r
qu

’u
ne

fo
nc

ti
on

ad
m

et
te

un
e

lim
it

e
à

ga
uc

he
(r

es
p.

à
dr

oi
te

)
en

x
0
,

il
fa

ut
qu

’e
lle

so
it

dé
fin

ie
à

ga
uc

he
(r

es
p.

à
dr

oi
te

)
de

x
0
.

P
ar

ex
em

pl
e,

la
fo

nc
ti

on
f

:
x
7!

x
ln

x
es

t
dé

fin
ie

su
r

]0
,+

1
[.

E
lle

n’
ad

m
et

pa
s

de
lim

it
e

à
ga

uc
he

en
0

pu
is

qu
e

n’
es

t
m

êm
e

pa
s

dé
fin

ie
à

ga
uc

he
de

0
.

•
O

n
pe

ut
ad

op
te

r
un

e
pr

és
en

ta
ti

on
lé

gè
re

m
en

t
di

ffé
re

nt
e

:

1)
8"

>
0
,
9↵

>
0
,
8x

2
I

\
[x

0
�

↵
,x

0
[,

|f
(x

)
�

`|
6

"

2)
8"

>
0
,
9↵

>
0
,
8x

2
I
\

]x
0
,x

0
+

↵
],

|f
(x

)
�

`|
6

"

•
C

et
te

dé
fin

it
io

n
pe

rm
et

d’
ét

en
dr

e
la

no
ti

on
de

lim
it

e
au

ca
s

où
f

es
t

dé
-

fin
ie

su
r
un

e
un

io
n

d’
in

te
rv

al
le

s
(c

om
m

e
]a

,x
0
[[

]x
0
,b

[)
et

pa
s
se

ul
em

en
t

su
r

un
in

te
rv

al
le

I
.

•
Il

y
a

un
ic

it
é

de
la

lim
it

e
à

ga
uc

he
(r

es
p.

à
dr

oi
te

)
lo

rs
qu

’e
lle

ex
is

te
.

(d
éj

à
dé

m
on

tr
é!

La
lim

it
e

à
ga

uc
he

de
f,

lo
rs

qu
’e

lle
ex

is
te

,
n’

es
t

ri
en

d’
au

tr
e

qu
e

la
lim

it
e

de
la

fo
nc

ti
on

f
]�

1
,x

0
[)

13



E
C

E
1-B

2015-2016

`
1

`
2

"
"

`
1
+

"
`
1 �

"

"
"

`
2
+

"
`
2 �

"

O
n

choisit
"

=
`
1 �

`
2

3
(perm

et
de

valider
ce

dessin).

•
C

om
m

e
f
(x

)
�!
x!

x
0

`
1 ,ilexiste

V
1x
0

(un
voisinage

de
x

0
telque,pour

tout

x
2

V
1x
0 ,l’intervalle

rouge
contient

f
(x

).

•
C

om
m

e
g
(x

)
�!
x!

x
0

`
2 ,ilexiste

V
2x
0

(un
voisinage

de
x

0
telque,pour

tout

x
2

V
2x
0 ,l’intervalle

bleu
contient

f
(x

).

O
n

en
déduitque,surle

plus
petitde

ces
deux

voisinages
(i.e.sur

V
1x
0 \

V
2x
0 )

on
a

f
>

g.M
ais

alors
sur

V
\

V
1x
0 \

V
2x
0

on
a

:
f

>
g

et
f
6

g.
Im

possible!

�
C

e
théorèm

e
ne

perm
et

pas
de

dém
ontrer

qu’une
fonction

adm
et

une
lim

ite
m

ais
perm

et
de

com
parer

des
lim

ites
existantes.

R
em

arqu
e

Les
rem

arques
du

théorèm
e

précédent
s’appliquent

à
cet

énoncé.

•
C

et
énoncé

reste
vrailorsque

x
0

=
+
1

(I
est

alors
d’extrém

ité
+
1

)
et

x
0

=
�
1

(I
est

alors
d’extrém

ité�
1

).

•
C

e
théorèm

e
peut

être
utilisé

lorsque
f

est
com

paré
à

g
par

une
inégalité

stricte.C
ependant,la

conclusion
reste

une
inégalité

large.

•
f

<
g

au
voisinage

de
x

0

•
lim

x!
x
0

f
(x

)
=

`
1

•
lim

x!
x
0

g
(x

)
=

`
2

9>>=>>;
)

`
1 6

`
2

(par
passage

à
la

lim
ite,

les
inégalités

strictes
deviennent

larges)

39

E
C

E
1-B

2015-2016

I.3.b
)

E
xten

sion
au

cas
d
es

lim
ites

in
fi
n
ies

à
gau

ch
e

et
à

d
roite

D
éfi

n
ition

1)
O

n
ditque

f
adm

etla
lim

ite
+
1

(resp.�
1

)à
gauche

en
x

0
si

f
]�

1
,x

0
[

adm
et

une
+
1

(resp.�
1

)
com

m
e

lim
ite

en
x

0 .
(exercice

:
écrire

les
propriétés

m
athém

atiques
correspondantes)

2)
O

n
dit

que
f

adm
et

la
lim

ite
+
1

(resp.�
1

)
à

droite
en

x
0

si
f

]x
0
,+

1
[

adm
et

une
+
1

(resp.�
1

)
com

m
e

lim
ite

en
x

0 .
(exercice

:
écrire

les
propriétés

m
athém

atiques
correspondantes)

E
xem

p
le

Q
uelles

sont
les

lim
ites

gauche
et

droite
de

g
:

R
\{

0}
!

R
x

7!
1x

en
0

?

I.4.
L
im

ites
en

l’in
fi
n
i

D
éfi

n
ition

(lim
ite

en
+
1

)
Soit

f
:
I
!

R
et

I
un

intervalle
d’extrém

ité
supérieure

+
1

.

1)
O

n
dit

que
f

adm
et

la
lim

ite
`

en
+
1

si:

8
"

>
0,

9
A

>
0,

8
x
2

I
,

(x
>

A
)

|f
(x

)�
`|6

"
)

O
n

notera
alors

lim
x!

+
1

f
(x

)
=

`
ou

f
(x

)
�!

x!
+
1

`.

2)
O

n
dit

que
f

adm
et

la
lim

ite
+
1

en
+
1

si:

8
B

2
R

,
9
A

>
0
,
8
x
2

I
,

(x
>

A
)

f
(x

)>
B

)

O
n

notera
alors

lim
x!

+
1

f
(x

)
=

+
1

ou
f
(x

)
�!

x!
+
1

+
1

.

3)
O

n
dit

que
f

adm
et

la
lim

ite�
1

en
+
1

si:

8
B

>
0
,
9
A

>
0,

8
x
2

I
,

(x
>

A
)

f
(x

)6
�

B
)

O
n

notera
alors

lim
x!

+
1

f
(x

)
=

�
1

ou
f
(x

)
�!

x!
+
1

�
1

.

14



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

R
em

ar
qu

e

•
C

et
én

on
cé

re
st

e
vr

ai
lo

rs
qu

e
x

0
=

+
1

(I
es

t
al

or
s

d’
ex

tr
ém

it
é

+
1

)
et

x
0

=
�
1

(I
es

t
al

or
s

d’
ex

tr
ém

it
é
�
1

).

•
C

e
th

éo
rè

m
e

pe
ut

êt
re

ut
ili

sé
lo

rs
qu

e
la

fo
nc

ti
on

f
vé

ri
fie

un
e

in
ég

al
it

é
st

ri
ct

e.
C

ep
en

da
nt

,l
a

co
nc

lu
si

on
re

st
e

un
e

in
ég

al
it

é
la

rg
e.

•
u

<
f

<
v

au
vo

is
in

ag
e

de
x

0

•
`

=
li
m

x
!

x
0

f
(x

)

9 = ;
)

u
6

`
6

v

(p
ar

pa
ss

ag
e

à
la

lim
it
e,

le
s

in
ég

al
it
és

st
ri

ct
es

de
vi

en
ne

nt
la

rg
es

)

T
h
éo

rè
m

e
13

.
(T

hé
or

èm
e

de
co

m
pa

ra
is

on
de

s
lim

it
es

)

So
ie

nt
f
,g

:
I
!

R
et

so
it

x
0
2

I
.

Su
pp

os
on

s
qu

e
:

⇥
f

ad
m

et
un

e
lim

it
e

fin
ie

` 1
2

R
en

x
0

:
li
m

x
!

x
0

f
(x

)
=

` 1
,

⇥
g

ad
m

et
un

e
lim

it
e

fin
ie

` 2
2

R
en

x
0

:
li
m

x
!

x
0

g
(x

)
=

` 2
.

Si
da

ns
un

vo
is

in
ag

e
de

x
0

on
a

f
6

g
al

or
s

on
a

:
` 1

6
` 2

.
O

n
pe

ut
ré

su
m

er
ce

t
én

on
cé

co
m

m
e

su
it
.

•
f
6

g
au

vo
is

in
ag

e
de

x
0

•
li
m

x
!

x
0

f
(x

)
=

` 1

•
li
m

x
!

x
0

g
(x

)
=

` 2

9 > > = > > ;
)

` 1
6

` 2

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
O

n
su

pp
os

e
qu

e
f

et
g

ad
m

et
te

nt
de

s
lim

it
es

fin
ie

s
en

x
0
.

C
om

m
e

po
ur

le
th

éo
rè

m
e

pr
éc

éd
en

t,
on

ra
is

on
ne

al
or

s
pa

r
l’a

bs
ur

de
en

su
pp

os
an

t
qu

e
f
6

g
su

r
un

vo
is

in
ag

e
V

de
x

0
et

qu
e
` 1

>
` 2

.
O

n
s’

ap
pu

ie
al

or
s

su
r

le
de

ss
in

su
iv

an
t.

38

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

La
no

ti
on

de
lim

it
e

en
�
1

es
t

an
al

og
ue

à
ce

lle
de

lim
it

e
en

+
1

.

D
éfi

n
it

io
n

(l
im

it
e

en
�
1

)

So
it

f
:
I
!

R
et

I
un

in
te

rv
al

le
d’

ex
tr

ém
it

é
in

fé
ri

eu
re

�
1

.

1)
O

n
di

t
qu

e
f

ad
m

et
la

lim
it

e
`

en
�
1

si
:

8"
>

0,
9A

>
0,

8x
2

I
,

(x
6

�
A

)
|f

(x
)
�

`|
6

"
)

O
n

no
te

ra
al

or
s

li
m

x
!

�
1

f
(x

)
=

`
ou

f
(x

)
�!

x
!

�
1

`.

2)
O

n
di

t
qu

e
f

ad
m

et
la

lim
it

e
+
1

en
�
1

si
:

8B
>

0
,
9A

>
0
,
8x

2
I
,

(x
6

�
A

)
f
(x

)
>

B
)

O
n

no
te

ra
al

or
s

li
m

x
!

�
1

f
(x

)
=

+
1

ou
f
(x

)
�!

x
!

�
1

+
1

.

3)
O

n
di

t
qu

e
f

ad
m

et
la

lim
it

e
�
1

en
�
1

si
:

8B
>

0
,
9A

>
0,

8x
2

I
,

(x
6

�
A

)
f
(x

)
6

�
B

)

O
n

no
te

ra
al

or
s

li
m

x
!

�
1

f
(x

)
=

�
1

ou
f
(x

)
�!

x
!

�
1

�
1

.

R
em

ar
qu

e

•
C

om
m

e
pr

éc
éd

em
m

en
t,

si
un

e
fo

nc
ti

on
ad

m
et

un
e

lim
it

e
(é

ve
nt

ue
lle

m
en

t
in

fin
ie

)
en

+
1

(r
es

p.
�
1

),
al

or
s

ce
lle

-c
i
es

t
un

iq
ue

.
La

dé
m

on
st

ra
ti

on
es

t
an

al
og

ue
à

la
pr

éc
éd

en
te

.L
a

pr
in

ci
pa

le
di

ffé
re

nc
e

ré
si

de
da

ns
le

fa
it

qu
e

le
s

él
ém

en
ts

x
so

nt
ch

oi
si

s
da

ns
de

s
vo

is
in

ag
es

de
+
1

(r
es

p.
�
1

).

•
D

ir
e

qu
e

f
(x

)
te

nd
ve

rs
+
1

lo
rs

qu
e

x
te

nd
ve

rs
�
1

c’
es

t
do

nc
di

re
qu

e
l’o

n
pe

ut
re

nd
re

f
(x

)
au

ss
ig

ra
nd

qu
e

so
uh

ai
té

(p
lu

s
gr

an
d

qu
e

n’
im

po
rt

e
qu

el
ré

el
A

)
po

ur
x

su
ffi

sa
m

en
t

gr
an

d
da

ns
le

s
né

ga
ti

fs
.

15



E
C

E
1-B

2015-2016

D
ém

onstration.
Supposons

que
f

adm
et

une
lim

ite
finie

`2
R

en
x

0 .
a)

O
n

procède
par

l’absurde.
O

n
suppose

donc
:

⇥
qu’ilexiste

↵
1

>
0

telque
:8

x
2

I
\

[x
0 �

↵
1 ,x

0
+

↵
1 ],

f
(x

)>
u,

⇥
et

que
`

<
u.

L’idée
de

la
dém

onstration
est

contenue
dans

le
dessin

suivant
:

`
u

"
"

`
+

"
`�

"

P
our

que
ce

dessin
soit

valide,ilfaut
choisir

"
>

0
telque

`
+

"
<

u.

O
n

choisit
alors

"
=

u
�

`

2
.

C
om

m
e

f
(x

)
�!
x!

x
0

`,ilexiste
↵

2
>

0
telque

:

8
x
2

I\
[x

0 �
↵

2 ,x
0
+

↵
2 ],

|f
(x

)�
`|

<
"

C
e

quirevient
à

dire
que,sur

cet
ensem

ble
:
`�

"
6

f
(x

)6
`
+

".
N

otons
↵

=
m

in
(↵

1 ,↵
2 ).Soit

x
2

I\
[x

0 �
↵

2 ,x
0
+

↵
2 ].A

lors
:

⇥
f
(x

)
est

dans
l’intervalle

rouge,
⇥

f
(x

)
est

dans
l’intervalle

bleu.
Im

possible!
b)

Si
f
6

v,alors�
f
>

�
v

et
donc,par

le
point

a)
précédent,�

`>
�

v.
O

n
en

déduit
que

`6
v.

c)
C

om
binaison

des
points

a)
et

b).

�
C

e
théorèm

e
ne

perm
et

pas
de

dém
ontrer

qu’une
fonction

adm
et

une
lim

ite
m

ais
perm

et
de

com
parer

des
lim

ites
existantes.

O
n

ne
peut

«
passer

à
la

lim
ite

»
dans

une
égalité

que
siles

objets
qu’on

considère
possèdent

une
lim

ite.
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I.5.
C

ontinu
ité

d
’u

n
e

fon
ction

en
u
n

p
oint

I.5.a)
C

ontinu
ité

d
e

f
:
I
!

R
en

u
n

p
oint

x
0 2

I

D
éfi

n
ition

Soit
f

:
I
!

R
et

soit
x

0 2
I.

•
La

fonction
f

est
continue

au
point

x
0 2

I
sielle

adm
et

une
lim

ite
fi
n
ie

`2
R

au
point

x
0 .

R
em

arqu
e

•
C

om
m

e
x

0 2
I,si

f
adm

et
la

lim
ite

finie
`2

R
alors

`
=

f
(x

0 ).
(d’après

le
T
héorèm

e
2)

•
A

insi,on
a

la
caractérisation

suivante
:

f
:
I
!

R
(définie

au
point

x
0 )

est
continue

au
point

x
0 2

I

,
lim

x!
x
0

f
(x

)
=

f
(x

0 )

,
8
"

>
0
,9

↵
>

0
,8

x
2

I
,

(|x
�

x
0 |6

↵
)

|f
(x

)�
f
(x

0 )|6
")

I.5.b
)

P
rolon

gem
ent

p
ar

continu
ité

d
’u

n
e

fon
ction

f
:
I
!

R
en

u
n

p
oint

x
0
extrém

ité
d
e

I
n
’ap

p
arten

ant
p
as

à
l’intervalle

I

T
h
éorèm

e
4.

Soit
f

:
I
!

R
.

Soit
x

0
un

point
de

I
n’appartenant

pas
à

I
(f

non
définie

en
x

0 ).
Supposons

que
:

lim
x!

x
0

f
(x

)
=

`2
R

.

A
lors

la
fonction

:

f̃
:

I
[

{
x

0 }
!

R

x
7!

⇢
f
(x

)
si

x
2

I
`

si
x

=
x

0

est
définie

sur
I

[
{
x

0 }
et

est
continue

en
x

0 .
E
lle

est
appelée

p
rolon

gem
ent

p
ar

continu
ité

de
f

en
x

0 .
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D
ém

on
tr

er
d
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ég
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r
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s
li
m

it
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fi
n
ie

s

T
h
éo

rè
m

e
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.
(«

P
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sa
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à
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lim
it
e

»
da

ns
le

s
in

ég
al

it
és

)

So
it

f
:
I
!

R
et

x
0
2

I
.

O
n

su
pp

os
e

qu
e

f
ad

m
et

un
e

lim
it
e

fin
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`
2

R
en

x
0
.

(i
.e

.
li
m

x
!

x
0

f
(x

)
=

`
2

R
)

O
n

a
al
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:
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Si
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is
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e
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x

0
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a
f
>

u
al
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s
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a

:
`
>

u
.
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Si
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e
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x

0
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a
f
6

v
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s
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a

:
`
6

v
.

c)
Si
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un
vo
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e

de
x

0
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a
u
6

f
6

v
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or
s

on
a

:
u
6

`
6

v
.

O
n

pe
ut

ré
su

m
er

ce
t
én

on
cé

co
m

m
e

su
it
.

•
u
6

f
6

v
au

vo
is

in
ag

e
de

x
0

•
`

=
li
m

x
!

x
0

f
(x

)

9 = ;
)

u
6

`
6

v

R
em

ar
qu

e

•
O

n
ra

pp
el

le
(c

f
dé

bu
t

du
ch

ap
it

re
)

qu
’u

ne
pr

op
ri

ét
é

re
la

ti
ve

à
un

e
fo

nc
-

ti
on

f
,
dé

fin
ie

su
r

I
,
es

t
vr

ai
e

au
vo

is
in

ag
e

de
x

0
s’

il
ex

is
te

↵
>

0
te

l
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e
la

pr
op

ri
ét

é
es

t
vr

ai
e

su
r

I
\

[x
0
�

↵
,x

0
+

↵
].

•
A

in
si

,l
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sq
ue

l’o
n

su
pp

os
e

«
f
>

u
da

ns
un

vo
is

in
ag

e
de

x
0
»,

ce
la

si
gn

ifi
e

qu
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ex
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te
un

ré
el

↵
>

0
te
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:

8x
2

I
\

[x
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�

↵
,x

0
+

↵
],

f
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)
>

u
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f
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t

co
nt

in
ue

en
x
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I
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e
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e
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x
0
.

(i
.e

.
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il
ex

is
te

`
2

R
te
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ue
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m

x
!

x
0

f
(x

)
=

`)

a)
Si

x
0

es
t

un
po

in
t

de
l’i

nt
er

va
lle

de
dé

fin
it

io
n

I
,a

lo
rs

:`
=

f
(x

0
),

b)
Si

x
0

un
e

ex
tr

ém
it

é
de

I
qu

in
’e

st
pa

s
da

ns
I
,o

n
ré

di
ge

ra
ai

ns
i:

«
on

pr
ol

on
ge

la
fo

nc
ti

on
f

pa
rc

on
ti

nu
it

é
en

x
0

en
po

sa
nt

f
(x

0
)

=
`
».

(o
n

co
nf

on
d

ai
ns

i
f

et
so

n
pr

ol
on

ge
m

en
t
pa

r
co

nt
in

ui
té

f̃
)

E
xe

m
p
le

O
n

co
ns

id
èr

e
la

fo
nc

ti
on

f
:
x
!

x
x
.

C
et

te
fo

nc
ti

on
es

t
dé

fin
ie

po
ur

x
>

0
i.e

.
su

r
]0

,+
1

[.

•
P
ou

r
to

ut
x

>
0
,o

n
a

:x
x

=
ex

ln
x
.

•
O

r
:

li
m

x
!

0
x

ln
x

=
0.

D
on

c
li
m

x
!

0
x

x
=

li
m

x
!

0
ex

ln
x

=
e0

=
1.

O
n

pe
ut

do
nc

pr
ol

on
ge

r
pa

r
co

nt
in

ui
té

f
en

0
en

po
sa

nt
f
(0

)
=

1
.

I.
5.

c)
L
ie

n
en

tr
e

co
nt

in
u
it

é
et

li
m

it
e

fi
n
ie

à
d
ro

it
e

/
à

ga
u
ch

e

T
h
éo

rè
m

e
5.

So
it

f
:
I
!

R
un

e
fo

nc
ti
on

dé
fin

ie
su

r
un

in
te

rv
al

le
I
.

So
it

x
0
2

I
(e

n
pa

rt
ic

ul
ie

r,
f

es
t
dé

fin
ie

au
po

in
t

x
0
).

O
n

su
pp

os
e

de
pl

us
qu

e
f

es
t
dé

fin
ie

à
ga

uc
he

et
à

dr
oi

te
de

x
0
.

f
es

t
co

nt
in

ue
au

po
in

t
x

0

,

8 > > < > > :

•
f

ad
m

et
un

e
lim

it
e

fin
ie

à
ga

uc
he

en
x

0

•
f

ad
m

et
un

e
lim

it
e

fin
ie

à
dr

oi
te

en
x

0

•
li
m

x
!

x
� 0

f
(x

)
=

li
m

x
!

x
+ 0

f
(x

)
=

f
(x

0
)
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II.7.d
)

C
h
an

gem
ents

d
e

variab
le

Faire
un

changem
ent

de
variable

perm
et

de
m

odifier
le

«
point

»
où

l’on
cherche

la
lim

ite.

E
xem

p
le

•
Lim

ite
de

f
(x

)
=

x
2

e
1x

en
0
+

(on
pourra

poser
X

=
1x )

•
Lim

ite
de

g
(x

)
=

ln
x
⇥

ln
(ln

x
)

en
1

(on
pourra

poser
X

=
ln

x)

II.7.e)
C

roissan
ces

com
p
arées

C
ette

technique
est

souvent
com

binée
à

celle
de

m
ise

en
facteur

du
term

e
dom

inant.

E
xem

p
le

•
Lim

ite
de

f
(x

)
=

e
2
x

9
x

3
en

+
1

.
•

Lim
ite

de
g
(x

)
=

e
2
x�

1

(ln
x
)
4

en
+
1

.

II.7.f)
U

tilisation
d
u

tau
x

d
’accroissem

ent

T
h
éorèm

e
11.

Si
f

:
I
!

R
est

dérivable
en

x
0 2

I
alors,

p
ar

d
éfi

n
ition

,
on

a
:

a)
lim
h�!

0

f
(x

0
+

h
)�

f
(x

0 )

h
=

f
0(x

0 )

b)
lim

x!
x
0

f
(x

)�
f
(x

0 )

x
�

x
0

=
f
0(x

0 )
(form

ulation
équivalente)

O
n

a
notam

m
ent

:

lim
x!

0

e
x�

1

x
=

1
lim
x!

0

ln
(1

+
x
)

x
=

1
lim
x!

1

ln
x

x
�

1
=

1

E
xem

p
le

•
Lim

ite
de

f
(x

)
=

�1
+

x
3 �

1
/
x

en
0.

•
Lim

ite
de

g
(x

)
=

�1
+

1x �
x

en
+
1

.
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R
em

arqu
e

•
Le

test
par

rapport
à

f
(x

0 )
est

im
portant.

C
onsidérons

la
fonciton

f
suivante.

f
:

R
!

R

x
7!

⇢
0

si
x
6=

0
1

si
x

=
0

O
n

a
:

lim
x!

0 �
f
(x

)
=

0
=

lim
x!

0
+

f
(x

).

C
ependant,

f
(0)

=
1
6=

0
donc

la
fonction

f
n’est

pas
continue

en
0.

•
C

e
théorèm

e
est

particulièrem
ent

utile
lorsque

l’on
considère

des
fonc-

tions
quipossèdent

une
définition

par
cas.

E
xem

p
le

•
La

fonction
f

:
x
7!

|x|est
continue

en
0

puisque
:

⇥
lim

x!
0 �

f
(x

)
=

lim
x!

0
f

]�
1

,0
[ (x

)
=

lim
x!

0
�

x
=

0,

⇥
lim

x!
0
+

f
(x

)
=

lim
x!

0
f

]0
,+

1
[ (x

)
=

lim
x!

0
x

=
0,

⇥
et

f
(0

)
=

|0|
=

0.

•
La

fonction
g

:
x
7!

bxc
n’est

pas
continue

en
3

puisque
:

⇥
lim

x!
3 �

g
(x

)
=

lim
x!

3
g

]2
,3

[ (x
)

=
lim
x!

3
2

=
2,

⇥
lim

x!
3
+

g
(x

)
=

lim
x!

3
g

]3
,4

[ (x
)

=
lim
x!

3
3

=
3,

⇥
et

g
(3)

=
3.

D
ans

le
cas

où
la

fonction
f

:
I

\
{
x

0 }
!

R
n’est

pas
définie

en
x

0 ,
on

cherche
à

savoir
sion

peut
la

p
rolon

ger
p
ar

continu
ité

en
x

0 .
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D

an
s

le
ca

s
gé

né
ra

l:

•
Li
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x
2
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�
x
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x

x
3
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n
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+

x
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)3
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+
1

.

•
Li

m
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e
de

g
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=

x
ex

+
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+

ex
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x
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+

5
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�
1
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•
Li

m
it

e
de

h
(x
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=

1 x
ln

✓
ex

�
1

x

◆
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1

.

II
.7
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)

P
en

se
r

à
la

qu
an

ti
té

co
n
ju

gu
ée

O
n

ut
ili

se
gé

né
ra

le
m

en
t

ce
tt

e
te

ch
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qu
e
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rs
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e

l’o
n

a
à

fa
ir

e
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e
fo
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on
s’

éc
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va
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m

m
e

di
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e
de

de
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ra
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s

co
m
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E
xe

m
p
le

•
Li

m
it

e
de

f
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=

p
x

2
+

2
x
�

p
x
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+

x
en
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1

.

•
Li

m
it

e
de

g
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=

q
x
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p
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+

p
x
�

p
x
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n
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n
s

p
u
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sa
n
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s

Lo
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e

l’o
n
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on
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à
un
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is
sa
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e
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dé
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n
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s

fo
nc
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lo
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m
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E
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=

x
x
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.

•
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m
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e
de

g
(x

)
=

(x
3
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x
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+
1

.
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re
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p
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)
=
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f
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)
=
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=
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0
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)
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)
=
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6
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e
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dé
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=
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=
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=
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.
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II.7.
L
ever

u
n
e

F
.I.

T
out

d’abord
résum

ons
les

F
.I.

rencontrées
lors

de
l’étude

des
diffé-

rentes
opérations

algébriques
:

1
�

1
,

0⇥
1

,
00

,
11

A
fin

de
lever

un
F
.I.,on

pourra
penser

à
utiliser

l’une
des

m
éthodes

(plus
généralem

ent
une

com
binaison

des
m

éthodes)
suivantes.

a)
Factoriser

par
le

term
e

dom
inant

(i.e.
celui

ayant
la

plus
forte

crois-
sance).

b)
P
enser

à
la

quantité
conjuguée.

c)
P
our

les
fonctions

puissances
:
retour

à
la

définition
à

l’aide
des

fonc-
tions

ex
p

et
ln.

d)
Faire

apparaître
une

lim
ite

connue
par

changem
ent

de
variable.

e)
P
enser

aux
croissances

com
parées.

f)
U

tilisation
du

taux
d’accroissem

ent.

g)
U

tilisation
d’inégalités.

II.7.a)
Factoriser

p
ar

le
term

e
d
om

in
ant

E
xem

p
le

1)
D

ans
le

cas
de

fonctions
rationnelles

:

•
Lim

ite
de

f
(x

)
=

�
5x

2
+

37
x
�

4

8
x

2�
2

en
+
1

.

•
Lim

ite
de

g
(x

)
=

x
7�

1

52x
6
+

3
x

2�
2
x

en
�
1

.

D
éfi

n
ition

U
ne

fonction
f

est
appelée

fon
ction

ration
n
elle

si
elle

le
quotient

de
deux

fonctions
polynôm

es.
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II.
L
im

ite
des

op
érations

sur
les

fonctions

II.0.
N

otation
s

d
e

cette
section

D
ans

tout
ce

quisuit
:

⇥
on

considère
des

fonctions
f

et
g

définies
sur

un
intervalle

I,

⇥
on

considère
un

«
point»

x
0

de
R

=
R
[

{�
1

,+
1

}
et

des
lim

ites
finies

`,`
1 ,`

2 2
R

.

⇥
il

est
supposé

que
f

et
g

possèdent
une

lim
ite

(finie
ou

non)
au

point
x

0 .

C
ette

notation
concise

(à
l’aide

de
R

)
perm

et
de

faire
apparaître

les
résul-

tats
sous

form
e

de
tableaux

envisageant
tous

les
cas.

O
n

parlera
de

form
e

indéterm
inée

(et
on

notera
F
.I.)

quand
on

ne
peut

déterm
iner,de

m
anière

générale,la
lim

ite
d’une

opération
surles

fonctions.
D

ans
ce

cas,ilfaudra
faire

une
étude

au
cas

par
cas.

II.1.
L
im

ite
d
’u

n
e

som
m

e
f

+
g

S
om

m
e

:
lim

x!
x
0

(f
+

g
)(x

)

H
H

H
H
H
H

limx
0

g

limx
0

f
`
1

+
1

�
1

`
2

`
1

+
`
2

+
1

�
1

+
1

+
1

+
1

F
.I.

�
1

�
1

F
.I.

�
1

C
e

cas
am

ène
donc

à
considérer

une
F
.I.:

+
1

�
1
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4)
Il

su
ffi

t
d’

éc
ri

re
:

f
(x

)
⇥

h
(x

)

g
(x

)
⇥

t(
x
)

=
f
(x

)

g
(x

)
⇥

h
(x

)

t(
x
)

�! x
!

x
0

1
⇥

1
=

1.

5)
Il

su
ffi

t
d’

éc
ri

re
:

f
(x

)
h
(x

)

g
(x

)
t(

x
)

=
f
(x

)

h
(x

)
⇥

t(
x
)

g
(x

)
�! x
!

x
0

1
⇥

1
=

1.

6)
Il

su
ffi

t
d’

éc
ri

re
:f

(x
)

=
f
(x

)

g
(x

)
⇥

g
(x

)
�! x
!

x
0

1
⇥

`
=

`.

E
xe

rc
ic

e

Li
m

it
e

en
+
1

de
la

fo
nc

ti
on

f
dé

fin
ie

pa
r:

f
(x

)
=

(3
x

+
4)

3
(8

x
�

2
+

2
x
�

4
)

9x
+

10
?

1)
3
x

+
4

⇠
+
1

!
3

x
ca

r
3x

+
4

3x
=

1
+

4 3
x

�!
x
!

+
1

1

A
in

si
:(

3x
+

4)
3

=
(3

x
+

4)
(3

x
+

4)
(3

x
+

4)
⇠

+
1

!
(
3
x
)(

3x
)(

3
x
)

=
33

x
3
.

2)
8
x
�

2
+

2
x
�

4
⇠

+
1

!
8

x
�

2
ca

r
8x

�
2
+

2
x
�

4

8
x
�

2
=

1
+

2x
�

4

8x
�

2
=

1
+

1

4x
2

�!
x
!

+
1

1

O
n

en
dé

du
it

qu
e

:(
3x

+
4)

3
(8

x
�

2
+

2
x
�

4
)

⇠
+
1

!
3

3
x

3
⇥

8
x
�

2
=

33
8
x

3)
9
x

+
10

⇠
+
1

!
9

x
ca

r
9
x

+
10

9
x

=
1

+
10 9
x

�!
x
!

+
1

1

O
n

en
dé

du
it

qu
e

:f
(x

)
⇠

x
!

+
1

3
3

8
x

9
x

=
3
⇥

8
=

24
.

A
in

si
:f

(x
)

�!
x
!

+
1

24
.
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L
im

it
e

d
’u

n
p
ro

d
u
it

f
⇥

g

P
ro

d
u
it

:
li
m

x
!

x
0

(f
⇥

g
)(

x
)

H
H

H
H

H
H

li
m x
0

g

li
m x
0

f
` 1

>
0

` 1
<

0
` 1

=
0

+
1

�
1

` 2
>

0
` 1
` 2

` 1
` 2

0
+
1

�
1

` 2
<

0
` 1
` 2

` 1
` 2

0
�
1

+
1

` 2
=

0
0

0
0

F
.I
.

F
.I
.

+
1

+
1

�
1

F
.I
.

+
1

�
1

�
1

�
1

+
1

F
.I
.

�
1

+
1

C
e

ca
s

am
èn

e
do

nc
à

co
ns

id
ér

er
un

e
F
.I
.:

0
⇥
1

C
as

d
es

li
m

it
es

in
fi
n
ie

s
:l

es
ré

su
lt

at
ss

on
td

on
né

sp
ar

la
rè

gl
e

de
ss

ig
ne

s.

II
.3

.
L
im

it
e

d
e

l’
in

ve
rs

e
1 f

In
ve

rs
e

:
li
m

x
!

x
0

1 f
(x

)

li
m x
0

f
`
6=

0
`

=
0

+
1

�
1

Si
f

>
0

su
r

V
x
0

1 `
+
1

0

Si
f

<
0

su
r

V
x
0

1 `
�
1

0

(N
ot

e
:

V
x
0

es
t

un
vo

is
in

ag
e

ép
oi

nt
é

de
x

0
su

r
le
qu

el
f

ne
s’

an
nu

le
pa

s.
C
ec

i
pe

rm
et

de
co

ns
id

ér
er

l’i
nv

er
se

1 f
)
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3)
T
ransitivité

:

f
(x

)
⇠x!

x
0

g
(x

)

g
(x

)
⇠x!

x
0

h
(x

)

9=;
)

f
(x

)
⇠x!

x
0

h
(x

)

4)
C
om

patibilité
avec

le
produit

:

f
(x

)
⇠x!

x
0

g
(x

)

h
(x

)
⇠x!

x
0

t(x
)

9=;
)

f
(x

)⇥
h
(x

)
⇠x!

x
0

g
(x

)⇥
t(x

)

5)
C
om

patibilité
avec

le
quotient

:

f
(x

)
⇠x!

x
0

g
(x

)

h
(x

)
⇠x!

x
0

t(x
)

9=;
)

f
(x

)

h
(x

)
⇠x!

x
0

g
(x

)

t(x
)

6)
É
quivalent

et
lim

ites
:

f
(x

)
⇠x!

x
0

g
(x

)

g
(x

)
�!
x!

x
0

`

9=;
)

f
(x

)
�!
x!

x
0

`

(avec
`

lim
ite

éventuellem
ent

infinie)

D
ém

onstration.

1)
Ilsuffi

t
d’écrire

:
f
(x

)

f
(x

)
=

1
�!
x!

x
0

1.

2)
Ilsuffi

t
d’écrire

:
g
(x

)

f
(x

)
=

1f
(x

)
g
(x

)

�!
x!

x
0

11
=

1.

3)
Ilsuffi

t
d’écrire

:
f
(x

)

h
(x

)
=

f
(x

)

g
(x

) ⇥
g
(x

)

h
(x

)
�!
x!

x
0

1⇥
1

=
1.
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II.4.
L
im

ite
d
’u

n
qu

otientQ
u
otient

:
lim

x!
x
0

fg
(x

)

H
H
H

H
H
H

limx
0

g

limx
0

f
`
1

>
0

`
1

<
0

`
1

=
0

+
1

�
1

`
2

>
0

`
1

`
2

`
1

`
2

0
+
1

�
1

`
2

<
0

`
1

`
2

`
1

`
2

0
�
1

+
1

`
2

=
0

et
g

>
0

+
1

�
1

F
.I.

+
1

�
1

`
2

=
0

et
g

<
0

�
1

+
1

F
.I.

�
1

+
1

+
1

0
0

0
F
.I.

F
.I.

�
1

0
0

0
F
.I.

F
.I.

C
e

cas
am

ène
donc

à
considérer

deux
F
.I.:

00
,

11
A

p
p
lication

à
la

continu
ité

en
u
n

p
oint

P
rop

riété

Soient
f

:
I
!

R
et

g
:
I
!

R
deux

fonctions.
Supposons

que
f

et
g

sont
continues

en
un

point
x

0 2
I.

A
lors

les
fonctions

:
⇥

som
m

e
f

+
g,

⇥
produit

f
⇥

g,

⇥
quotient

fg
(si

g
ne

s’annule
pas

sur
un

voisinage
épointé

de
x

0 ),

sont
des

fonctions
continues

en
x

0 .
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É
qu

iv
al

en
ce

D
éfi

n
it

io
n

So
it

f
:
I
!

R
et

so
it

g
:
I
!

R
.

So
it

x
0
2

I
ou

x
0

=
+
1

(r
es

p.
�
1

)
si

I
es

t
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ex
tr
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it

é
+
1

(r
es

p.
�
1
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Su
pp

os
on

s
qu

e
g

ne
s’

an
nu
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s
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un

vo
is

in
ag

e
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é
de

x
0
.

•
O

n
di

t
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e
f

es
t

éq
u
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à

g
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x
0
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f
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⇠

x
!

x
0

g
(x

)
si

:

li
m

n
!

+
1

f
(x

)

g
(x

)
=

1

R
em

ar
qu

e

•
T
ro

uv
er

un
e

fo
nc

ti
on

g
éq

ui
va

le
nt

e
à

un
e

fo
nc

ti
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f
en

x
0

c’
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t
tr

ou
ve

r
un

e
fo

nc
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on
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le

m
êm

e
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m
po
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en
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ue
f

à
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é
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x

0
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si

,
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l’o
n

se
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e

à
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ox
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é

de
x

0
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s
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és

en
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s
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f
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de
g
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ra
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m

m
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•
Le

bu
t

es
t

de
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r
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e
fo
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on
g

do
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l’e
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n

es
t

pl
us

si
m
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e

qu
e

la
fo

nc
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on
f
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en

se
r

pa
r
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pl
e
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fo
nc

ti
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s
po
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m
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T
h
éo

rè
m

e
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.

So
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nt
f
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:
I
!

R
,
de

s
fo

nc
ti
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(l
or

sq
ue

né
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ai
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,

on
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ou
te

ra
l’h
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hè
se
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e
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ti
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s
ne

s’
an

-
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s
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un
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ép
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é
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x

0
)

So
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x
0
2

I
ou

x
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=
+
1

(r
es

p.
�
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)
si
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t
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ex
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é
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�
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⇠
x
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vé
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fie
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s.

1)
R
éfl

ex
iv

it
é

:

f
(x

)
⇠

x
!

x
0

f
(x

)

2)
C
om

m
ut

at
iv

it
é

:

f
(x

)
⇠

x
!

x
0

g
(x

)
)

g
(x

)
⇠

x
!

x
0

f
(x

) 30

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

II
.5

.
L
im

it
e

et
co

m
p
os

it
io

n

II
.5

.a
)

L
im

it
e

d
e

la
co

m
p
os

ée
g
�f

T
h
éo

rè
m

e
7.

So
it

f
:
I
!

R
et

g
:
J
!

R
te

lle
s

qu
e

f
(I

)
⇢

J
.

(p
er

m
et

de
co

ns
id

ér
er

la
fo

nc
ti
on

g
�f

:
I
!

R
)

So
it

x
0
2

I
.
Su

pp
os

on
s

qu
e

:

⇥
f

ad
m

et
la

lim
it
e

(é
ve

nt
ue

lle
m

en
t
in

fin
ie

)
x

1
en

x
0
,

⇥
g

ad
m

et
la

lim
it
e

(é
ve

nt
ue

lle
m

en
t
in

fin
ie

)
`

en
x

1
.

A
lo

rs
la

fo
nc

ti
on

g
�f

:
I
!

R
ad

m
et

la
lim

it
e
`

en
x

0
.

O
n

pe
ut

ré
su

m
er

ce
tt
e

si
tu

at
io

n
co

m
m

e
su

it
.

•
li
m

x
!

x
0

f
(x

)
=

x
1

•
li
m

x
!

x
1

g
(x

)
=

`

9 = ;
)

li
m

x
!

x
0

g
�f

(x
)

=
li
m

x
!

x
1

g
(x

)
=

`

R
em

ar
qu

e

•
Le

s
él

ém
en

ts
x

1
et

`
so

nt
év

en
tu

el
le

m
en

t
in

fin
is

.D
’a

ill
eu

rs
,o

n
pe

ut
au

ss
i

ad
ap

te
r

ce
t

én
on

cé
au

x
ca

s
x

0
=

+
1

(I
es

t
al

or
s

d’
ex

tr
ém

it
é

+
1

)
et

x
0

=
�
1

(I
es

t
al

or
s

d’
ex

tr
ém

it
é
�
1

).

•
L’

id
ée

de
rr

iè
re

ce
th

éo
rè

m
e

es
t

de
po

uv
oi

r
éc

ri
re

l’é
ga

lit
é

su
iv

an
te

:

li
m

x
!

x
0

g
�f

(x
)

=
«

g
(

li
m

x
!

x
0

f
(x

))
»

O
n

ne
pe

ut
ce

pe
nd

an
t

pa
s

to
uj

ou
rs

en
le

ve
r

le
s

«
»

pu
is

qu
e

ri
en

ne
di

t
qu

e
g

es
t

dé
fin

ie
en

li
m

x
!

x
0

f
(x

)
(c

et
él

ém
en

t
pe

ut
no

ta
m

m
en

t
êt

re
in

fin
i)

.

•
D

an
s
le

ca
s
où

f
es

t
co

nt
in

ue
en

x
0
2

I
(i
.e

.a
dm

et
un

e
lim

it
e

fin
ie

en
x

0
)

et
g

co
nt

in
ue

en
x

1
2

J
(i
.e

.
ad

m
et

un
e

lim
it

e
fin

ie
en

x
0
),

ce
th

éo
rè

m
e

pe
rm

et
d’

affi
rm

er
qu

e
la

fo
nc

ti
on

g
�f

es
t

co
nt

in
ue

en
x

0
.
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R
em

arqu
e

•
O

n
peut

écrire
le

résultat
de

ce
théorèm

e
sous

la
form

e
d’une

échelle
de

com
paraison

asym
ptotique

:

8
a

>
0
,8

b
>

0
,8

q
>

1
,

(ln
x
)
b

<
<

+
1

x
a

<
<

+
1

q
x

•
C

ela
signifie

que
la

croissance
asym

ptotique
(i.e.

en
+
1

)
logarithm

ique
est

beaucoup
plus

faible
que

la
croissance

asym
ptotique

polynom
iale

qui
est

elle-m
êm

e
beaucoup

plus
faible

que
la

croissance
asym

ptotique
exponentielle.

•
Ilfaut

savoir
lire

ce
théorèm

e
dans

l’autre
sens

:

8
a

>
0,8

b
>

0
,q

>
1
,

lim
x!

+
1

x
a

(ln
x
)
b

=
+
1

et
lim

x!
+
1

q
x

x
a

=
+
1

•
C

lassiquem
ent,

on
pourra

choisir
q

=
e
1

ou
q

=
e
2,

ou
q

=
e
c

avec
c

>
0

(on
a

bien
e
c

>
1).

C
eci

perm
et

de
com

parer
le

com
portem

ent

asym
ptotique

de
e
c
x

et
x

a.P
lus

précisém
ent

:
lim

x!
+
1

e
c
x

x
a

=
+
1

.

•
O

n
en

déduit
aussique

:
8
a

>
0
,8

r2
]0,1[,

lim
x!

+
1

x
a

r
x

=
0

Ilsuffi
t

de
rem

arquer
que

si
r2

]0,1[,alors
q

=
1r

>
1.

O
n

a
alors

:
x

a
r
x

=
x

a

✓
1q ◆

x

=
x

a

q
x

�!
x!

+
1

0.

•
A

insique
:

8
a

>
0
,8

b
>

0
,

lim
x!

0
+

x
a

(ln
x
)
b

=
0

La
dém

onstration
se

fait
grâce

au
changem

ent
de

variable
X

=
1x
.
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E
xem

p
le

•
lim
x
!

0
x

>
0

e
1x

=
lim

x!
+
1

e
x

=
+
1

•
lim

x!
+
1

e
3
x
3
+

5
(ln

x
) 5

�
x
3�

ln
x

=
lim

x!
�

3
e
x

=

e �
3

II.5.b
)

A
p
p
lication

:calcu
ld

e
lim

ites
p
ar

ch
an

gem
ent

d
e

variab
le

O
n

s’intéresse
à

la
fonction

h
:
x
7!

x
ln

x
(définie

sur
]0,+

1
[).

P
lus

précisém
ent,on

souhaite
déterm

iner
la

lim
ite

de
h

en
0.

•
O

n
a

:
lim
x!

0
x

=
0

et
lim
x!

0
ln

x
=

�
1

,!
on

est
donc

am
ené

à
résoudre

une
F
.I.

•
O

n
rem

arque
que

:
ln �

1x �
1x

=
ln

(1
)�

ln
x

1x

=
�

x
ln

x
=

�
h
(x

)

,!
on

a
donc

h
(x

)
=

�
ln �

1x �
1x

•
La

fonction
h

apparaît
com

m
e

com
posée

de
la

fonction
g

:
x
7!

�
ln

x

x
et

de
la

fonction
f

:
x
7!

1x .
•

O
n

applique
alors

le
théorèm

e
de

com
position

à
cette

nouvelle
écriture

:

•
lim

x!
0
+

1x
=

+
1

•
lim

x!
+
1

�
ln

x

x
=

0

9=;
)

lim
x!

0
+

ln �
1x �

�
1x �

=
lim

x!
+
1

�
ln

x

x
=

0

O
n

a
donc

:
lim

x!
0
+

x
ln

x
=

0.

R
em

arqu
e

G
râce

à
cette

technique
de

changem
entde

variable,on
estpassé

d’un
calcul

de
lim

ite
en

0
+

à
un

calcul
de

lim
ite

en
+
1

.
E

n
déplaçant

le
problèm

e,
on

a
levé

la
F
.I.et

ce
grâce

à
nos

connaissances
sur

le
com

portem
ent

des
fonctions

en
+
1

(cf
paragraphe

sur
les

croissances
com

parées
plus

loin).
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E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

II
.6

.
R

el
at

io
n
s

d
e

co
m

p
ar

ai
so

n
s

et
cr

oi
ss

an
ce

s
co

m
p
ar

ée
s

II
.6

.a
)

N
ég

li
ge

ab
il
it

é

D
éfi

n
it

io
n

So
it

f
:
I
!

R
et

so
it

g
:
I
!

R
.

So
it

x
0
2

I
ou

x
0

=
+
1

(r
es

p.
�
1

)
si

I
es

t
d’

ex
tr

ém
it

é
+
1

(r
es

p.
�
1

).

Su
pp

os
on

s
qu

e
g

ne
s’

an
nu

le
pa

s
da

ns
un

vo
is

in
ag

e
ép

oi
nt

é
de

x
0
.

•
O

n
di

t
qu

e
f

es
t

n
ég

li
ge

ab
le

d
ev

an
t

g
en

x
0

si
:

li
m

x
!

x
0

f
(x

)

g
(x

)
=

0

•
Si

c’
es

t
le

ca
s,

on
di

t
qu

e
«

f
es

t
un

pe
ti

t
o

de
g

en
x

0
»

(o
=

15
èm

e
le

tt
re

de
l’a

lp
ha

be
t)

et
on

no
te

:f
(x

)
=

o
x
!

x
0

g
(x

).

•
O

n
ut

ili
se

au
ss

ip
ar

fo
is

la
no

ta
ti

on
:f

(x
)

<
<

x
0

g
(x

).

C
et

te
no

ta
ti

on
tr

om
pe

us
e

(à
ne

su
rt

ou
tp

as
co

nf
on

dr
e

av
ec

f
(x

)
6

g
(x

)
!)

es
t

ré
se

rv
ée

à
l’é

cr
it

ur
e

d’
éc

he
lle

s
de

co
m

pa
ra

is
on

as
ym

pt
ot

iq
ue

s.

II
.6

.b
)

C
ro

is
sa

n
ce

s
co

m
p
ar

ée
s

T
h
éo

rè
m

e
9.

8a
>

0,
8b

>
0,

li
m

x
!

+
1

(l
n

x
)b

x
a

=
0

et

8a
>

0
,8

q
>

1,
li
m

x
!

+
1

x
a

qx
=

0
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20

15
-2

01
6

U
n

p
oi

nt
su

r
la

ré
d
ac

ti
on

E
xe

rc
ic

e
C

al
cu

le
r

li
m

x
!

0
+

x
ln

x
.O

n
po

ur
ra

eff
ec

tu
er

un
ch

an
ge

m
en

t
de

va
ri

ab
le

.

O
n

ré
di

ge
al

or
s

co
m

m
e

su
it

.

•
O

n
po

se
X

=
1 x
.

•
A

in
si

,s
ix

!
0
+
,a

lo
rs

X
!

+
1

(x
!

0+
)

X
!

+
1

).

•
O

n
a

al
or

s
:

li
m

x
!

0
+

x
ln

x
=

li
m

X
!

+
1

1 X
ln

✓
1 X

◆
=

li
m

X
!

+
1

�
ln

(X
)

X
=

0

(o
n

a
re

m
pl

ac
é

ch
aq

ue
oc

cu
rr

en
ce

de
x

pa
r

1 X
da

ns
l’e

xp
re

ss
io

n
h
(x

)
=

x
ln

x
,
ce

qu
i
co

rr
es

po
nd

au
ch

an
ge

m
en

t
de

va
ri

ab
le

X
=

1 x
)

R
em

ar
qu

e
E

n
ré

su
m

é,
le

th
éo

rè
m

e
de

co
m

po
si

ti
on

de
s

lim
it

es
s’

ut
ili

se
:

1)
d
e

m
an

iè
re

d
ir

ec
te

co
m

m
e

da
ns

la
se

ct
io

n
E

xe
m

pl
e

pr
éc

éd
en

te
.
La

fo
nc

ti
on

ap
pa

ra
ît

so
us

fo
rm

e
d’

un
e

co
m

po
sé

e
et

l’a
pp

lic
at

io
n

du
th

éo
-

rè
m

e
fo

ur
ni

t
la

va
le

ur
de

la
lim

it
e

re
ch

er
ch

ée
.

2)
d
e

m
an

iè
re

in
d
ir

ec
te

lo
rs

qu
e

le
ca

lc
ul

d’
un

e
lim

it
e

am
èn

e
à

un
e

F
.I
.

L’
ut

ili
sa

ti
on

d’
un

ch
an

ge
m

en
t

d
e

va
ri

ab
le

(l
e

pl
us

so
uv

en
t

m
en

-
ti

on
né

da
ns

l’é
no

nc
é)

do
it

pe
rm

et
tr

e
de

le
ve

r
la

F
.I
.

25



E
C

E
1-B

2015-2016

R
em

arqu
e

•
O

n
peut

adapter
cet

énoncé
aux

cas
x

0
=

+
1

(I
est

alors
d’extrém

ité
+
1

)
et

x
0

=
�
1

(I
est

alors
d’extrém

ité�
1

).
•

L’idée
derrière

ce
théorèm

e
est

de
pouvoir

écrire
l’égalité

suivante
:

lim
n!

+
1

f
(u

n
)

=
«

f
(

lim
n!

+
1

u
n
)
»

O
n

ne
peut

cependant
pas

toujours
enlever

les
«

»
puisque

rien
ne

dit
que

f
est

définie
en

lim
x!

x
0

u
n

(cet
élém

ent
peut

notam
m

ent
être

infini).

•
D

ans
le

cas
où

(u
n
)

est
convergente

(i.e.
si

x
0

est
fini)

et
f

est
continue

en
x

0 2
I

(i.e.
si

`
est

finie),ce
théorèm

e
perm

et
d’affi

rm
er

que
la

suite
(f

(u
n
))

est
convergente.

C
e

résultat
est

notam
m

ent
utile

pour
les

suites
définies

par
une

relation
de

récurrence
du

type
:
u

n
+

1
=

f
(u

n
).

•
C

e
théorèm

e
peut

aussiêtre
utilisé

de
m

anière
négative

pour
dém

ontrer
qu’une

fonction
n’adm

et
pas

de
lim

ite
en

x
0 .

P
lusprécisém

ent,si(u
n
)et

(v
n
)sontdeux

suites,on
a

le
résultatsuivant:

•
lim

n!
+
1

u
n

=
x

0
=

lim
n!

+
1

v
n

•
lim

n!
+
1

f
(u

n
)6=

lim
n!

+
1

f
(v

n
)

)
)

f
n’a

pas
de

lim
ite

en
x

0

(dém
onstration

aisée
par

l’absurde)

E
xercice

D
ém

ontrer
que

f
:
x
7!

bxc
n’est

pas
continue

en
1.

O
n

considère
les

suites
(u

n
)

et
(v

n
)

de
term

e
général

u
n

=
1�

1n
et

v
n

=
1

+
1n .

•
lim

n!
+
1

u
n

=
1

=
lim

n!
+
1

v
n

•
f
(u

n
)

=
b1�

1n c
=

0
!

0
et

f
(v

n
)

=
b1

+
1n c

=
1
!

1

Le
résultat

précédent
nous

perm
et

d’affi
rm

er
que

f
n’a

pas
de

lim
ite

(finie
ou

infinie)
en

1.E
n

particulier,
f

n’est
pas

continue
en

1.
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II.5.c)
L
im

ite
d
’u

n
e

su
ite

(f
(u

n
))

n2
N

T
h
éorèm

e
8.

Soit
f

:
I
!

R
et

soit
x

0 2
I.

Soit
(u

n
)

une
suite

d’élém
ents

de
I.

Supposons
que

:

⇥
(u

n
)

adm
et

la
lim

ite
x

0
quand

n
!

+
1

,

⇥
f

adm
et

la
lim

ite
`

(éventuellem
ent

infinie)
en

x
0 .

A
lors

la
suite

(f
(u

n
))

adm
et

la
lim

ite
`

en
x

0 .

O
n

peut
résum

er
cette

situation
com

m
e

suit.

•
lim

n!
+
1

u
n

=
x

0

•
lim

x!
x
0

f
(x

)
=

`

)
)

lim
n!

+
1

f
(u

n
)

=
lim

x!
x
0

f
(x

)
=

`

D
ém

onstration.
(partielle)

O
n

se
restreint

au
cas

où
x

0
et

`
sont

des
lim

ites
finis.

Soit
"

>
0.

C
om

m
e

f
adm

et
la

lim
ite

`
en

x
0 ,

on
sait

qu’il
existe

↵
>

0
tq

:
8
x
2

I
,(|x

�
x

0 |6
↵
)

|f
(x

)�
`|6

")

O
r

u
n
2

I.O
n

peut
donc

appliquer
la

propriété
précédente

en
x

=
u

n
:

(|u
n �

x
0 |6

↵
)

|f
(u

n
)�

`|6
")

Il
suffi

t
m

aintenant
de

constater
que

com
m

e
u

n
�!

n!
+
1

x
0 ,

il
existe

un

certain
rang

n
0

telque
:8

n
>

n
0 ,

|u
n �

x
0 |6

↵
.

O
n

a
donc

:8
n
>

n
0 ,|f

(u
n
)�

`|6
",ce

quiprouve
que

f
(u

n
)

�!
n!

+
1

`.

26


