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ECE1-B 2015-2016

Définition (notion d’adhérence)

« On appelle adhérence de 'intervalle I, et on note I, l'intervalle I auquel
on a rajouté ses bornes finies. Plus précisément, on a :
1) si I a bornes finies (a,b) € R? : alors I =1 U {a,b} = [a,b].
(= wrai pour I =]a,b[, I = la,b], I =la,b], I =][a,b])
2) si I & borne(s) infinie(s) :
x sil=]—o0,b[oul =]~ 00,b],alors I =] — o0, b,
x si I =]a,+oo[ ou I = [a,+oo], alors I = [a, +00],

x si I =] — 00, +00], alors I = ] — 00, +00].

Notations du chapitre

ECE1-B 2015-2016

o On considérera des fonctions définies sur un intervalle I deR:| f:I — R

« Parmi les points considérés, on distinguera les cas suivants :
x xg € I : xg est un point de 'intervalle I,

x xg € I : y est un point adhérent a Iintervalle I i.e. un point de I ou
une extrémité de I (méme si cette extrémité n'est pas un élément de
I).

Définition (notion de voisinage d’un point)
Voisinage d’un point
Soit I un intervalle de R et soit xy € I.
Soit f: I — R (f est une fonction définie sur I).
« On appelle voisinage (fermé) de x tout segment de la forme :
[0 — @, 2o + o] ol «v est un réel tel que a > 0.

« On appelle voisinage épointé (fermé) de x( tout ensemble de la forme
V\ {zo} ot V est un voissinage de xo.
Autrement dit, un voisinage épointé de xy est un ensemble de la forme :
[zo — o, mo[ U]z + o ol v est un réel tel que o > 0.

o On dit qu'une propriété relative & f est vraie au voisinage de z( s'il
existe @ > 0 tel que la propriété est vraie sur I N [zg — o,z + .

Exemple
: . z? 4 e”
On considére (de nouveau) la fonction f(z) = e
T
« Intéressons-nous tout d’abord au comportement de f en +oco. Pour ce
faire, on commence par déterminer la limite de % quand z — +o00.

Factorisons ce quotient & I’aide des termes dominants. On a alors :

f(z) 22 e e” w\vaH

x z(x+1) 2 141
ce qui permet de démontrer :

x X
lim E = lim — = +x@
r—+o0 X r—+00 I

@

On en déduit que la fonction f n’admet pas d’asymptote oblique en +oco.
(dans ce cas, on parle parfois de branche parabolique de direction ['axe
des ordonnées)

o Intéressons-nous maintenant au comportement de f en —oo. Pour ce
f=

faire, on commence par déterminer la limite de =~ quand z — —oo.

Factorisons ce quotient a I’aide des termes dominants. On a alors :

f(z) x2 4+ e* 22 M\w+~

x z(x+1) 22 1+ 1
ce qui permet de démontrer :

2
lim ‘,\,@v = lim a‘w =1
T——00 X T—>—00 I

Il reste donc & déterminer la limite de f(z) —z. On a :

22 +e* e’ —x -z m‘wLﬁH
f@) =2 = = =" = o7 T T 15T

T

o1
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I. Notion de limite d’une fonction

I.1. Limite finie d’une fonction en un point x5 € R
I.1.a) Définition
Définition

Soit f: I — R.

Soit g € T et £ € R.

e On dit que f admet une limite finie au point z( s’il existe £ € R tel
que :

Ve>0, Ja>0,Veel, (Jlt—xo] <a = |f(x)—¢ <)

o On notera alors lim f(x) =¢ou f(z) — £.
T—T0o T—x0

Remarque
« Notons tout d’abord que :
lr—a20]<a & —a<z—a29<a & pp-—a<z<rta
et |f(z)—4<e & —e<flz)—l<e & [l—e<f(x)<l+e
o L’idée derriére la propriété de limite est que 'on peut rendre f(x) aussi

proche que l'on veut de £ (f(z) est e-proche de ¢) dés que z est suffi-
samment proche de xg (z est a-proche de xg).

« On peut adopter une présentation légérement différente :

Ve>0,3a>0,Ve el N [zg— a,x0+af, |f(z) -4 <

Cette propriété signifie qu’on peut controler ’écart entre f(x) et £ (le
rendre plus petit que n’importe quel €) & condition de prendre x dans
un voisinage de o adapté.
« Le voisinage adapté dépend du e choisi au départ.
Plus € est petit, plus & devra étre proche de xg, donc plus « sera petit.
« Notez que le point xg peut étre une extrémité de I. Cette extrémité n’est
pas forcément un point de I (prendre par exemple I = [—2, 5] et g = 5).

ECE1-B 2015-2016

IV.2. Asymptote horizontale
Définition
Soit f: 1 — R.
1) Soit I d’extrémité supérieure +oc.
On dit que la fonction f admet 1’asymptote horizontale y = ¢ en

+oo si f admet la limite £ € R en +o0 A&.mA _:Lw flz) = v
T—>+00

2) Soit I d’extrémité inférieure —oo.
On dit que la fonction f admet 1’asymptote horizontale y = ¢ en

—oo si f admet la limite £ € R en —o0 A@..@ mmp flz) = NV.

Exemple
et —e™®
e’ +e

Cette fonction est définie sur R puisque son dénominateur ne s’annule ja-

On considére la fonction f(z) =

mais. Si l'on souhaite tracer le graphe de f, on s’intéresse au comportement
de f aux bornes de son intervalle de définition i.e. en —oo, en +00. On a :

e —eTT et 1 e
[0 P e |
et 4 g% @H 1+e 2T o 1o
On en déduit que f admet "asymptote horizontale y = 1 en +o0.

—eT  eTT 2]
= — = — - 5 |H—
f) = e?+e T e % e+ 1as-o0
On en déduit que f admet 'asymptote horizontale y = —1 en —oo.

Y
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Fonction f: I — R possédant une limite en une extrémité de 1

Ici, zp est une extrémité de I qui n’est pas forcément contenue dans 1.

1)

2)

8
o
I
' Q

Z(

Dans la premiére figure, on a considéré :

o I =]a,bl et f: I — R. En particulier, f n’est pas définie en a.
e zp=a.Onaalors: I N [rg— a,zo + ] = |xo, o + .

La fonction f admet une limite en xg = a, notée £ sur le dessin.
Exemple

f:x— z In(z) est définie sur |0, +00[ et admet une limite en 0.

Plus précisément, on a : lim f(z) =0.
z—0

Dans la deuxiéme figure, on a considéré :

o I =]a,b[ et f: I — R. En particulier, f n’est pas définie en b.
e xg=0.Onaalors: I N [zg—a,z0+a] = [zg — a, z0].

La fonction f admet une limite en xg = b, notée ¢ sur le dessin.
Exemple

f iz — x In(—z) est définie sur | — 0o, 0] et admet une limite en 0.

Plus précisément, on a : lim f(z) = 0.
—0

ECE1-B 2015-2016

IV. Déterminer les asymptotes d’une fonction

De maniére générale, tracer la courbe représentative d’une fonction
f est une tache ardue. Afin que cette courbe de f soit la plus précise
possible, on s’intéresse notamment aux tangentes de f en certains points.
S’intéresser & la tangente en un point xg a plusieurs avantages :

x les tangentes sont des droites (donc facile a représenter),
x ’équation d’une tangente est simple a déterminer,

x la fonction f a le « méme comportement local » (au voisinage de xg)
que sa tangente au point x.

Lorsque la fonction f n’est pas définie en xg (avec éventuellement zop = 400

ou xy = —00), son comportement est fourni par sa limite (si elle existe!) :

1) si a_mwo f(z) = £ € R : on prolonge la fonction f par continuité en
en posant f(zo) = L.

2) si MWWD f(z) = oo : on étudie l'existence de branche infinie de f en xg.

Les branches infinies de f possédent des avantages comparables aux tan-

gentes :

x ce sont des droites (donc facile a représenter),
x leur équation est simple & déterminer,

x la fonction f se rapproche asymptotiquement de ses branches infinies.
Autrement dit, f ale méme comportement asymptotique que ses branches
infinies.

En résumé, on peut voir les branches infinies comme ’analogue
des tangentes en les points ou f n’est pas définie et ne peut étre
prolongée par continuité (—oo et 400 inclus).

47



"UOARID 9] IOAS] SURS 9([INOD Bs 190w} nod U0, Is 0 U0 9NuUIjUod 1S9
UOT)OUOJ 9UN : 990AT e ONA 9)INUIU0D '] op (uonjewxoidde s1gtmeid suuoq
stet 930a1100ul) atpoidde,[ © 910ATLI B[R)) "0x U6 JNeS UN )us9Id WOTIOUO]
'] anb j1e] np juataold 0x UL SIUY ST OP 9OUISR,] ‘SOINST XNOP S INOJ

anb.aewayy

"0z ua aruty 9jTmIl] op sed dUOP joMWIpPR,U [ UOI}OUO] B

Am —3
' Juepuodsol10d) ONa[( opue( e[ SUEP 9FRWII INJ[ JUO SIUSUIY[Y SO] SNOY

juop O0x op oJeUISIOA oD I9ATNOI} nod oU U0 ‘yuomIuIepedald ouruIo))

‘(uorgruygep op o[rearajur ] op jutod ‘0 uo oruy9p 3180 f) [q‘D[> q = 0z
D9AR Y < [@‘D[: [ UOI}OUOJ oUN SIYPISUOD O ‘DINSY OPU0ILS B[ SUR( (g

0z we aruy ojtwl] 9p sed OUOP jowpR,U f UOIIOUOJ Rr]

"98N0I opuR( e[ sURP 9FRWI N[ JUO SJUSWY[ SI SNOY Juop 0x

op oSeutsioa op 10anon) nod ou uo ‘(98nor epueq) m = 3 puoad uo,[ 1g

(0x) [ = 7 yrene o ‘Ox UL ) SIUY SJIUI] SUN JIR)JOUIPE UOTJOUOJ ©[ IG

‘(uoryruygep op o[earajur,] op jutod ‘0z uo oruy9p 3180 [) |q ‘][> Oz
D9AR § < |q‘p[: [ UOI}OUOJ oUN 2IYPISUO0D U0 ‘oINS orgtuiold o] sue( (I

W W

7 © 0x jqurod ne ajtuwuI] op sed juepassod au Y + [ : / uorouoqg

9102-G10¢ d-THOH 9T02-S10¢

qd-TdDH



ECE1-B 2015-2016

I.1.c) Unicité de la limite d’une fonction en un point

Théoréme 1.
Soit f: 1 =R et soit xg € 1.

o Si f admet au point xo une limite finie £ € R, celle-ci est unique.

e lim f(z)=6€R

T—x0

o lim f(z)=406€R

T—rxQ

= &HH@M

Démonstration.
Supposons par 'absurde qu'’il existe £1 et f5 deux réels tels que :

x lim f(z) =/ et lim f(x)=14{y

T—=T0 T—T0
x ZDZQH = va i.e. U1 # ls.
Quitte a renommer ¢; et o, supposons que £1 < f5. Soit € > 0.

1) Comme f(z) ”v £y, il existe ag > 0 tel que :
T—rTQ

Veel N [zg—ai,zo+ 1], [f(z)— 4] <e.

2) Comme f(z) s 4y, il existe ap > 0 tel que :

Ve eI N [zo— oo, 0 + 2], |f(x) — o] <e.
Cette situation est résumée par la représentation graphique ci-aprés.
€ 3 € 3

! ” ] ”
l —¢ b lh+e ly—e b

by + e
Notons o = max(a1, ag).

On a alors : [xg — o, o + o] C [xg — a4, 20 + ] (pour i € {1,2}).
Soit = € [xg — a, zp + a.

o D’aprés 1), f(z) est situé dans U'intervalle rouge.

o D’aprés 2), f(x) est situé dans I'intervalle bleu.

Impossible! On a donc démontré, par 'absurde, que ¢1 = 5. 0

ECE1-B 2015-2016

En conclusion de ce chapitre, prenons un peu de recul
En mathématiques, deux mondes se codtoient :

x le monde discret qui est composé des ensembles finis ou dénombrables
ainsi que des objets obtenus par un nombre d’opérations au plus dénom-
brable. Par exemple, une somme finie ou une somme infinie indexée sur
N (on en reparlera!) ou encore une suite (qui par définition prend un
nombre au plus dénombrable de valeurs) sont des objets discrets.

x le monde continu qui est composé des ensembles équipotents a R
(i.e. en bijection avec) ainsi que des objets obtenus en utilisant autant
d’opérations qu'il y a de réels. Par exemple, une fonction réelle (qui
peut prendre a priori autant de valeurs qu’il y en a dans R) est un objet
continu.

Evidemment cette distinction n’a de sens que parce que l'infini dénom-
brable (i.e. le nombre d’éléments dans N) est plus petit que le nombre
d’éléments dans R (les ensembles N et R ne peuvent étre mis en bijection).

« Dans ce chapitre on étudie des objets du monde continu (les fonctions
réelles). On y a étudié la notion de limite finie qu’on a appelé ici conti-
nuité.

« Dansle CH 6, on a étudié des objets du monde discret (les suites réelles).
On y a étudié la notion de limite finie qu’on a appelé convergence.

Autrement dit, on a défini la méme notion dans deux mondes différents, ce
qui explique que ’on retrouve les mémes théorémes et les mémes techniques
de démonstration !
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1.2. Limite infinie en un point
Définition
Soit f: I — R et soit xg € 1.

1) On dit que f admet la limite +00 au point xg si :

VB >0, 3a>0,Vzel, (t—x|]<a = f(r)>B)

On notera alors lim f(x) = 400 ou f(x) — +oo.
T—T0o T—rx0

2) On dit que f admet la limite —oo au point z si :

VB>0,3a>0,Vzel, (x—x|<a = f(z)<—-B)

On notera alors lim f(z) = —oco0 ou f(z) — —oc.
T—x0 T—=T0

Remarque

Cette notion signifie que 'on peut rendre f(x) aussi grand que ’on veut
(i.e. plus grand que n’importe quel réel B fixé 4 'avance) en choisissant
x suffisamment proche de xq.

On peut adopter une présentation légérement différente :

1) VBER, Ja>0,Vz el N [zg—a,z0+ ], f(z) > B

2) VBeR, Ja>0,Vz el N [xzg—a,z0+ 0], f(z)<B

L’¢lément g € I de la définition est forcément une extrémité de I qui
n’est pas dans [ : si f est définie en xg, f ne peut pas tendre vers +oo

en xg sinon f(xg) serait plus grand que n’importe quel B > 0 choisi &
I’avance.

Pour que les notations telles que lim f(z) = +o0o soient valides, il faut
Tr—T0

vérifier qu'une telle limite, lorsqu’elle existe, est unique.
C’est bien le cas!

10
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II1.2.b) Cas des limites infinies

Théoréme 15.

Soient f,g: I — R et soit 29 € I (ou 9 = +00, ou g = —00 ... ).
Supposons qu’au voisinage de xg, on a : f < g.

On a alors :

a) Si lim f(x) =400, alors lim g(z) = +oo.

T—T0o T—x0

b) S lim g(x) = —oo, alors lim f(z) = —o0.

o [ < g au voisinage de xg

e lim f(z)=+4oc0 = aFHwo 9(z) = +o9
T—x0

o f < g au voisinage de xg
= lim f(z)= -0

o i =—
2255, 9(7) = —e0 s
Démonstration.
a) Soit B > 0.
« Comme lim f(z) = +o0, il existe un voisinage V,\, tel que f(z) > B.
T—T0

o D’aprés ’énoncé, il existe un voisinage Swo tel que, pour tout x € Sw%
ona: f(z) < g(x).

On en déduit que pour tout = dans le plus petit de ces deux voisinages :

B < f(z) < g(z) et donc g(x) > B.
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Dans ces deux figures, on a considéré :
o I=Ja,blet f: T =R
o 2o €]a,bl.

Comme dit précédemment, xg est une extrémité de U'intervalle I qui n’est
pas un point de I.

1) Dans la premiere figure, on a choisi B = 2. On doit alors étre capable
de trouver un a3 > 0 tel que pour tout x dans [zg — a1, xo[ (i-e. x
suffisamment proche de xg), les valeurs de f(x) se retrouvent dans la
bande rouge.

2) Dans la seconde figure, on a choisi By = 4,5 > Bj. Il faut donc choi-
sir un voisinage de xg plus petit pour assurer que les éléments de ce
voisinage auront leur image dans la bande bleue.

1.3. Extension de la notion de limite en un point
I.3.a) Limite finie 4 gauche et limite finie a droite
Définition
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.
Soient zg € I et £ € R.

1) On dit que f (définie & gauche de z) admet £ € R comme limite finie
a gauche au point g si f|; [ admet £ € R comme limite au point
Zo-

(on considere f sur l’ensemble des points strictement a gauche de x¢)

—00,T0

Autrement dit, si la fonction f vérifie la propriété :

Ve>0, Ja>0, Ve el, (xp—a<e<zy = |fx)—¢<e)

On notera alors lim f(x) =fou lim f(x)=/Lou f(z) — ¢

=T T = Ty TTo
x < T

12
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Remarque
Les remarques précédentes s’appliquent encore.

« Cet énonceé reste vrai lorsque xgp = +o00 (I est alors d’extrémité +o0o) et
xo = —o0o (I est alors d’extrémité —oo).

« Ce théoréme peut étre utilisé avec une hypothése énoncant une inégalité
stricte. La conclusion reste la méme.

f@) < o) < h@)
T T

R

0z

« Attention, on ne peut parler de passage & la limite pour cet énoncé
puisqu’on démontre que g admet une limite en xg et qu’on ne le sait
pas initialement.

o Ce théoréme d’encadrement fait partie des techniques pouvant étre uti-
lisées pour lever une F.I. : g) Utilisation d’inégalités.

Exemple
2
o Déterminer la limite de f(z) = W+‘$ en +oo.
— |z
« Déterminer la limite de g(z) = +=— en 0.

2]
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I.3.b) Extension au cas des limites infinies & gauche et a droite
Définition
1) Ondit que f admet la limite 00 (resp. —00) a gauche en xo si f|]_oq 4
admet une +oo (resp. —oo) comme limite en x.
(exercice : écrire les propriétés mathématiques correspondantes)
2) On dit que f admet la limite 400 (resp. —oc) & droite en zg si f|)z) 4o
admet une +oo (resp. —o0) comme limite en x.
(exercice : écrire les propriétés mathématiques correspondantes)

Exemple
Quelles sont les limites gauche et droite de g R /&AS U M% en 07
I.4. Limites en ’infini
Définition (limite en +00)
Soit f: I — R et I un intervalle d’extrémité supérieure +oo.
1) On dit que f admet la limite ¢ en 400 si :
Ve>0,3A>0,Vzel, (z>2A = |f(z)—¢<¢e)
On notera alors awwﬂoo f(z) =12 ou f(x) oo L.
2) On dit que f admet la limite +00 en +oo si :
VBeR, JA>0,Vzel, (x> A = f(z)>B)
On notera alors awmwoo f(z) = 400 ou f(x) o, Too
8) On dit que f admet la limite —oco en +oo si :
VB>0,3A>0,Vzel, (x2A = f(z)<—-B)
On notera alors &Ww@oo f(z) = —oc0 ou f(x) Wh, T
14
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€ e € 5
| |
T T
ly —¢ b ly+e 11 —¢ b U+ ¢
. b — 0 : :
On choisit € = —3 (permet de valider ce dessin).
o Comme f(z) — /1, il existe A\mc (un voisinage de z tel que, pour tout
T—xQ
x € VL, Vintervalle rouge contient f(z).
o Comme g(x) — {9, il existe Nm: (un voisinage de g tel que, pour tout
T—T0
x € V2, I'intervalle bleu contient f(x).

On en déduit que, sur le plus petit de ces deux voisinages (i.e. sur <HHOD<HMOV
on a f > g. Mais alors sur <D<HHOD<%O ona: f>g et f<yg.
Impossible! O

@ Ce théoréme ne permet pas de démontrer qu’une fonction admet
une limite mais permet de comparer des limites existantes.

Remarque
Les remarques du théoréme précédent s’appliquent a cet énoncé.

o Cet énoncé reste vrai lorsque zg = +oo (I est alors d’extrémité +0o) et
2o = —o0 (I est alors d’extrémité —oo).

o Ce théoréme peut étre utilisé lorsque f est comparé a g par une inégalité
stricte. Cependant, la conclusion reste une inégalité large.

e f < g au voisinage de xg
o Jim f(z)=0 = 0 <l

o lim g(z) =14y

T—rx0

(par passage & la limite, les inégalités strictes deviennent larges)
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1.5. Continuité d’une fonction en un point
I.5.a) Continuité de f: I — R en un point zy € I
Définition
Soit f: I — R et soit zg € I.
« La fonction f est continue au point zy € I si elle admet une limite finie

¢ € R au point xg.

Remarque
o Comme 2 € I, si f admet la limite finie £ € R alors £ = f(z9).
(d’apres le Théoréme 2)

« Ainsi, on a la caractérisation suivante :

f: I — R (définie au point xp) est continue au point zg € I

& lim o f(z) = f(zo)

T—x0

& Ve>0,3a>0,Veel, (lx—xo] <a = |f(x)— f(zo)| <e)

I.5.b) Prolongement par continuité d’une fonction f: I — R en
un point zy extrémité de I n’appartenant pas a ’intervalle

1

Théoréme 4.
Soit f: 1 —R.
Soit xo un point de I n’appartenant pas a I (f non définie en xg).

Supposons que : lim f(x) =L € R.

T—x0
Alors la fonction :

f | ru{z) — R
. = A f(x) 51T € I
/ $1x = T
est définie sur I U {zo} et est continue en xg.
Elle est appelée prolongement par continuité de f en xg.

16
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Démonstration.
Supposons que f admet une limite finie £ € R en z.

a)

b)

c)

@ Ce théoréme ne permet pas de démontrer qu’une fonction admet

On procéde par 'absurde.
On suppose donc :

x quil existe a1 >0 tel que : Ve € I N [z — a1, z0 + 1], f(z) > u,
x et que £ < u.

L’idée de la démonstration est contenue dans le dessin suivant :

€ €
ﬁ |
{—e¢ ¢ {+e U
Pour que ce dessin soit valide, il faut choisir € > 0 tel que £ 4+ ¢ < u.
. u—4{
On choisit alors € = 5
Comme f(z) — ¢, il existe ag > 0 tel que :

T—xQ
Ve e IN[zy— ag,zo+ g, |flx) -4 <e

Ce qui revient & dire que, sur cet ensemble : £ —e < f(z) < L +e.
Notons o« = min (aq, ag). Soit € I N [zg — g, g + az]. Alors :

x f(z) est dans l'intervalle rouge,

x f(z) est dans U'intervalle bleu.

Impossible!

Si f < w,alors —f > —v et donc, par le point a) précédent, —¢ > —v.
On en déduit que £ < v.

Combinaison des points a) et b). O

une limite mais permet de comparer des limites existantes.
On ne peut « passer a la limite » dans une égalité que si les objets
qu’on considére possédent une limite.
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Remarque

« Le test par rapport & f(xg) est important.
Considérons la fonciton f suivante.

f IR = R
0 siz#0
v AH sizx=0

Ona: lim f(x)=0= lim f(z).
z—0~ z—0t
Cependant, f(0) =1 # 0 donc la fonction f n’est pas continue en 0.
o Ce théoréme est particuliérement utile lorsque I'on considére des fonc-

tions qui possédent une définition par cas.

Exemple

o La fonction f : z — |x| est continue en 0 puisque :
x lim fz) = lim f)_oolx) = lim —z =0,
x Jim f(z) = Iy Floooi(®) = lim oz =0,

x et f(0) =1]0] = 0.
« La fonction g : z — |z n’est pas continue en 3 puisque :

x lim g(z) = lim gpag(z) = lim 2 = 2,

r—3— x—3 x—3
< Jim g(@) =l gpa(e) = lim 3 =3,
x et g(3) = 3.

Dans le cas ou la fonction f : I\ {zo} — R n’est pas définie en zp, on
cherche a savoir si on peut la prolonger par continuité en xzg.

18
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I1.7.d) Changements de variable

Faire un changement de variable permet de modifier le « point » ou
I'on cherche la limite.

Exemple
o Limite de f(z) = 22 ex en 0 (on pourra poser X = 1)

o Limite de g(z) =Inz x In(Inz) en 1 (on pourra poser X =1nz)

I1.7.e) Croissances comparées

Cette technique est souvent combinée & celle de mise en facteur du
terme dominant.
Exemple o2 (21

« Limite de f(z) = —5 en +oo. « Limite de g(z) =

= 023 7 en “+00.

(Inz)

I1.7.f) Utilisation du taux d’accroissement

Théoréme 11.
Si f: I — R est dérivable en xg € I alors, par définition, on a :

. f(@o +h) — f(z0) /
H_, =
@) | lm ) f' (o)
b) | lim f@) = flzo) = f'(xo) (formulation équivalente)
T—TQ T — X0
On a notamment :
L
m & o1 lim 202 lm 2%
z—0 xT z—0 xT z—1 xz—1
Exemple
« Limite de f(z) = (1+ amvia en 0.

« Limite de g(z) = (14 2)" en +oc.
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II. Limite des opérations sur les fonctions

I1.0. Notations de cette section

Dans tout ce qui suit :
x on considére des fonctions f et g définies sur un intervalle I,

« on considére un « point » xg de R = R U {—o00, +00} et des limites finies
£,0,0y € R.

x il est supposé que f et g possédent une limite (finie ou non) au point
xZQ.

Cette notation concise (a I’aide de R) permet de faire apparaitre les résul-
tats sous forme de tableaux envisageant tous les cas.

On parlera de forme indéterminée (et on notera F.I.) quand on ne peut

déterminer, de maniére générale, la limite d’une opération sur les fonctions.
Dans ce cas, il faudra faire une étude au cas par cas.

II.1. Limite d’une somme f + g

Somme : lim (f+ g)(x)
T—T0
lim f

. - 12 +00 —00
i

2 U+ 0o 400 —00

+ oo +00 +00 F.I

— 00 —00 F.I —00

Ce cas améne donc a considérer une F.I. :| +oo — o0

20
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I1.7. Lever une F.I.

Tout d’abord résumons les F.I. rencontrées lors de 1'étude des diffé-
rentes opérations algébriques :

2
\
2
%
2
oo
JE

Afin de lever un F.I., on pourra penser a utiliser 'une des méthodes (plus
généralement une combinaison des méthodes) suivantes.

a) Factoriser par le terme dominant (i.e. celui ayant la plus forte crois-
sance).

b) Penser a la quantité conjuguée.

¢) Pour les fonctions puissances : retour a la définition a l’aide des fonc-
tions exp et In.

d) Faire apparaitre une limite connue par changement de variable.
e) Penser aux croissances comparées.
f) Utilisation du taux d’accroissement.

g) Utilisation d’inégalités.

I1.7.a) Factoriser par le terme dominant

Exemple

1) Dans le cas de fonctions rationnelles :

—522 + 37 — 4
o Limite de f(z) = aw.w|w en +00.
22 —
|

« Limite de g(x) en —oo.

5220 + 322 — 2z
Définition

Une fonction f est appelée fonction rationnelle si elle le quotient de
deux fonctions polynomes.

33



1¢

x% 9S.490UL,] 42LIPISU0D P JoULLAA 199,)
‘sod apnuun,s au [ janbay uns 0x ap ggurody abvursion un 359 °TA : 9j0N])

J
0 oo T %A s 0 > [ 1§
J
0 oot 1 M ms 0 < /18
0z
00— oo+ 0=7 | 079 #
0z
A&VM WI[ : 9SISAUT

f

= 9SJIOAUL] Op oYWl ‘¢TI
1

"SOUSTS SOp 9891 B[ Ied SQUUOP JUOS SIRINSAI SI[ : SOIUPUI SOIIWI] SOP Se))

O X O . H,m” oun M@H@@EEOO e UQOU ouuWIe seo @O
00+ 00— Td oo+ 00— 00 —
00— 0o+ Td 00— oo+ 00 +
Td Td 0 0 0 0=79
004 00— 0 ety Ggn 0> 7%y
oco— oo+ 0 T Gy 0<%

5y
00— oo+ 0="% | 0> | 0<Y .
J
0z
(z)(6 x f) wp : ympoig

b x § ympoad unp oywiry ‘¢TI

9102-G10¢ d-TdDH

43

0044

e — (2)f sy
FL=8X ¢ = 8 =T (z)J : enb ympop ue uQ
28 48
O+<4—T T . TG 6400+
T < mn_lﬂlgﬁwo& ~ 0T+76 (&

oo+

TQ (&=, IR X Ly ~ Aw\am + m\awvmhw + xg) : onb ympap we uQ

OO+4—T N.H.ﬂ N\&w N\H.w 8400+
«— 47 = +1= e, r ~ . Te+, T
I ; 1 g T g, e p—Te+ 18 (&
)00+
el = (2g)(wg) (g ~  (F+2g)(F+2e)(F+2g) = (¥ +2¢) : sUIY
P - e T g 0
¥ ¥ +xg
0T + 26
] = () : red oTUgOP [ UOTIOUOJ B] OP OO+ U OYIWI
¢ (-2 + ¢ 8)g(y + 7€) i e e 9010I0X
O
0z x)b
J=7x1 — ()6 x % = (%) f : o1m9,p yPnS 11 (9
oz (T)6 (7)Y % (
I=TIXT < X = P OILIDY.P NS T (¢
(o " @ T
T=TXT X = 011109, VNS 1T (¥
@y @) (@yx(@)f
9T0¢-S10¢ qd-TdDH



ECE1-B 2015-2016 ECE1-B 2015-2016

I1.4. Limite d’un quotient 3) Transitivité :
Quotient : lim S () flx) ~ g(x)
&lvao .Q “h.‘vnﬁo ﬁ & ~ \N\ .&.
lim f g(x) 2 h(z) f(x) ez (@)
. o NH >0 NH <0 NH 0 —+00 —00
s
4) Compatibilité avec le produit :
ly >0 b N‘H 0 +oo o ) 74 p
ly ly
¢ ¢ flx) ~ g(x)
& < 0 1 ‘H 0 _ + Tz N
2 % % oo 00 ha) ~ i) = f(z) x h(z) 2 g(x) x t(z)
Tz
lo =0
ctg>0 ~+00 —00 F.I 400 —00
7 =0 5) Compatibilité avec le quotient :
etg<0 —00 +00 F.I —00 400
+00 0 0 0 FIL FL J@) , 9@) _ @ 9@
h(z) ~ t(x) h(z) === t(x)
H‘V.\HO
-0 0 0 0 F.I F.I
6) Equivalent et limites :
0
Ce cas améne donc a considérer deux F.I. : 0 x
~ f@) ~ o)
Application a la continuité en un point g(z) — ¢ = f(2) oran ¢
T—rx0
Propriété
Soient f: I — R et g: I — R deux fonctions. (avec € limite éventuellement infinie)
Supposons que f et g sont continues en un point xg € I. Démonstration.
Alors les fonctions : 1) 11 suffit d’écrire : f(z) =1 — 1.
x somme f + g, f(z) =20
i 1 1
x produit fxg, 2) 1l suffit d’écrire : 9(x) = — — =1
. \v . . . .\A%v (x) z—xg 1
x quotient = (si g ne s’annule pas sur un voisinage épointé de xg), ()
g

sont des fonctions continues en xg.

g
3) 1l suffit d’écrire : @) = M
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Exemple
. 1 _ . _ wHwATmC:ﬂvm
¢ w:lﬁo e = 8WHLWOO e’ = oo e lim e —o3-Inz = lim e* =
x>0 alvm.oo r——3
o

I1.5.b) Application : calcul de limites par changement de variable

On s’intéresse a la fonction h :  — z Inz (définie sur |0, +00[). Plus
précisément, on souhaite déterminer la limite de A en 0.

e Ona:limax=0 et lim Inzx=-
z—0 x—0

< on est donc amené & résoudre une F.I.

In(1) AT -z
1

= i =—zlnz = —h(x)

« On remarque que :

T

In wv

— on a donc h(x) = —

8=

Inx
« La fonction h apparait comme composée de la fonction g : © — ———
x

et de la fonction f:z — w

« On applique alors le théoréme de composition a cette nouvelle écriture :

1
[} w - = IT
aﬂmﬁ T o0 . Fﬁv . Inx
1 &:B%H:E —— =0
e lim - = =0t (3) votee
T—+o0 €T
Onadonc: lim zlnz = 0.
z—01

Remarque

Gréce a cette technique de changement de variable, on est passé d’un calcul
de limite en 07 & un calcul de limite en +oo. En déplacant le probléme,
on a levé la F.I. et ce grace & nos connaissances sur le comportement des
fonctions en +oo (¢f paragraphe sur les croissances comparées plus loin).

ECE1-B 2015-2016
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Remarque

« On peut écrire le résultat de ce théoréme sous la forme d’une échelle de
comparaison asymptotique :

Ya > 0,¥b > 0,Yg > 1, (Inz)’ << 2% << ¢°
+oo —+o0

« Cela signifie que la croissance asymptotique (i.e. en 4+00) logarithmique
est beaucoup plus faible que la croissance asymptotique polynomiale
qui est elle-méme beaucoup plus faible que la croissance asymptotique
exponentielle.

o Il faut savoir lire ce théoréme dans 'autre sens :

a X

Va > 0,Vb>0,q¢>1, lim H 400 et lim Q‘H.Too

z—r+00 Qﬂav@ - r—+o0 @

« Classiquement, on pourra choisir ¢ = e! ou ¢ = €2, ou ¢ = €° avec

¢ > 0 (on a bien ¢ > 1). Ceci permet de comparer le comportement
CcCIT

e
asymptotique de e et x%. Plus précisément : lim — = 4o00.
rz—+oo ¢
o On en déduit aussi que : | Va > 0,Vr €]0,1[, lim 27" =0
T—+00
. 1
11 suffit de remarquer que si r €10, 1], alors ¢ = — > 1.
r
1\* a°
On a alors : 2% r* = 2% Av =— — 0.
q q* T—+o0
o« Ainsique: | Va>0,¥b>0, lim z% (Inz)’ = 0
z—0t
, . o . 1
La démonstration se fait grace au changement de variable X = —.
x

29
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II.5.c) Limite d’une suite (f(un))nen

Théoréme 8.
Soit f : T — R et soit xg € 1.
Soit (un) une suite d’éléments de I.
Supposons que :
x (un) admet la limite xo quand n — 400,
x f admet la limite ¢ (éventuellement infinie) en xq.

Alors la suite (f(un)) admet la limite £ en xg.

On peut résumer cette situation comme suit.

o lim wu, =x¢

n—-+00 . L |
e lim f(z)=¢ = i fun) = lim f(a) = ¢
T—T

Démonstration. (partielle)
On se restreint au cas ot xg et £ sont des limites finis.
Soit € > 0. Comme f admet la limite £ en zg, on sait qu’il existe a > 0
tq :
Veel,(Jv—xo| <a=|f(z)— L <e)

Or u, € I. On peut donc appliquer la propriété précédente en x = u,, :
(Jun —xo] S = |f(un) — | <€)

Il suffit maintenant de constater que comme u, — g, il existe un
n—-+00

certain rang ng tel que : Vn = ng, |u, — 20| < a.

On a donc : Vn > ng, |f(un)—£| < €, ce qui prouve que f(uy,) " ¢ 0O
n—+oo
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Remarque

« On peut adapter cet énoncé aux cas xg = +oo (I est alors d’extrémité
+00) et g = —oo (I est alors d’extrémité —oo).

o L’idée derriére ce théoréme est de pouvoir écrire I’égalité suivante :

§W~.Woo ,\JA‘ESV -« ,\,Aﬁwﬂﬁoo Esv ‘

On ne peut cependant pas toujours enlever les « » puisque rien ne dit

que f est définie en lim w, (cet élément peut notamment étre infini).
T—T0

o Dans le cas o (uy) est convergente (i.e. si xg est fini) et f est continue
en zg € I (i.e. si £ est finie), ce théoréme permet d’affirmer que la suite
(f(upn)) est convergente.

Ce résultat est notamment utile pour les suites définies par une relation
de récurrence du type : up+1 = f(up).

o Ce théoréme peut aussi étre utilisé de maniére négative pour démontrer
qu’une fonction n’admet pas de limite en x.

Plus précisément, si (uy,) et (vy,) sont deux suites, on a le résultat suivant :

o :H.W Uy = Tg = :H.w Un
n—-+4o00 n—+o00 5 .
. . = n’a pas de limite en x
o lim f(un) # T (o) foap 0
n—+oo n——+o0o

(démonstration aisée par 'absurde)

Exercice
Démontrer que f : x — |z] n’est pas continue en 1.

On considére les suites (uy) et (v,) de terme général u,, = 1 — w et v, =
1+ 1.
n

e lim w, =1 = lim v,
n——+o0o n—-+oo

e flun) =[1-11=0—=0 et flv,)=[14+1]=1—1
Le résultat précédent nous permet d’affirmer que f n’a pas de limite (finie
ou infinie) en 1. En particulier, f n’est pas continue en 1.
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