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Exemple

@H

e 4+ 1
Donner son domaine de définition %y et démontrer que f est paire.

o La quantité f(z) est définie pour tout z tel que : e?* +1 # 0. Or
€2 +1 > 0. On en déduit que Zr =R.

On considére la fonction f : x +—

« Soit z € R.
e~ % % % 1 mw& e”
,\,A|.&v - @\MHAT 1 - % +1 T lge2r m‘& 1 x_vmwa - mex_v 1 - NARV

e2T

On en déduit que f est paire. Sa courbe représentative est donc symé-
trique par rapport a I’axe des ordonnées.

0.
-6 —4 —2 2 4 6
—0:5—
Définition
Soit I un intervalle symétrique.
Une fonction f: I — R est impairesi:| Vrxel, f(—z) = —f(x)

Remarque

« La courbe représentative d’une fonction impaire est symétrique par rap-
port & l'origine.

o Soit I un intervalle symétrique. Une fonction f : I — R est impaire si :

fo(=id) = (=id)o f

ECE1-B 2015-2016

b) On introduit la fonction g : © — f(z) — z. La question consiste a
démontrer que ’équation g(x) = 0 admet une unique solution.
« La fonction g est continue sur R comme somme des fonctions f et
x — —x qui sont continues sur R.

« Il faudrait alors faire I’étude de la dérivabilité de f (¢f chapitre a
venir) pour pouvoir en déduire le tableau de variations suivant.

x —00 YA +oo

Signe de ¢'(x) -

400
Variations de g /m
T~
—00
« Détaillons les différentes limites de ce tableau.

x lim f(z)=0et lim —z=+o0.

T——00 T——00

Donc lim g¢g(z) = 4o0.

Tr—r—00

x lim f(z)=0et lim —z=—o0.

T—+00 T——00

Donc lim g(x)= —o0.

T——00
« La fonction g est :
1) continue sur | — 0o, +00|,
2) strictement décroissante sur | — oo, +00].
Elle réalise donc une bijection de | — oo, +oo[ sur g(] — oo, +00]).
Or:
9(l =00, +o0]) =] lim g(z), lim g(z)[ =]~ o0, +oo|

Comme 0 € | — o0, +00[, I'équation g(z) = 0 admet une unique
solution ¢ € | — oo, +00].

« Or, par définition, £ = f(¢) € [0, w_ puisque f est & valeurs dans
[0, 3]-
[
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I1.2. Bornes d’une fonction

1.2.a) Notion de minorant / majorant
Définition

Soit f: 1 — R.

1) f est minorée (sur I) si elle admet un minorant :

Im e R, Vz eI, m< f(x)

2) f est majorée (sur I) si elle admet un majorant :

M eR,Vzel, flx) <M

3) f est bornée (sur I) si elle est a la fois majorée et minorée :

Im, M) eR®Vr eI, m< f(x) <M

ce qu’on peut aussi écrire sous la forme :

IM eR" Ve, |f(x)| <M

Remarque

Si une fonction f admet un majorant M (resp. un minorant m) alors elle
en admet une infinité. En effet, tout élément plus grand que M (resp.
plus petit que m) est un majorant (resp. minorant) de f.

@ hmmonEmMSmﬁi95@:@@@memomm%miﬁgm:mmoiwmm
forcément des valeurs prises par f.

et —e™®
Par exemple, la fonction f : z — prpe— est majorée par 1 (donc par
et +e

1.1, 1.5, e, 37, 1018 ...) mais 1 n’est pas atteint par f.
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Autre formulation
Si f: I — R vérifie les hypothéses du théoréme on a alors :

« Pour tout y compris entre f(a) et f(b), 'équation y = f(z) a une
unique solution dans l'intervalle [a, b].

« Ou encore : tout élément y compris entre f(a) et f(b) posséde un unique
antécédent par f dans [a,b].

Théoréme 10.
Soit I un intervalle d’extrémités a et b (éventuellement infinies).

Soit f: I — R une fonction continue et strictement monotone sur I.

1) f(I) est un intervalle d’extrémités lim f(x) et lim f(x).

T—a z—b
2) De plus, les intervalles I et f(I) sont de méme nature :
x fermés (comme [1,2], [1,+o0[, | — 0, 2]),
x ouverts (comme ]1,2[, |1, +oo], ] — 00,2]),

x ou semi-ouverts (comme |1,2], [1,2]).

Remarque

Les tableaux de variation constituent un outil de base dans la rédaction
des questions s’appuyant sur le théoréme de la bijection. Une fois établi,
un tel tableau permet la lecture rapide :

x des intervalles I de stricte monotonie de f,

x des intervalles f(I) correspondants.

Exercice
@H

e2r +1°
a. Démontrer que I'équation f(x) = w admet une unique solution u dans
I'intervalle [0, 4+o0].

On considére la fonction f: x +—

b. Montrer qu’il existe un unique réel £ tel que f(¢£) = ¢.

1
Justifier que : 0 < ¢ < 3>

25
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I.2.c) Notion de minimum / maximum local
Définition
Soit f: I —>Retxgel.

1) On dit que f admet un maximum local en zg si :

Ja>0Veel, |z —xzo| <a = f(z) < flzo)

2) On dit que f admet un minimum local en z si :

Ja>0Vzel, |r—zo| <a = flxo) < f(z)

Remarque
« Une fonction f peut admettre plusieurs maxima (resp. minima) locaux.
o Un maximum (resp. minimum) local d’une fonction f est un majorant
(resp. minorant) local de f.
Yy
La fonction f admet :
o un minimum local en xg.
o un maximum local en x7.

o un minimum local en xo.

La fonction f :

z o n'admet pas de maximum.

f(x2) o admet un minimum (glo-
bal) au point xy.

La fonction f n’admet pas de majorant. Elle admet une infinité de mino-
rants : tout réel m € R tel que m < f(xp) est un minorant de f. Parmi
ses minorants, on peut distinguer celui qui a le plus d’intérét.

ECE1-B 2015-2016

@ Comme le prouve cet exemple, 'image par une fonction continue
d’un intervalle est un intervalle qui n’est pas forcément de méme
nature.

Théoréme 7. (TVI - énoncé quater (!))
Soit f : I — R continue sur un intervalle I.

Si f est majorée, on note M = sup f. On note M = 400 sinon.
I

Si f est minorée, on note M = ﬁm f. On note M = —oco sinon.

Alors toute valeur z € lm, M| est atteinte par f sur I :
Vzelm, M[,Ja €I, 2 = f(a)

Théoréme 8. (théoreme des bornes)
o Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

o L’image par une fonction continue d’un segment est un segment.
Ce qu’on écrit sous la forme : « f([a,b]) = [m, M] ».

Démonstration.
La démonstration requiert des outils dont nous ne disposons pas en ECE.
Admis. O
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. e’ —e " | .. .
« La fonction g : z — P n’admet pas de minimum / maximum.
e? e~

y « La fonction g n’admet pas
de minimum / maximum.

o Elle est minorée par tout
réel m < —1.

o Elle est majorée par tout
réel M > 1.

o inf g=—1letsup g=1.
R R

1.3. Fonctions monotones
Définition
Soit f: 1 — R.

1) La fonction f est croissante sur [ si :

V(z,y) € I?, <y = f(z) < fy)

2) La fonction f est strictement croissante sur [ si :

V(z,y) €I*, <y = f(z) < f(y)

3) La fonction f est décroissante sur [ si :

Y(z,y) € I*, <y = f(z)> f(y)

4) La fonction f est strictement décroissante sur [ si :

V(z,y)eI’, <y = f(z)> f(y)

5) La fonction f est monotone sur [ si :
(f est croissante sur I) OU (f est décroissante sur I)

On définit de méme la notion de stricte monotonie.
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Théoréme 5. (TVI - énoncé bis)
Soit f: I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Soit (a,b) € I? tel que a < b.

Alors toute valeur comprise entre f(a) et f(b) est atteinte par f sur [a, b].

Enoncé dans le cas f(a) < f(b) :

7 Siz € [f(a), f(b)] alors Fa€la,b], z= f(a). 7

Enoncé dans le cas f(a) > f(b) :

7 Sizelf(b),f(a)] alors 3Jaclab], 2= fla). 7

Démonstration.
On fait la démonstration dans le cas f(a) < f(b) (autre cas analogue).
Soit z € [f(a), f(b)]. On considére alors la fonction g définie sur I par :

Ve el, glx) = f(x) — 2

< gla)=fla) =2 <0 et g(b) = f(b)— =2 >0,
x g est continue sur [.

Par le TVI (énoncé précédent), il existe « € [a, b] tel que : g(a) = 0.
Autrement dit, on a : f(a) = z. O

Autre formulation

Si f: I — R vérifie les hypothéses du théoréme on a alors :

« Pour tout y compris entre f(a) et f(b), 'équation y = f(z) a (au moins)
une solution dans U'intervalle [a, b].

« Ou encore : tout ¢élément y compris entre f(a) et f(b) posséde (au
moins) un antécédent par f dans [a, b].
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Théoréme 1. (théoréme de la limite monotone)
Soit f une fonction monotone sur I = ]a,b] (a <b).

(avec a € RU{—o0} et b € RU{+0o0})

1) Sizg €1 : f admet une limite finie a gauche et a droite en xy.

ECE1-B 2015-2016

. . . inf f(x) sif est minorée
a) si f est croissante,| lim f(x) =< =€l
r—a —00 sinon

sup f(x) sif est majorée
b) sif est décroissante,| lim f(x) = =€l
rora +00 sinon

n+1) On note ¢, =

3) Sixzog=>: [ admet une limite dans RU {—o00, 400} en xp.

sup f(x) sif est majorée
a) sif est croissante,| lim f(x) =< =€l
z—b +00 sinon

. . ) inf f(x) sif est minorée
b) sif est décroissante,| lim f(x) =4 =€l
z—b —00 sinon

Démonstration. (CULTURE)
Pour faire la démonstration, il faut connaitre la notion de borne supérieure
(et inférieure) d’une partie de R et sa caractérisation.

Si E C R alors le plus petit des majorants de F, lorsqu’il existe, est appelé
borne supérieure de F et est noté M = sup E.
On peut caractériser cette borne supérieure M de la fagon suivante.

e Vx € E, x <M (M est un majorant)
e Ve>0,Jxr € B, M—ec <z (M —en’est jamais un majorant)

On construit une suite de segments emboités [y, by] tels que :

. .\.AQ:V <0,

o f(by) >0.
On définit les suites (a,) et (b,) par récurrence.
b
0) Initialement, on pose ap = a, by =b et ¢y = @.w_.

1) Si f(co) <0, on pose a1 = ¢g et by = b.
Si f(co) > 0, on pose a1 = ag et by = cp.

2)

an + by,

2
Si f(en) <0, on pose an+1 = ¢, €t byr1 = by,

Si f(en) > 0, on pose an+1 = ayp €t byt1 = cp.

Les suites (a,) et (by) ainsi construites sont adjacentes. En effet :
e An+1 Z G,

=
b ?I.H < ?S
bp—1 — an—1 bo — ag
o by —a, = = ... = — 0.
" n 2 2" n—+oo
Ainsi, (ay) et (b,) sont convergentes et convergent vers la méme li-

mite ¢ = sup a,, = inf b,. On note au passage que a = ag < ¢ < by = b.

Or, par définition de ay, et by, on a: f(a,) <0 et f(by) = 0.
Comme f est continue, f(an) et f(b,) sont convergentes de limite

f(e).
Par passage a la limite dans les inégalités précédentes, on obtient :

fle)<0 et fle)=0

Ainsi, on a bien exhibé ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.
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Représentation graphique Exemple
y On considére la fonction suivante :
f o [L,5 — R
l—x sil<x<3
N 8 siz=3
3r+5 sid<x<5bh
/0 R R f n’est pas continue sur [1,5] car elle n’est pas continue au point 3 :
+ lim f(z)=-2#14= lim f(z)
I 3~ r—3+
V3---F---== Par contre, f est continue par morceaux sur [1,5].
! En effet, si 'on prend ag =1, a1 =3, ap =5, on a :
” o f est continue sur |1, 3[ et sur |3,5[.
x
3 o lim f(z)=lim 1 — 2 =0 (limite finie)
z—1+ rz—1
Comme f est croissante, le Théoréme 1 permet d’affirmer que la fonction aWH%\ fla) = me 1 -z = =2 (limite finie)
f admet une limite a gauche et a droite en tout point xg € I. lim f(z) = lim 3z + 5 = 14 (limite finie)
C’est notamment le cas en g = 3 € [0, +o0[. Détaillons ce cas : =3+ z—+3
o i — 1 — lim f(z) = lim 3z + 5 = 20 (limite finie)
amww\ \A.&v HHWW »\ /\W T—5~ T—5
1
e lim f(z)=1lm —-o+3=4 Remarque
T3+ z—3 3 " .
. . o On peut étendre cette définition & un intervalle I quelconque.
Pour autant, cela ne signifie pas que f est continue en 3. . . . .
, . o . Une fonction f est dite continue par morceaux sur un intervalle
Ce n’est pas le cas puisque : lim f(z) # lim f(x). ) )
z—3- z—3+ I si elle est continue par morceaux sur tout segment [a, b] C I.

« La fonction x — |x] est continue par morceaux sur R puisqu’elle est
continue par morceaux sur tout segment [a, b] (avec a, b dans R).

12 17
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Théoréme 3.

1) Toute fonction polynomiale est continue sur R.
P(z)
Q(z)

valle I sur lequel Q ne s’annule pas.

2) Toute fonction rationnelle f : x — est continue sur tout inter-

Démonstration.

1) La fonction x — 1 et la fonction x — z sont continues sur R (il suffit
de prendre o = €). On en déduit par somme, produit et produit par
un réel que les fonctions polynomiales sont continues.

2) La fonction f est continue sur I par quotient de fonctions continues
dont le dénominateur ne s’annule pas. 0

Application

De par ces propositions sur les opérations algébriques et la composition,
on pourra rédiger comme suit :

f est une continue sur I car f est la somme / produit / quotient (attention
au dénominateur) de fonctions continues sur I.

Exemple
1) On considére la fonction f : z +— zIn(x) — 1 définie sur RT*.
La fonction f est continue sur R™* car elle est la somme des fonctions :
x x + xln(x) continue sur R™ comme produit des fonctions :
(i) =+ x polynomiale donc continue sur RT*,
(i) x + In(z) continue sur RT*.
x =+ —1 constante donc continue sur R**,
o . L
2) On considére la fonction g : x — pora] définie notamment sur
2T _
10, +o0.
La fonction g est continue sur ]0, +o00[ car c’est le quotient de :
x la fonction z +— 2% + 1, continue sur ]0, +oc.

« et de la fonction x — e2*

s’annule pas sur ]0, +oc0].

— 1, continue sur ]0,+oc[ et qui ne

14
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I1.3. Composée de deux fonctions continues

Proposition 2.
Soit f : I = R continue sur un intervalle I.
Soit g : J — R continue sur un intervalle J.

On suppose de plus que : f(I) C J (pour que go f : I — R soit bien
définie).

Alors go f: I — R est continue sur I.

Démonstration.

Encore une fois, ce résultat global est un corollaire direct du résultat du
chapitre précédent sur la limite en un point de la composée g o f. 0
Exemple

1) Si f est continue sur I, alors : f2, |f|, exp(f) sont continues sur I.
2) Si f est continue et positive sur I, /f et In(f) sont continues sur I.
3) Dans la pratique, on rédigera comme suit.

a) Considérons la fonction h : ¢ — In(1 4 t) définie sur | — 1, 4o00[.

La fonction h est continue sur || —=1,400[ car c’est la composée
de :

x g:t+—t+1, continue sur ] = 1,400[| car polynomiale.
De plus, g({] —1,4+00[) C ]0,+o0[ .
x et de f:t+ In(t), continue sur ]0,+o0[ .

b) Considérons la fonction h : t — eV? définie sur [0, 4o0].
La fonction h est continue sur [[0,400[ car c’est la composée de :

x gt +/t, continue sur [0, +oo] .
De plus, ¢(}[0,+o0]) C R.

x et de f:t+ e, continue sur (R .
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