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ca
ra

ct
èr

e
cr

oi
ss

an
t

es
t

:

9(
x
,y

)
2

I
2
,

(x
6

y
)
E
T

(f
(x

)
>

f
(y

))

•
Il

es
t

im
po

rt
an

t
de

pr
éc

is
er

l’i
nt

er
va

lle
d’

ét
ud

e.

x

y
•

La
fo

nc
ti

on
in

ve
rs

e
n
’e

st
p
as

dé
-

cr
oi

ss
an

te
su

r
R
⇤ .

•
E

lle
es

t
dé

cr
oi

ss
an

te
su

r
R
�
⇤ .

•
E

lle
es

t
dé

cr
oi

ss
an

te
su

r
R

+
⇤ .

•
Si

f
es

t
cr

oi
ss

an
te
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es

p.
dé

cr
oi

ss
an

te
)
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�

f
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t
dé

cr
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ss
an

te
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es
p.

cr
oi
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an

te
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at
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it
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I
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f
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st
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in
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e
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.

2)
Si

f
es

t
st
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ra
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on
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n
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dé
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ra
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st

ri
ct

e
cr

oi
ss

an
ce

de
f
,o

n
a

:f
(x

1
)

<
f
(x

2
)

et
do

nc
:f

(x
1
)
6=
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m
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e
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rj
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9



E
C

E
1-B

2015-2016

O
n

construit
une

suite
de

segm
ents

em
boîtés

[a
n
,b

n
]tels

que
:

•
f
(a

n
)6

0,

•
f
(b

n
)>

0.

O
n

définit
les

suites
(a

n
)

et
(b

n
)

par
récurrence.

0)
Initialem

ent,on
pose

a
0

=
a,

b
0

=
b

et
c
0

=
a

+
b

2
.

1)
Si

f
(c

0 )6
0,on

pose
a

1
=

c
0

et
b
1

=
b.

Si
f
(c

0 )
>

0,on
pose

a
1

=
a

0
et

b
1

=
c
0 .

2)
......

n
+

1)
O

n
note

c
n

=
a

n
+

b
n

2
.

Si
f
(c

n
)6

0,on
pose

a
n
+

1
=

c
n

et
b
n
+

1
=

b
n .

Si
f
(c

n
)

>
0,on

pose
a

n
+

1
=

a
n

et
b
n
+

1
=

c
n .

Les
suites

(a
n
)

et
(b

n
)

ainsiconstruites
sont

adjacentes.E
n

effet
:

•
a

n
+

1 >
a

n ,

•
b
n
+

1 6
b
n ,

•
b
n �

a
n

=
b
n�

1 �
a

n�
1

2
=

···
=

b
0 �

a
0

2
n

�!
n!

+
1

0.

A
insi,

(a
n
)

et
(b

n
)

sont
convergentes

et
convergent

vers
la

m
êm

e
li-

m
ite

c
=

su
p

a
n

=
in

f
b
n .O

n
note

au
passage

que
a

=
a

0 6
c6

b
0

=
b.

O
r,par

définition
de

a
n

et
b
n ,on

a
:

f
(a

n
)6

0
et

f
(b

n
)>

0.
C

om
m

e
f

est
continue,

f
(a

n
)

et
f
(b

n
)

sont
convergentes

de
lim

ite
f
(c).

P
ar

passage
à

la
lim

ite
dans

les
inégalités

précédentes,on
obtient

:

f
(c)6

0
et

f
(c)>

0

A
insi,on

a
bien

exhibé
c2

[a
,b]telque

f
(c)

=
0.
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[
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[
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x
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I

:
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à
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0 .

2)
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a

:
f
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ite
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[
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1
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1
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x
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a)
si

f
estcroissante,
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a
f
(x
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=

(
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f
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I
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(x

)
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f
est

m
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a
f
(x

)
=

(
su

p
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I
f
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)
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f
est

m
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x
0

=
b

:
f
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ite
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R
[
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1

,+
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si
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=
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f
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)
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m
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f
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b
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I
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)
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f
est

m
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D
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P
ourfaire
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notion
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(et
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R
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caractérisation.

Si
E

⇢
R
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plus
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des
m
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E
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borne
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E
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noté
M

=
su

p
E

.
O

n
peut

caractériser
cette

borne
supérieure

M
de
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façon
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•
8
x
2

E
,

x
6

M
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m
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•
8
"

>
0,9

x
2

E
,

M
�

"
<

x
(M

�
"
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un

m
ajorant)
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)
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co
nt

in
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su
r

un
in

te
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I
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Si
a
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b

so
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I
(a

<
b)

te
ls
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e
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)
6
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A
lo
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2
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,b
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te
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ue
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=

0
.

D
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on
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ra
ti
on
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C
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)
=

f
(b

)
=

0
:t

ri
vi
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.P
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re
c

=
a
.

b)
C

as
f
(a

)
6

0
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f
(b
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>

0
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’a
ut

re
ca

s
es

t
an

al
og

ue
)

La
dé

m
on

st
ra

ti
on

se
ba

se
su

r
un

e
m

ét
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de
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«

de
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ot
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»
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n
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ut
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r
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m
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a
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a
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a
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18

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

O
n

se
lim

it
e

ic
i
au

ca
s

où
f

es
t

cr
oi

ss
an

te
(c

as
f
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⇥
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=
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ra
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at
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2
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2

I
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a

<
u

<
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te
lq

ue
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�
"

<
f
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)
6

M
.

P
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r
to
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x

te
lq
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u
6

x
<
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pa

r
cr

oi
ss

an
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de
f

:

M
�

"
<

f
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)
6

f
(x

)
6

M

E
n

no
ta
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↵

=
b
�

u
>
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:
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2

I
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b
�

↵
6

x
<

b
)
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)
�

M
|6
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⇥
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f
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t
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n
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it
A

2
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.
C
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m

e
f

no
n

m
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,
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u

2
I
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.e
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a

<
u

<
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te
l

qu
e

:
f
(u

)
>

A
.

P
ou

r
to

ut
x

te
lq

ue
u
6

x
<

b,
on

a,
pa

r
cr

oi
ss

an
ce

de
f

:

A
<

f
(u

)
6

f
(x

)

E
n

no
ta

nt
↵

=
b
�

u
>

0,
on

a
do
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:
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2

I
,(

b
�

↵
6

x
<

b
)

f
(x
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>

A
)

�
C
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e
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e
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s
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’u
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ti
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m
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ot
on

e
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m
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e
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it

e
en

to
ut
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e
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P
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ex
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on
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ut
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ér
er

la
fo
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on

f
:
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1
[

!
R

x
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p
x
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0
6

x
<

3
3
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x
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3

1 3
x

+
3
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x
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3
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.

11



E
C

E
1-B

2015-2016

E
xem

p
le

O
n
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la

fonction
suivante

:

f
:

[1,5]
!

R

x
7!

8<:
1�

x
si

1
6

x
<

3
8

si
x

=
3

3
x

+
5

si
3

<
x
6

5

f
n’est

pas
continue

sur
[1,5]car

elle
n’est

pas
continue

au
point

3
:

lim
x!

3 �
f
(x

)
=

�
2
6=

14
=

lim
x!

3
+

f
(x

)

P
ar

contre,
f

est
continue

par
m

orceaux
sur

[1,5].
E

n
effet,sil’on

prend
a

0
=

1,
a

1
=

3,
a

2
=

5,on
a

:

•
f

est
continue

sur
]1,3[et

sur
]3,5[.

•
lim

x!
1
+

f
(x

)
=

lim
x!

1
1�

x
=

0
(lim

ite
finie)

lim
x!

3 �
f
(x
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=

lim
x!

3
1�

x
=

�
2

(lim
ite

finie)

lim
x!

3
+

f
(x
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=

lim
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3
3
x

+
5

=
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(lim
ite

finie)

lim
x!

5 �
f
(x
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=

lim
x!

5
3
x

+
5

=
20

(lim
ite

finie)

R
em

arqu
e

•
O

n
peut

étendre
cette

définition
à

un
intervalle

I
quelconque.

U
ne

fonction
f

est
dite

continu
e

p
ar

m
orceau

x
su

r
u
n

intervalle
I

sielle
est

continue
par

m
orceaux

sur
tout

segm
ent

[a
,b]⇢

I.

•
La

fonction
x
7!

bxc
est

continue
par

m
orceaux

sur
R

puisqu’elle
est

continue
par

m
orceaux

sur
tout

segm
ent

[a
,b](avec

a,
b

dans
R

).

17

E
C

E
1-B

2015-2016

R
ep

résentation
grap

h
iqu

e

x

y

3

4

p
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C
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et

une
lim

ite
à

gauche
et

à
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x
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m
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•
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3 �

f
(x

)
=

lim
x!

3
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•
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=
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3 �
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.
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b
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f
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.
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⇥
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r

I
,

1 g
et

f g
so

nt
au

ss
i
co

nt
in

ue
s

su
r

I
.

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
O

n
ob

ti
en

t
ce

ré
su

lt
at

en
ap

pl
iq

ua
nt

à
to

us
le

s
po

in
ts

de
I

le
ré

su
lt

at
an

al
og

ue
én

on
cé

da
ns

le
ch

ap
it

re
pr

éc
éd

en
t

(c
on

ti
nu

it
é

en
un

po
in

t)
.

13



E
C

E
1-B

2015-2016

II.3.
C

om
p
osée

d
e

d
eu

x
fon

ction
s

continu
es

P
rop

osition
2.

Soit
f

:
I
!

R
continue

sur
un

intervalle
I.

Soit
g

:
J
!

R
continue

sur
un

intervalle
J
.

O
n

suppose
de

plus
que

:
f
(I

)
⇢

J
(pour

que
g
�

f
:

I
!

R
soit

bien
définie).

A
lors

g�
f

:
I
!

R
est

continue
sur

I.

D
ém

onstration.
E

ncore
une

fois,ce
résultat

globalest
un

corollaire
direct

du
résultat

du
chapitre

précédent
sur

la
lim

ite
en

un
point

de
la

com
posée

g�
f.

E
xem

p
le

1)
Si

f
est

continue
sur

I,alors
:
f

2,|f|,
ex

p
(f

)
sont

continues
sur

I.

2)
Si

f
est

continue
et

positive
sur

I, p
f

et
ln

(f
)

sont
continues

sur
I.

3)
D

ans
la

pratique,on
rédigera

com
m

e
suit.

a)
C

onsidérons
la

fonction
h

:
t7!

ln
(1

+
t)

définie
sur

]�
1
,+

1
[.

La
fonction

h
est

continue
sur

]�
1
,+

1
[

car
c’est

la
com

posée
de

:

⇥
g

:
t7!

t
+

1,continue
sur

]�
1,+

1
[

car
polynom

iale.

D
e

plus,
g
(
]�

1,+
1

[
)⇢

]0,+
1

[.

⇥
et

de
f

:
t7!

ln
(t),continue

sur
]0,+

1
[.

b)
C

onsidérons
la

fonction
h

:
t7!

e p
t
définie

sur
[0,+

1
[.

La
fonction

h
est

continue
sur

[0,+
1

[
car

c’est
la

com
posée

de
:

⇥
g

:
t7!

p
t,continue

sur
[0,+

1
[.

D
e

plus,
g
(
[0,+

1
[
)⇢

R
.

⇥
et

de
f

:
t7!

e
t,continue

sur
R

.
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T
h
éorèm

e
3.

1)
T
oute

fonction
polynom

iale
est

continue
sur

R
.

2)
T
oute

fonction
rationnelle

f
:
x
7!

P
(x

)

Q
(x

)
est

continue
sur

tout
inter-

valle
I

sur
lequel

Q
ne

s’annule
pas.

D
ém

onstration.
1)

La
fonction

x
7!

1
et

la
fonction

x
7!

x
sont

continues
sur

R
(ilsuffi

t
de

prendre
↵

=
").

O
n

en
déduit

par
som

m
e,

produit
et

produit
par

un
réelque

les
fonctions

polynom
iales

sont
continues.

2)
La

fonction
f

est
continue

sur
I

par
quotient

de
fonctions

continues
dont

le
dénom

inateur
ne

s’annule
pas.

A
p
p
lication

D
e

par
ces

propositions
sur

les
opérations

algébriques
et

la
com

position,
on

pourra
rédiger

com
m

e
suit

:
f

estune
continue

sur
I

car
f

estla
som

m
e

/
produit/

quotient(attention
au

dénom
inateur)

de
fonctions

continues
sur

I.

E
xem

p
le

1)
O

n
considère

la
fonction

f
:
x
7!

x
ln

(x
)�

1
définie

sur
R

+
⇤.

La
fonction

f
est

continue
surR

+
⇤

car
elle

est
la

som
m

e
des

fonctions
:

⇥
x
7!

x
ln

(x
)

continue
sur

R
+
⇤

com
m

e
produit

des
fonctions

:
(i)

x
7!

x
polynom

iale
donc

continue
sur

R
+
⇤,

(ii)
x
7!

ln
(x

)
continue

sur
R

+
⇤.

⇥
x
7!

�
1

constante
donc

continue
sur

R
+
⇤.

2)
O

n
considère

la
fonction

g
:

x
7!

e
2
x

+
1

e
2
x�

1
définie

notam
m

ent
sur

]0,+
1

[.
La

fonction
g

est
continue

sur
]0,+

1
[car

c’est
le

quotient
de

:
⇥

la
fonction

x
7!

e
2
x

+
1,continue

sur
]0,+

1
[.

⇥
et

de
la

fonction
x

7!
e
2
x
�

1,
continue

sur
]0,+

1
[
et

qu
i

n
e

s’an
nu

le
p
as

su
r

]0,+
1

[.
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