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Remarque
« Tout systéme homogéne admet au moins une solution, le p-uplet (0, ..., 0).
3z + 2y + z =0
z 4+ 5y + 2z =0

-4z + 2y + 7z =0

admet (0,0,0) pour solution.

o Un systéme homogéne admettant le méme nombre d’équations que d’in-
connues (n = p) est donc de Cramer ssi (0, . .. 0) est son unique solution.

« Un systéme (S) peut n’admettre aucune solution :

z + vy = 3 T + vy = 3
Yy + z = -7 & y + z = =7
- + z = =5 y + z = =2
Les lignes Ly et L3 sont dites incompatibles.
« Un systéme () peut admettre une unique solution :
3z + 2y + 2z =5
x 4+ z =7 < (z,y,2) =(1,-2,6)
2z + 2y + 2z = 4
« Un systéme (S) peut admettre une infinité de solutions :
T + y — z = 3 T +y - 2z = 3
y + z = -2 < y + 2z = =2
—x + 2z = -5 y + z = =2
o ﬁp + y = 3 + z
y = —2 — z

& (r,y,2)=(54+22,-2—2,2)

Ainsi, (5,-2,0), (7,-3,1), (—=1,1,—3) ... sont solutions.
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Il est primordial de supposer que tous les coefficients diagonaux sont non B. Résolution par remontées successives.

nuls. Par la suite, on nomme (H) cette hypotheése :| Vi € [1,n],a;; #0 | Pivot_Gauss_B(S) :
1) Deux cas se présentent.

Théoréme 1.

. . o « Soit la derniére colonne de (S) ne contient que des ccefficients
Soit (S) un systeme linéaire tel que : nuls. Dans ce cas, on passe directement a ’étape B3.

S) a n équations et n inconnues . a1 N
x (5) q ’ « Sinon, on fixe la derniére ligne Ly du systéme.

x (S) est triangulaire (supérieur), Notons z la variable présente dans cette ligne.

< (S) vérifie Uhypothése (H). 2) On annule alors les ceefficients devant z pour les autres lignes.
Alors (S) est un systeme de Cramer. Pour ce faire, on retire a L; suffisamment de fois la ligne Ly :
(ce qui revient o dire que (S) posséde une unique solution)

L;+ Li+a; L (pour tout i < d)
Exemple

On peut résoudre le systéme suivant en cascade. 3) Ly et Cy (colonne d) omis, on a ainsi créé un sous-systéme (5”)

r + y + 22 — t = 3 possédant une ligne et une variable (une colonne) de moins.
3y + 5z + 2t = 7 4) o Si (S’) ne contient plus aucune équation, on s’arréte.
z - M W m « Sinon, on recommence les différentes étapes de cet algorithme sur

ce nouveau systéme (S’) en réalisant 'appel : Pivot_Gauss_B(S’).
Par remontées successives, ce systéme admet une unique solution : (8, =7, 2, 2).
A Tissue de cette étape, tous les coefficients non diagonaux sont nuls.

Remarque On en déduit les solutions du systéme initial.

Le caractére unique est fourni par les deux conditions : n = p et H.
Si cette hypothése (H) n’est pas vérifiée, alors :

x le systéme peut n’avoir aucune solution.

T + y + 2z — t = 3
5z — 2t = 8
z - t = 0
t = 2
x le systéme peut avoir une infinité de solution.
T + y + 2z — t = 3
52z — 2t = 6
z - t = 0
t = 2
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Théoréme 2.
Soit (S) un systéme linéaire tel que :
o (S) an équations, p inconnues et n < p,
e (S) est échelonné,
o (S) vérifie (H).

Alors (S) possede une infinité de solutions.

Exemple
On peut résoudre le systéme suivant en cascade.

T + y + 2z — t = 3
3y + 5z + 2t = -7
z — t = 0

Remarque
L’existence de solution est fourni par la condition : (H).
Si cette hypothése (H) n’est pas vérifiée alors :

x le systéme peut n’avoir aucune solution.

z + y + 2z — t = 3
-2z + 2t = 5
z - t =0

x le systéme peut avoir une infinité de solutions.

z + vy + 22z — t =3
5z — 2t = 6
z — t =0

En conclusion, la résolution d’un systéme triangulaire supérieur est
simple. Il convient donc d’essayer de transformer tout systéme en un
systéme triangulaire supérieur. Ceci peut se faire a I'aide des opérations
élémentaires.

ECE1-B 2015-2016

C. Mise sous forme diagonale et résolution du systéme.
On résout alors le systéme par cascade (i.e. par remontées succes-
sives).
1) On commence par la 3*™° colonne et la variable z.
Le but est de ne conserver qu’une occurrence de z dans cette co-
lonne.
« Pour ce faire, on ajoute / retranche suffisamment de fois la 3¢™¢
ligne aux autres.

Ly Ly— Ly — —_
PR z + 2y = 2 21w
(S) = Yy =1 4+ 11w
z = - 9w

2) On agit alors de méme pour la 2°™¢ colonne et y : on ajoute /
retranche suffisamment de fois la 2°™€ ligne aux autres.

Ly« Ly — 2Ly x = - 43w
(S) = Yy =1 4+ 1w
z = - 9w

3) Le systéme obtenu est diagonal.
L’algortihme du pivot de Gauss est alors terminé.
L’ensemble des solutions de (5) est {(—43w,1+ 11w, —9w,w) | w €
R}.
Théoréme 4.
Soit (S) un systeme linéaire.
Par application de la méthode du pivot de Gauss, on transforme (S) en un
systeme diagonal (tous les cefficients non diagonauz sont nuls) équivalent.
Théoréme 5.

Soit (S) un systéme & n équations et n inconnues.

(S) est un systéme L’algorithme du pivot de Gauss fait
de Cramer apparaitre n pivots successifs non nuls
Démonstration.
C’est n’est qu’une reformulation du Théoréme 1. O

11



i e Yy b0 s b

: SQUSI[ SeIjne P SIrR9UI|
UOSTRUIqUIOD oun Igjnole m[ 99 () # © red 7 oudl oun Iordymu (, 7

I 9JURATINS UOIJRSI[RIPUYS B[ jowpe mb

76 + 10 = V7

- L
R4
QUSI[ a19Ne duN s10] ¢ I9gnole My 30 () # © Ted 7 ouSi oun Iordyymnur (¥
: 9queAmns uorjerado,] 10310 Justnurejou jnad u() ‘suoryerado
SO[[eATION OP AIIMISU0d nad U0 ‘aseq op suolyeIddo S101) S8 ap aple,] Y
onbrewoy

?NTVN\N

2 £r7 90 Y7 souSi| sof 108U (g

g +'1 — 1

: b7 ouSt axgne oun stoy ¢ ¥ oul vl ® 1n0lR (7

o =

10 # 0 Pa1 un red b7 oudr e[ Jerdnnur (1

: sogureams suotjeigdo sio1) sop oun | (§) oMRISAS
un,p %7 - ‘T7 seuSI[ so[ Ins aJrejuswd[e uorjerodo ofpdde uQ
uonuged

“joa1d np oporpou el Juowosald a1trogp mod
QIIRSSO09U ‘OIrRUIWY[Y uoreIgdo,p UOIIOU Bl oImpoIjur red oduawrwiod uQ)

aaregu
-] auR)sAs un p soudi[ S Ins saarejuawg[d suolyerddo (eH Il

ssney) ap joAald np spoyW e “FII

0T

"2ITRN3URLI) 1S0 NUSJGO SUIYISAS o]

me — = z
mg + 1 =z + £ = (9)
m¢ — g = zzg — fg + «x

“I0Ip 9IqUIAUL 9 SUeP (M 9P 1T 113 S [1) SAIrRl]
-IXTI® SONUUODUI 9] 9IQJSURI) U0 ‘ojureams adeid,[ v Iossed op juesy

‘nusjqo @E@Hw%m np @hmmﬁ—awﬁh@mha 9UIIOJ SNOS OSIN ‘g

"9UUOTATDY 189 X

(& PwRLopy ], 2] se.4dv,p)
‘(§) remur oUIYSAS 9 anb suoIIN[OS sowgUI SA] apassod x

: 'y ode)o,[ op UL ©[ ® NUDIGO dUWIIISAS o]

“T op 2100Us }15%,S [1 ‘I9] "% S[qeLIeA ©] JueAdp 9de[d JUSIDIJ0d
o[ 980 (UOML jrey ou UO,[ 10) 8dRYY 4yyo€ ©[ Op joald o]

"SIOTR 93911e,S 9peoold of 1o oudI[ ones aun nb snyd
JueIjuod ou ndure swR)SAs o)) fi 1 X so[qreLrea sof snyd juLIU0d
ou mb ow)sAs un JuUAIIQO UO ‘&7 19 77 SoUSI SO 9300 OP oW UO 1§ (&

"1 Op 9100Ud 113, [T ‘1] 99SI[IIN dUSII] B[ op fi d[qeLIeA
[ JueAdp 9ov[d JUSIOYJ0D Of 989 9dRRY 4yog [ 9P J0ALd O]

9102-G10¢ d-THOH

9T02-S10¢ d-THOH



ECE1-B 2015-2016

L’intérét de ces opérations élémentaires réside dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.
Soit (S) un systéme linéaire.
Soit (S') un systéme linéaire obtenu par applications successives d’opé-

rations élémentaires sur les lignes de (S).

Alors (S) et (S') sont équivalents.

I1.4.b) Illustration de la méthode sur un exemple

Effectuer une opération élémentaire sur un systéme (S) ne change pas
son ensemble des solutions. L’algorithme du pivot de Gauss exploite ce
constat. Il se déroule en trois étapes.

A. Par une succession d’opérations élémentaires, on transforme le sys-
téme (S) en un systéme échelonné qui admet les mémes solutions.

B. Sibesoin (si le systéme obtenu en A. n’est pas triangulaire), on trans-
fére les inconnues auxiliaires dans le membre droit du sytéme.
Le systéme obtenu est triangulaire.

C. On résout par cascade le systéme triangulaire précédent.
Ses solutions sont celles du systéme initial (S).

Illustrons ce procédé par la résolution du systéme linéaire suivant.

2z + bHy — 3z + 4w = b
(S) S5z + 12y — 7z + 20w = 12
z 4+ 2y — 2z + 3w = 2

ECE1-B 2015-2016

A. Mise sous forme échelonnée de (S5).
1) On considére tout d’abord la premiére colonne.
Le but est de ne conserver qu’une occurrence de x dans cette co-
lonne.

« Pour ce faire, on commence par échanger la 1°¢ et 3™€ ligne.

Lo Ly r + 2y — 2z + 3w = 2
(S) = 5z 4+ 12y — 7z + 20w = 12
2z + by — 3z + 4w = b

« On ne conserve que 'occurrence de x en 1€ ligne en ajoutant
/ retirant suffisamment de fois la 1% ligne aux autres.
(on a fait en sorte que x soit porté par le cefficient 1 en ligne
Ly ce qui facilite les calculs)

PR r + 2y — 2z 4+ 3w = 2
(S) = 2y + 3z 4+ 5w = 2
y + z - 2w =1

On appelle pivot de cette 1° étape le coefficient placé
devant x dans la ligne utilisée. Ici, le pivot est 1.

2) On met alors de coté la 1 ligne. On obtient ainsi un sous-systéme
qui ne contient plus aucune occurrence de la variable x.
o On commence par échanger la 2°™¢ et 3¢ ligne.
Lo Ly r + 2y — 2z + 3w = 2
S) = y + 2z - 2w =1
2y + 3z + dw 2

(on conserve la 1 ligne dans le systéme pour que le nouveau
systeme soit encore équivalent & (S) mais on ne lutilise plus)

« On utilise alors le procédé précédent sur la variable y.
L3 < Ly — 2L, T + Mw\ - 2z -+ 3w = 2
(S) — Yy + z — 2w
z + 9w = 0

Il
—




