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sd
iff

ér
en

te
sé

ta
pe

sd
e

ce
ta

lg
or

it
hm

e
su

r
ce

no
uv

ea
u

sy
st

èm
e
(S

0 )
en

ré
al

is
an

tl
’a

pp
el

:P
iv

ot
_G

au
ss

_A
(S

0 )
.

À
l’i

ss
ue

de
ce

tt
e

ét
ap

e
A

.
on

tr
an

sf
èr

e,
si

be
so

in
,l

es
in

co
nn

ue
s

au
xi

-
lia

ir
es

da
ns

le
m

em
br

e
de

dr
oi

te
.

Le
sy

st
èm

e
ob

te
nu

es
t

so
us

la
fo

rm
e

tr
ia

ng
ul

ai
re

su
iv

an
te

.
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a
1
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x
1

+
a

1
,2

x
2

+
..

.
+

a
1
,i

x
i

+
..

.
+

a
1
,n

x
n

=
b 1
�

a
1
,n

+
1

x
n
+

1
�

..
.
�

a
1
,p

x
p

a
2
,2

x
2

+
..

.
+

a
2
,i

x
i

+
..

.
+

a
2
,n

x
n

=
b 2
�

a
2
,n

+
1

x
n
+

1
�

..
.
�

a
2
,p

x
p

a
i,
i
x

i
+

..
.

+
a

i,
n

x
n

=
b i
�

a
i,
n
+

1
x

n
+

1
�

..
.
�

a
i,
p

x
p

a
n
,n

x
n

=
b n
�

a
n
,n

+
1

x
n
+

1
�

..
.
�

a
n
,p

x
p

O
n

pa
ss

e
al

or
s

à
l’é

ta
pe

de
ré

so
lu

ti
on

.
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R

és
ol

u
ti

on
d
’u

n
sy

st
èm

e
éc

h
el

on
n
é

(c
as

n
<

p)

U
n

sy
st

èm
e

éc
he

lo
nn

é
es

t
al

or
s

de
la

fo
rm

e
su

iv
an

te
.
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x
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+
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1
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x
2
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..

.
+

a
1
,i

x
i

+
..

.
+

a
1
,n

x
n

+
..

.
+

a
1
,p

x
p

=
b 1

a
2
,2

x
2

+
..

.
+

a
2
,i

x
i

+
..

.
+

a
2
,n

x
n

+
..

.
+

a
2
,p

x
p

=
b 2

..
.

. . .
a

i,
i
x

i
+

..
.

+
a

i,
n

x
n

+
..

.
+

a
i,
p

x
p

=
b i

..
.

. . .
a

n
,n

x
n

+
..

.
+

a
n
,p

x
p

=
b n

P
la

ço
ns

-n
ou

s
da

ns
le

ca
s
où

l’h
yp

ot
hè

se
(H

)
es

t
vé

ri
fié

e
(8

i
2

J1
,n

K,
a

i,
i
6=

0)
.

•
O

n
va

al
or

s
di

st
in

gu
er

le
s

in
co

nn
ue

s
x

n
+

1
,.

..
,x

p
,a

pp
el

ée
s
in

co
n
nu

es
au

xi
li
ai

re
s.

E
n

tr
an

sf
ér

an
t

ce
s

in
co

nn
ue

s
au

xi
lia

ir
es

da
ns

le
m

em
br

e
dr

oi
t,

on
fa

it
ap

pa
ra

ît
re

un
m

em
br

e
ga

uc
he

à
n

lig
ne

s
et

n
co

lo
nn

es
,

co
rr

es
po

nd
an

t
au

ca
s

pr
éc

éd
en

t.
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x
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+
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1
,2

x
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+
..
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+

a
1
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x
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..
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1
,n

x
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=
b 1
�

a
1
,n

+
1

x
n
+

1
�

..
.
�

a
1
,p

x
p

a
2
,2

x
2

+
..

.
+

a
2
,i

x
i

+
..

.
+

a
2
,n

x
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=
b 2
�
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2
,n

+
1

x
n
+

1
�

..
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�

a
2
,p

x
p

a
i,
i
x

i
+

..
.

+
a

i,
n

x
n

=
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�

a
i,
n
+

1
x

n
+

1
�

..
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�

a
i,
p

x
p

a
n
,n

x
n

=
b n
�

a
n
,n

+
1

x
n
+

1
�

..
.
�

a
n
,p

x
p

•
U

ne
ré

so
lu
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en
ca

sc
ad

e
de
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st
èm

e
fo

ur
ni

t
al

or
s

to
ut

es
le

s
va

le
ur

s
de

x
i
(i
2

J1
,n

K)
en

fo
nc

ti
on

de
s

va
ri

ab
le

s
au

xi
lia

ir
es

.O
n
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ti

en
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ai
ns

i
un

e
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fin
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é
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C
.

M
ise

sou
s

form
e

d
iagon

ale
et

résolu
tion

d
u

systèm
e.

O
n

résout
alors

le
systèm

e
par

cascade
(i.e.

par
rem

ontées
succes-

sives).
1)

O
n

com
m

ence
par

la
3
èm

e
colonne

et
la

variable
z.

Le
but

est
de

ne
conserver

qu’une
occurrence

de
z

dans
cette

co-
lonne.
•

P
our

ce
faire,on

ajoute
/

retranche
suffi

sam
m

ent
de

fois
la

3
èm

e

ligne
aux

autres.

(S
)

L
2  

L
2 �

L
3

L
1  

L
1
+

2
L

3

(
)

8<:
x

+
2

y
=

2
�

21
w

y
=

1
+

11
w

z
=

�
9

w

2)
O

n
agit

alors
de

m
êm

e
pour

la
2
èm

e
colonne

et
y

:
on

ajoute
/

retranche
suffi

sam
m

ent
de

fois
la

2
èm

e
ligne

aux
autres.

(S
)

L
1  

L
1 �

2
L

2

(
)

8<:
x

=
�

43
w

y
=

1
+

11
w

z
=

�
9

w

3)
Le

systèm
e

obtenu
est

diagonal.
L’algortihm

e
du

pivot
de

G
auss

est
alors

term
iné.

L’ensem
ble

des
solutions

de
(S

)
est{

(�
43

w
,1

+
11

w
,�

9
w

,w
)|

w
2

R}.
T

h
éorèm

e
4.

Soit
(S

)
un

systèm
e

linéaire.
P
ar

application
de

la
m

éthode
du

pivotde
G

auss,on
transform

e
(S

)
en

un
systèm

e
diagonal(tous

les
cœ

ffi
cients

non
diagonaux

sontnuls)
équivalent.

T
h
éorèm

e
5.

Soit
(S)

un
systèm

e
à

n
équations

et
n

inconnues.

(S
)

est
un

systèm
e

de
C

ram
er

(
)

L’algorithm
e

du
pivot

de
G

auss
fait

apparaître
n

pivots
successifs

non
nuls

D
ém

onstration.
C

’est
n’est

qu’une
reform

ulation
du

T
héorèm

e
1.
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T
h
éorèm

e
2.

Soit
(S

)
un

systèm
e

linéaire
telque

:

•
(S

)
a

n
équations,

p
inconnues

et
n

<
p,

•
(S

)
est

échelonné,

•
(S

)
vérifie

(H
).

A
lors

(S
)

possède
une

infinité
de

solutions.

E
xem

p
le

O
n

peut
résoudre

le
systèm

e
suivant

en
cascade.

8<:
x

+
y

+
2

z
�

t
=

3
3

y
+

5
z

+
2

t
=
�

7
z
�

t
=

0

R
em

arqu
e

L’existence
de

solution
est

fournipar
la

condition
:
(H

).
Sicette

hypothèse
(H

)
n’est

pas
vérifiée

alors
:

⇥
le

systèm
e

peut
n’avoir

aucune
solution.

8<:
x

+
y

+
2

z
�

t
=

3
�

2
z

+
2

t
=

5
z
�

t
=

0

⇥
le

systèm
e

peut
avoir

une
infinité

de
solutions.

8<:
x

+
y

+
2

z
�

t
=

3
5

z
�

2
t

=
6

z
�

t
=

0

E
n

conclusion,
la

résolution
d’un

systèm
e

triangulaire
supérieur

est
sim

ple.
Il

convient
donc

d’essayer
de

transform
er

tout
systèm

e
en

un
systèm

e
triangulaire

supérieur.C
ecipeut

se
faire

à
l’aide

des
opérations

élém
entaires.
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Le
pi

vo
t

de
la

2è
m

e
ét

ap
e

es
t

le
cœ

ffi
ci

en
t

pl
ac

é
de

va
nt

la
va

ri
ab

le
y

de
la

lig
ne

ut
ili

sé
e.

Ic
i,

il
s’

ag
it

en
co

re
de

1
.

3)
Si

on
m

et
de

cô
té

le
s

lig
ne

s
L

1
et

L
2
,o

n
ob

ti
en

t
un

sy
st

èm
e

qu
in

e
co

nt
ie

nt
pl

us
le

s
va

ri
ab

le
s

x
et

y
.C

e
sy

st
èm

e
am

pu
té

ne
co

nt
ie

nt
pl

us
qu

’u
ne

se
ul

e
lig

ne
et

le
pr

oc
éd

é
s’

ar
rê

te
al

or
s.

Le
pi

vo
t

de
la

3è
m

e
ét

ap
e

(o
ù

l’o
n

ne
fa

it
ri

en
)

es
t

le
cœ

ffi
ci

en
t

pl
ac

é
de

va
nt

la
va

ri
ab

le
z
.I

ci
,i

ls
’a

gi
t

en
co

re
de

1
.

Le
sy

st
èm

e
ob

te
nu

à
la

fin
de

l’é
ta

pe
A

.
:

⇥
po

ss
èd

e
le

s
m

êm
es

so
lu

ti
on

s
qu

e
le

sy
st

èm
e

in
it

ia
l(

S
),

(d
’a

pr
ès

le
T
hé

or
èm

e
3)

⇥
es

t
éc

he
lo

nn
é.

B
.

M
is

e
so

u
s

fo
rm

e
tr

ia
n
gu

la
ir

e
d
u

sy
st

èm
e

ob
te

nu
.

A
va

nt
de

pa
ss

er
à

l’é
ta

pe
su

iv
an

te
,

on
tr

an
sf

èr
e

le
s

in
co

nn
ue

s
au

xi
-

lia
ir

es
(i

ls
’a

gi
t

ic
id

e
w

)
da

ns
le

m
em

br
e

dr
oi

t.

(S
)
(
)

8 < :
x

+
2

y
�

2
z

=
2
�

3
w

y
+

z
=

1
+

2
w

z
=

�
9

w

Le
sy

st
èm

e
ob

te
nu

es
t

tr
ia

ng
ul

ai
re

.
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L
a

m
ét

h
od

e
d
u

p
iv

ot
d
e

G
au

ss

II
.4

.a
)

O
p
ér

at
io

n
s

él
ém

en
ta

ir
es

su
r

le
s

li
gn

es
d
’u

n
sy

st
èm

e
li
-

n
éa

ir
e

O
n

co
m

m
en

ce
pa

r
in

tr
od

ui
re

la
no

ti
on

d’
op

ér
at

io
n

él
ém

en
ta

ir
e,

né
ce

ss
ai

re
po

ur
dé

cr
ir

e
pr

éc
is

ém
en

t
la

m
ét

ho
de

du
pi

vo
t.

D
éfi

n
it

io
n

O
n

ap
pe

lle
op

ér
at

io
n

él
ém

en
ta

ir
e

su
r

le
s

li
gn

es
L

1
,

..
.,

L
n

d’
un

sy
st

èm
e

(S
)

l’u
ne

de
s

tr
oi

s
op

ér
at

io
ns

su
iv

an
te

s
:

1)
m

ul
ti

pl
ie

r
la

lig
ne

L
i
pa

r
un

ré
el

↵
6=

0
:

L
i
 

↵
L

i

2)
aj

ou
te

r
à

la
lig

ne
L

i
�

fo
is

un
e

au
tr

e
lig

ne
L

j
:

L
i
 

L
i
+

�
L

j

3)
éc

ha
ng

er
le

s
lig

ne
s

L
i
et

L
j

:

L
i
$

L
j

R
em

ar
qu

e
À

l’a
id

e
de

ce
s

tr
oi

s
op

ér
at

io
ns

de
ba

se
,
on

pe
ut

co
ns

tr
ui

re
de

no
uv

el
le

s
op

ér
at

io
ns

.O
n

pe
ut

no
ta

m
m

en
t

ci
te

r
l’o

pé
ra

ti
on

su
iv

an
te

:
4)

m
ul

ti
pl

ie
r

un
e

lig
ne

L
i
pa

r
↵
6=

0
et

lu
ia

jo
ut

er
�

fo
is

un
e

au
tr

e
lig

ne
L

j
:

L
i
 

↵
L

i
+

�
L

j

qu
ia

dm
et

la
gé

né
ra

lis
at

io
n

su
iv

an
te

:
4’

)
m

ul
ti

pl
ie

r
un

e
lig

ne
L

i
pa

r
↵
6=

0
et

lu
i

aj
ou

te
r

un
e

co
m

bi
na

is
on

lin
éa

ir
e

d’
au

tr
es

lig
ne

s
:

L
i
 

↵
L

i
+

�
1
L

j 1
+
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�
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E
C

E
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2015-2016

A
.

M
ise

sou
s

form
e

éch
elon

n
ée

d
e

(S
).

1)
O

n
considère

tout
d’abord

la
prem

ière
colonne.

Le
but

est
de

ne
conserver

qu’une
occurrence

de
x

dans
cette

co-
lonne.

•
P
our

ce
faire,on

com
m

ence
par

échanger
la

1
ère

et
3
èm

e
ligne.

(S
)

L
1 $

L
3

(
)

8<:
x

+
2

y
�

2
z

+
3

w
=

2
5

x
+

12
y
�

7
z

+
20

w
=

12
2

x
+

5
y
�

3
z

+
4

w
=

5

•
O

n
ne

conserve
que

l’occurrence
de

x
en

1
ère

ligne
en

ajoutant
/

retirant
suffi

sam
m

ent
de

fois
la

1
ère

ligne
aux

autres.
(on

a
fait

en
sorte

que
x

soit
porté

par
le

cœ
ffi

cient
1

en
ligne

L
1

ce
qui

facilite
les

calculs)

(S
)

L
2  

L
2 �

5
L

1

L
3  

L
3 �

2
L

1

(
)

8<:
x

+
2

y
�

2
z

+
3

w
=

2
2

y
+

3
z

+
5

w
=

2
y

+
z
�

2
w

=
1

O
n

appelle
p
ivot

de
cette

1
ère

étape
le

cœ
ffi

cient
placé

devant
x

dans
la

ligne
utilisée.Ici,le

pivot
est

1.

2)
O

n
m

etalors
de

côté
la

1
ère

ligne.O
n

obtientainsiun
sous-systèm

e
quine

contient
plus

aucune
occurrence

de
la

variable
x.

•
O

n
com

m
ence

par
échanger

la
2
èm

e
et

3
èm

e
ligne.

(S
)

L
2 $

L
3

(
)

8<:
x

+
2

y
�

2
z

+
3

w
=

2
y

+
z
�

2
w

=
1

2
y

+
3

z
+

5
w

=
2

(on
conserve

la
1
ère

ligne
dans

le
systèm

e
pour

que
le

nouveau
systèm

e
soit

encore
équivalent

à
(S

)
m

ais
on

ne
l’utilise

plus)
•

O
n

utilise
alors

le
procédé

précédent
sur

la
variable

y.

(S
)

L
3  

L
3 �

2
L

1

(
)

8<:
x

+
2

y
�

2
z

+
3

w
=

2
y

+
z
�

2
w

=
1

z
+

9
w

=
0
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L’intérêt
de

ces
opérations

élém
entaires

réside
dans

le
théorèm

e
suivant.

T
h
éorèm

e
3.

Soit
(S

)
un

systèm
e

linéaire.

Soit
(S

0)
un

systèm
e

linéaire
obtenu

par
applications

successives
d’opé-

rations
élém

entaires
sur

les
lignes

de
(S

).

A
lors

(S
)

et
(S

0)
sont

équivalents.

II.4.b
)

Illu
stration

d
e

la
m

éth
od

e
su

r
u
n

exem
p
le

E
ffectuer

une
opération

élém
entaire

sur
un

systèm
e

(S
)

ne
change

pas
son

ensem
ble

des
solutions.

L’algorithm
e

du
pivot

de
G

auss
exploite

ce
constat.Ilse

déroule
en

trois
étapes.

A
.

P
ar

une
succession

d’opérations
élém

entaires,
on

transform
e

le
sys-

tèm
e

(S
)

en
un

systèm
e

échelonné
quiadm

et
les

m
êm

es
solutions.

B
.

Sibesoin
(sile

systèm
e

obtenu
en

A
.n’est

pas
triangulaire),on

trans-
fère

les
inconnues
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