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o Un élément de .4, 1(R) est appelé matrice colonne ou vecteur co-
lonne. Par exemple, la j®™¢ colonne de A est un vecteur colonne. II
s’écrit :

a1,
Dm&.

On,j

« La matrice (de taille nxp) dont tous les coefficients sont nuls est appelée
matrice nulle. Elle est notée 0 4, (r) ou tout simplement 0.

ECE1-B 2015-2016

@ zmamm:mamdiomzc:mmmdsoﬁmmogzsm?‘gwmmgoosmos%m
avec le réel 0.

« Sin =p, on appelle matrice identité et on note I, la matrice carrée
dont tous les ceefficients sont nuls a 'exception des termes diagonaux
qui sont égaux & 1. Plus précisément :

—_

0 0 ... 0
1 0

o

Egalité de deux matrices
Soient A = AQ&L.V 1<i<n € .§§%A%v et B = Qwﬁmv 1
1<j<p 1
A et B sont égales si :
a) elles ont le méme nombre de lignes : n = m.
b) elles ont le méme nombre de colonnes : p = q.

¢) elles ont les mémes coefficients : Vi € [1,n],Vj € [1,p], asj = bi;.

IV.2.c) Inverse d’une matrice carrée de taille 2 x 2

a b
c d

méthode précédente. Notons D = ad — be et supposons :
x D=ad—bc#0
x a # 0 (dans un premier temps)

Résolvons le systéme (S): Ax X =Y.

axy + buxy Y1
Amv% cxy + dxe = Yo

On considére la matrice A = A v Calculons son inverse via la

On applique alors I’algorithme du pivot de Gauss.

ax + bxy = Y1
b _
Arm‘v = A&\‘nv To = ‘Q@H + 1y
a a
_ 1 ab —c n —ab
PN @ a ad —bc a 4 ad — be y2
be —c
d— =) 29 = — Y1 + Y2
a a
ad ab
a Ty = /Y — Y
D D
= D —c
— Ty = Y1 + Y2
a a
d b
r1 = /[N = [ Y2
& 2 B
T2 = MS + US
w) _ 1. ( d b "
e () -w (o) (G
= X = UXY

Ainsi, la matrice A est inversible d’inverse A=! = U.

Dans le cas ot @ = 0, on opére de méme et on trouve A~} =

(= 70)

ol
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Remarque

« Scilab est un logiciel de calcul numérique. Il est notamment pensé pour
pouvoir résoudre efficacement des problémes d’analyse numérique, qui
exigent d’effectuer un grand nombre de calculs de maniére itérative. Il
est donc naturel que le type de base soit le type constant qui regroupe
I’ensemble des matrices de réels.

o Scilab gére évidemment les opérations mathématiques de base sur les
matrices mais propose aussi des opérations permettant de simplifier
la manipulation de matrices. Il faut donc faire attention : certaines
opérations autorisées en Scilab sont formellement interdites dans le
cours de mathématiques!

« Par exemple, Scilab permet de sommer un réel r et une matrice A. Le
résultat est la matrice obtenue en ajoutant r & tous les ccefficients de

A.

——> A = [1,2,-2; 2,5,-3]; 5+A
ans =
6. 7. 3.
ﬂ. Ho. w.

Propriété
Soient A, B, C des matrices de .4}, ,(R). Alors :

e| A+ B=B+A

(Vopérateur + est commutatif)

| A+ (B+C)=(A+B)+C
(Vopérateur + est associatif)

| A+0=0+A=A

(0 est I’élément neutre pour l'opérateur + )

e Notons —A = (—aij) 1<i<n -Alors: | A4+ (-A)=(-A)+A=0

1<j<p

(la matrice —A est l'opposée de la matrice A pour l'opérateur +)

ECE1-B 2015-2016

Inverse d’une matrice par opérations sur les lignes de I,

Cette technique consiste a se détacher de I’écriture des z; et y; et d’opérer
sur les matrices plutot que sur les systémes.

Considérons de nouveau ’exemple précédent.

1 4 2 T 1 00 Y1
Amv : 1 31 ) = 010 Yo
4 9 2 X3 00 1 Y3

Pour inverser (S) (i.e. exprimer chaque x; en fonction des y;), on applique
I’algorithme du pivot de Gauss.

1 4 2 1 100 u
S) & [0 -1 -1 2 | = ~1 10 "
0 -7 —6 3 4 0 1 s
1 4 2 Tl 1 00 Y1
= 01 1 X2 = 1 -1 0 p)
0 01 T3 3 =71 Y3
1 40 1 -5 14 -2 Y1
& 010 T9 = -2 6 —1 Y2
00 1 3 3 -7 1 s
1 00 Tl 3 —-10 2 Y1
& 010 To = -2 6 —1 Y2
0 01 T3 3 =7 1 Y3
o Iy X = U Y
Lorsque 'on souhaite utiliser cette écriture matricielle, on se débarrasse
T Y1
de ’écriture des vecteurs [ w9 et y2 |. On effectue les opérations
T3 Y3

élémentaires sur les lignes des deux matrices (séparées par une barre ver-
ticale) :

=

4
3
9

N =N
o O =
o = O
= o o
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Remarque

o Par la suite, on omettra souvent I'opérateur « - ».
On notera alors AA au lieu de A - A.

« En Scilab, cet opérateur se note *.

——> B = [-1,0,1,4; 2,0,0,5; 8,-4,3,7]; 5 x B

ans =
- 5. 0. 0. 20.
10. 0. 0. 25.
40. - 20. 15. 35.

11.3. Produit de matrices
I1.3.a) Définition
Définition

Soient A € M, ,(R) et B € M, 4(R).

On appelle produit de A et B et on note A x B la matrice C ayant les
propriétés suivantes :

1) C=Ax B€ Myy(R)

p
2) Vi€ [1,n],Yj € [1,q], Cij = Y Qi br
k=1

Représentation graphique du produit matriciel
Le coefficient ¢; ; de la matrice produit est obtenu en effectuant le produit
matriciel de la i®™ ligne de A et la j®™° colonne de B.

A1 2 =2 50\ _,
“leem@) (g 7 o2)”

ECE1-B 2015-2016

Théoréme 9.
Soit T' € M, (R) une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure).
Soit D € Mn(R) une matrice diagonale.

Une matrice triangulaire T Les ceefficients diagonauz de
1) i . &
est inversible T sont tous non nuls
Une matrice diagonale D Les ceefficients diagonauzx de
2) . ; &
est inversible D sont tous non nuls
Démonstration.

1) La matrice T est inversible si et seulement si le systéme T'x X =Y est
de Cramer. Or le systéme est de Cramer si et seulement si I’algorithme
du pivot de Gauss fait apparaitre successivement n pivots non nuls.
Dans le cas d’un systéme déja sous forme triangulaire, les pivots sont
les ccefficients diagonaux.

2) Méme démonstration que ci-dessus. 0

@ Il faut bien lire le Théoréme 9 : on parle de Iinversibilité d’une
matrice triangulaire. Une matrice M quelconque dont tous les
coefficients diagonaux sont non nuls n’est pas forcément inver-

sible.

Exemple
-1 -1 -1

o La matrice 1 1 2 | estinversible.
-2 -3 =2
011

o La matrice [ 1 0 1 | est inversible.
1 1 0
1 11

e La matrice [ 1 1 1 | n’est pas inversible.
1 11

23
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o En Scilab, si 'on dispose de deux matrices de méme taille, on peut
aussi effectuer le produit ceefficient par ceefficient.

—> A x A
ans =S

6. 7. &

7 10. 2.

Attention, cette opération est interdite dans le cours de mathématiques!

I1.3.b) Propriétés
Propriété
Soient A € My, ,(R), B € Mp4(R) et C € M, (R).
Soient D € My, ,(R), E € Myp4(R).
Soit A € R.
Alors :
1)| Ax(BxC)=(AxB)xC

(pseudo associativité : combien d’opérateurs en jeu ?)

2)| (A+D)xB=AxB+DxDB

(pseudo distributivité & droite : combien d’opérateurs en jeu ?)

3)| Ax(B+E)=AxB+AXxXE

(pseudo distributivité & gauche : combien d’opérateurs en jeu ?)

4) | AxIL,=I,xA=A

(pseudo élément neutre)

5)| Ax(A\-B)=(A-A)xB=X-(AxB)

ECE1-B 2015-2016

IV.2. Inverse d’une matrice par résolution de systéme
IV.2.a) Caractérisation des systémes de Cramer

Théoréme 6.
Soit (S) un systéme linéaire 4 n équations et n inconnues.

Notons B le second membre de (S).

(S) est un systéme - (S) admet une unique solution
de Cramer quelque soit son second membre

Démonstration.

(<) Evident.

(=) Supposons que (S) est un systéme de Cramer. D’aprés la caractéri-
sation des systémes de Cramer, 1'algorithme du pivot de Gauss appliqué
a (S) fait apparaitre n pivots successifs non nuls. Cette procédure étant
indépendante du second membre B, on en déduit qu’elle ferait apparaitre
aussi n pivots non nuls si on Pappliquait & (S) muni d’'un autre second
membre. O

Théoréme 7.
Soit (S) un systéme linéaire & n équations et n inconnues.

Soit (Sg) le systeme homogéne associé a (S).

(S) est un systéme - (SH) est un systéme
de Cramer de Cramer

Démonstration.
On a la chaine d’équivalences suivante :

(SH) est un systéme de Cramer
< (Spg) admet une unique solution quelque soit son second membre
< (S) admet une unique solution quelque soit son second membre
< (9) est un systéme de Cramer ]
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I1.3.c) Le cas particulier des matrices carrées
(i) L’opérateur x est interne (dans .#,(R))

Lorsque 'on considére des matrices carrées (n = p), I’ensemble des pro-
priétés énoncées précédemment reste évidemment valable. On peut de
plus citer une particularité liée & ce cas. En effet, opérateur x est alors
interne (dans ./, (R)) :

VA,B € Mp(R), Ax B € Mp(R)

(partant de deux éléments dans A, B dans .#,(R), A x B reste dans
AMn(R))

Grace a cette particularité, les pseudo-caractéristiques énoncées dans les
propriétés précédentes deviennent des caractéristiques.

Propriété
Soient A, B,C, D, E des matrices de .#;,(R).
Soit A € R.

Alors :

1)| Ax(Bx(C)=(AxB)xC

(Vopérateur X est associatif)

2)| (A+D)xB=AxB+DxDB

(Vopérateur X est distributif a droite par rapport a l'opérateur +)

3)| Ax(B+E)=AxB+AXE
(Vopérateur x est distributif & gauche par rapport & l'opérateur +)
4)| AxIL, =, x A=A

(I, est l’élément neutre pour l’opérateur X )

5)| Ax(A\-B)=(O-A)xB=\-(AxB)

10
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Théoréme 4.
Soient A, B € M, (R).
Supposons que : A x B =1I,.
Alors A et B sont inversibles et inverses l'une de [’autre.

Démonstration.
Admis en premiére année. O

Remarque

o Soit A € #,(R). On utilise parfois le vocabulaire suivant.
x A admet une inverse a gauche si : 3By € #,(R), By A= 1I,.
x A admet une inverse a droite si : 3By € #,(R), A By = I,.

o Par définition, une matrice A € .#,(R) est inversible s’il existe B €
Mp(R) qui est & la fois inverse & gauche de A et inverse a droite de A.

o Le Théoréme 4 signifie que si B est I'inverse & gauche de A, alors B est
Iinverse de A.

Théoréme 5.
Soit A € M, (R) et soit m € N.
Soit P € M»(R) une matrice inversible.

1)| (P1xAxP™ = P lxAmxp

2)| (PxAxP )™ = PxA™x P!

Démonstration.
On démontre par récurrence que les propriétés 1) et 2) sont vérifiées pour
tout m € N. L’idée derriére ’étape d’hérédité est que :

(P 'xAxP)"l = (P'!xAxP)x (P'xAxP)™
= (P!xAxP)x (PtxA™x P)
P lxAx(PxP ) xA™x P
= Pl1xAxA"xP = P lx Aml x P

19
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Exemple
. 1 3 0 3 . . -
o Les matrices 0 —1 et 0 —1 sont triangulaires supérieures.
. -2 0 -2 0 . NP
o Les matrices et sont triangulaires inférieures.
7 3 70
. 20 00 . . .
o Les matrices 0 5 et 0 5 sont diagonales / triangulaires
supérieures / triangulaires inférieures.
o Les matrices \M w et M w ne sont ni diagonale, ni triangu-

laire supérieure, ni triangulaire inférieure.

Théoréme 1.

o Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures)
est une matrice triangulaires supérieures (resp. inférieures).

o Le produit de deur matrices diagonales est une matrice diagonale.

Démonstration.
Al ok ..k Br ox ... % A5 * *
0 il o s ] 0
0 ... 0 X\, 0 ... 0 B 0 0 A\ufBn
A0 ... 0 B 0 ... 0 1S 0 0
* v,m % * \wm _ * \/M,%N
. . 0 .. . 0 . . 0
* *  An * x B * *  Apfn
M0 0 B 0 0 MBi 0 0
0 v,m « 0 ,@m _ 0 \/m\mm
N S 0 : . .0 0
0 ... 0 X\, 0 ... 0 B 0 0 A\ufn
12
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ITI. Les matrices inversibles
Définition
Soit A € A, (R).
« A est dite inversible si elle admet un inverse i.e. s’il existe B € ., (R)
telle que : AxB=BxA=1I,

« Si elle existe, la matrice B ainsi définie est unique.
Elle est appelée inverse de A et est notée A~ L.

o On notera GL,(R) 'ensemble des matrices inversibles de ., (R).

%NW Seules les matrices carrées peuvent étre inversibles.

Remarque

Meéme si le lien entre applications et matrices n’est pas 1’objet de ce cours,
il y a tout lieu de remarquer I’analogie entre la définition de 'inverse d’une
matrice et celle de réciproque d’une application.

A x B = 1, B x A = 1,

r T3¢ 0 et r T 0

foo g = idp g o [f = idg
Exemple
o La matrice identité est inversible d’inverse elle-méme : I,, x I,, = I,,.

o Les matrices diagonales dont les ceefficients diagonaux sont tous non
nuls sont inversibles. En effet :

M 0 ... 0 ~ 0 0 1 0 0
1 . .

0 X S U SR E  BU

: S0 Lo 0 0

0 ... 0 X 0 ... 0 3 0 0 1

et le produit commuté est aussi égal a la matrice identité.

« Les matrices triangulaires (supérieures et inférieures) a ceefficients dia-
gonaux tous non nuls sont inversibles (voir plus loin).

17
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Théoréme 2.
Soient A et B deux matrices de Mn(R) et soit m € N.
Supposons de plus que A et B commutent : AB = BA.
Alors :

(A+B)™ = 3° Asv AR x pmk

=0 \ k
Démonstration.
La démonstration est la méme que pour la formule du binéme de Newton
arithmétique. Il suffit de procéder par récurrence. O
Remarque

Par la suite, on omettra souvent 'opérateur « x ». On notera alors AB
au lieu de A x B.

I1.4. Transposée d’une matrice
Définition
Soit A € My p(R).

« On appelle transposée de A, et on note A, la matrice de .#),,(R)
définie par :

PA = (aj.)

1<i<n
1<j<p

o L’opération de transposition consiste & échanger les lignes et les co-
lonnes d’une matrice.

Exemple
¢ 2 1 t /1 01 111
Awmuwvu 0 3 1 -1 0|=[(0-10
-7 -1 1 01 1 01
t 0 t 0
(0 -1 3)=| -1 et -1 ]=(0 -1 3)
3 3
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Propriété
Soient A et B deux matrices de .4, ,(R) et soit A € R.
Soient C' € Ay, p(R) et D € M, 4(R).

1)| (A+B)="'A+'B 2)| 'A-A) =) "4

(linéarité de Uapplication de transposition)

3)| (A=A

(idempotence de lapplication de transposition)

4)| Y(CxD)="'Dx 'C

Démonstration.
4) Notons a] ; (resp. ¥ s.v le coefficient a la i™ ligne et j°™° colonne de
A (vesp. 'B). Autrement dit : aj ; = aj; et b ; = bj;.

Notons maintenant C = A x Bet ' = B x 'A. On a alors :

P P P
/ / I ! t
;= \AMW bk Ay = \aMw bk, ajk = \AMW ajk b = ¢ji et donc C" = *€]

Proposition 1.

Lo tnp(R) = yn(R)
A

L’application est bijective.

— tA
Démonstration.

Caractére surjectif : toute matrice M € .4, ,,(R) apparait comme I'image
par la fonction transposée d’une matrice de ., ,(R).

En effet, M = '( ‘M) et 'M € 4, ,(R).

Caractére injectif : soient M et P dans .4, ,(R) telles que ‘M = 'P. Si
on note 3? les coefficients de ‘M (et RL. ceux de P) alors on a :

Vie[1,p],vie[1,n], mi; = pi;
Il Il
My Pj,i

ce qui revient a dire que M = P. ]
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