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•
O

n
peut

aussiciter
le

taux
d’accroissem

ent
d’une

population
:

A
ccroissem

ent
dém

ographique
=

pop(t2 )�
pop(t1 )

t2 �
t1

où
pop(t)

désigne
la

taille
de

la
population

à
la

date
t.

N
otez

que
l’on

peut
avoir

un
taux

d’accroissem
ent

négatif:cela
signifie

que
la

population
a

dim
inué.

•
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n
considère

le
déplacem

ent
d’un

alpiniste
en

repérant
son

altitude.Sa
vitesse

m
oyenne

de
déplacem

ent
verticalest

alors
définie

par
:

V
itesse

m
oyenne

verticale
=

alt(t2 )�
alt(t1 )

t2 �
t1

où
alt(t)

désigne
l’altitude

de
l’alpiniste

à
la

date
t.

Lorsque
cette

vitesse
m

oyenne
est

négative,
cela

signifie
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les
tem

ps
t1

et
t2 ,l’alpiniste

a
globalem

ent
descendu.
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u

contraire,sielle
est

positive
c’est
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m

onté.

Interprétation
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,f
(x
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)(x
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M
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x
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)
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0 )

2



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

R
em

ar
qu

e
A

in
si

,s
i(

x
0
,f

(x
0
))

es
t

un
po

in
t

d’
in

fle
xi

on
al

or
s

c’
es

t
un

ex
tr

em
um

lo
ca

l
de

la
fo

nc
ti

on
f

�
(c

f
th

éo
rè

m
e

19
).

50

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

D
éfi

ni
ti

on
So

it
f

:
I

�
R

et
so

it
x

0
�

I.

•
O

n
di

t
qu

e
f

es
t

dé
ri

va
bl

e
en

x
0

lo
rs

qu
e

la
fo

nc
ti

on
� x

0
(f

)
ad

m
et

un
e

lim
it

e
fin

ie
en

x
0
.

•
Lo

rs
qu

e
ce

tt
e

lim
it

e
ex

is
te

,e
lle

es
t

ap
pe

lé
e

no
m

br
e

dé
ri

vé
de

f
en

x
0

et
es

t
no

té
f

� (
x

0
).

A
ut

re
m

en
t

di
t

:

f
� (
x

0
)

=
li
m

x
�

x
0

f
(x

)
�

f
(x

0
)

x
�

x
0

In
te

rp
ré

ta
ti

on
ph

ys
iq

ue
•

Le
ta

ux
d’

ac
cr

oi
ss

em
en

t
s’

in
te

rp
ré

ta
nt

co
m

m
e

un
e

vi
te

ss
e

m
oy

en
ne

,s
a

lim
it

e
en

un
po

in
t

s’
in

te
rp

rè
te

co
m

m
e

un
e

vi
te

ss
e

in
st

an
ta

né
e.

•
Pa

r
ex

em
pl

e,
si

un
e

vo
it

ur
e

a
eff

ec
tu

é
20

0
km

en
2H

,
c’

es
t

qu
’e

lle
a

ro
ul

é
en

m
oy

en
ne

à
10

0
km

/H
.

M
ai

s
el

le
a

pu
eff

ec
tu

er
de

s
po

in
te

s
à

13
0

km
/H

.

In
te

rp
ré

ta
ti

on
gr

ap
hi

qu
e

x
x

x
0

3



E
C

E
1-B

2015-2016

V
.3.

P
oint

d’inflexion

D
éfinition

Soit
f

:
I

�
R

une
fonction

définie
au

voisinage
d’un

point
x

0
�

I.

•
Le

point
(x

0 ,f
(x

0 ))
est

un
point

d’inflexion
de

la
courbe

représentative
de

f
si

f
change

de
convexité

en
ce

point.
•

P
lus

précisém
ent,deux

cas
sont

possibles.

1)
�
�

>
0,

�������

�
x

�
[x

0 �
�
,x

0 ],
f

est
concave

(la
courbe

de
f

est
située

en
dessous
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sa

tangente
en

x
0 )

�
x

�
[x

0 ,x
0
+

�
],

f
est

convexe
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courbe
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f
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x
0 )
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�
�
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���������

�
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�
],
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courbe
de

f
est
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en
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0 )

•
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n
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telpoint
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de
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x
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courbe

de
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e
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:
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�
R

de
classe

C
2
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x
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�
�I.

(x
0 ,f

(x
0 ))

est
un

point
d’inflexion

de
la

courbe
de

f
�

f
��s’annule
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signe

en
x

0
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ém
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D

ire
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��s’annule
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convexe
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0 ]
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�
](f
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0
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cet

intervalle).
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R
em

arque
•

Si
f

est
dérivable

en
x

0 ,en
effectuant

le
changem
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variable
h
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�
x

0 ,on
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:f
�(x

0 )
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0
+
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)�
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h
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définition
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•
D

ire
qu’une

fonction
f

est
dérivable

en
x

0
c’est

dire
que

la
fonction

taux
d’accroissem
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�
x
0 (f

)
est

continue
en

x
0

(on
peut

alors
prolonger

cette
fonction

par
continuité

en
posant

�
x
0 (f

)(x
0 )

=
f

�(x
0 )).

E
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f
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constante
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tout
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0
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�(x
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effet,si

x
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�
I
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x

�=
x
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a

:

�
x
0 (f

)(x
)

=
f
(x

)�
f
(x

0 )

x
�

x
0

=
0

��
x�

x
0

0

•
La

fonction
x

��
x

est
dérivable

pour
tout

x
0

de
R

et
f

�(x
0 )

=
1.

E
n

effet,si
x

0
�

I
et

x
�=

x
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a
:

�
x
0 (f

)(x
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x
�

x
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x

�
x

0

x
�

x
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=
1

��
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x
0

1

•
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fonction
x
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x

2
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dérivable
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x

0
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R
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f
�(x

0 )
=
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0 .
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�
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�
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+
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�
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0
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+
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�(x
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2 �
x
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�
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)(x
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�
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=
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�
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x
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dérivable
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�
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� d
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� d
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�
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�
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� d
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dé
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ra
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�
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=
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�
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T
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e
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Soit
f

:
I

�
R

de
classe

C
1

sur
I.

f
est

convexe
sur

I
�

La
courbe

de
f

est
située

au-dessus
de

ses
tangentes

:
�
(a,x

)�
I

2,
f
(x

)
�

f
(a)

+
(x

�
a)f

�(a)

D
ém

onstration.
(�

)
O

n
reprend

la
dém

onstration
du

théorèm
e

20
(�

).

Soit
(a,x

)�
I

2
telque

a
�=

x
(le

cas
x

=
a

est
trivial).

•
Si

x
�

a,en
prenant

z
1

=
a

et
z
2

=
x,l’inégalité

de
gauche

fournit
:

f
�(a)

�
f
(x

)�
f
(a)

x
�

a

•
Si

x
�

a,en
prenant

z
1

=
x

et
z
2

=
a,l’inégalité

de
droite

fournit
:

f
(a)�

f
(x

)

a
�

x
�

f
�(a)

D
’où

l’inégalité
souhaitée

quelque
soit

(a,x
)�

I
2.

(�
)

D
ém

ontrons
que

f
�est

croissante.
Soit

(x
,y)�

I
2

avec
x

<
y.A

lors,par
hypothèse,on

a
:

f
(x

)�
f
(y)

+
(x

�
y)f

�(y)
et

f
(y)�

f
(x

)
+

(y
�

x
)f

�(x
)

O
n

en
déduit

que
:

f
�(x

)
�

f
(y)�

f
(x

)

y
�

x
�

f
�(y).

A
pplication

•
�
x

�
R

,
e
x�

1
+

x

•
�
x

�
]0,+

�
[,

ln
x

�
x

�
1
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E
xem

ple
•

C
et

énoncé
est

adapté
aux

fonctions
quisont

définies
par

cas.
•

La
fonction

x
��

|x|n’estpasdérivable
en

0
car

f
�g (0)

=
�

1
et

f
�d (0)

=
1.

x

y

•
La

fonction
x

��
�x�

n’est
pas

dérivable
en

les
points

x
0

�
Z

.
E

lle
n’est

déjà
pas

continue
en

ces
points!(cf

théorèm
e

ci-dessous)

I.2.
P

ropriétés
des

fonctions
dérivables

en
un

p
oint

T
héorèm

e
2.

Soit
f

:
I

�
R

et
soit

x
0

�
I.

f
est

dérivable
en

x
0

�
f

est
continue

en
x

0

D
ém

onstration.
Supposons

que
f

est
dérivable

en
x

0
�

I
et

soit
x

�=
x

0 .

Par
définition,on

a
:
�
x
0 (f

)(x
)

=
f
(x

)�
f
(x

0 )

x
�

x
0

.

A
insi:

f
(x

)
=

f
(x

0 )
+

(x
�

x
0 )

�
x
0 (f

)(x
).

O
n

en
déduit

que
f

est
continue

en
x

0
car

som
m

e
de

:
�

x
��

f
(x

0 )
continue

en
x

0
car

constante.
�

x
��

(x
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V.2. Convexité et dérivabilité

Théorème 20.
Soit f : I � R de classe C1 sur I.

f est convexe sur I � f � est croissante sur I

Démonstration.
(�) Soit (z1, z2) � I2 tel que z1 � z2. Montrons que f �(z1) � f �(z2).
La démonstration s’appuie sur le schéma suivant.

x yz1 z2

f(x)

f(y)

(ce schéma sous-entend que z1 et z2 ne sont pas des extrémités de I ; ce
cas devrait être traité séparément)
Formalisons ce schéma. Soit (x, y) � I2 tel que x < z1 et y > z2.
D’après la proposition 3 (pentes bleues � pente verte � pentes rouges) :

f(x) � f(z1)

x � z1
� f(z2) � f(z1)

z2 � z1
� f(y) � f(z2)

y � z2
� �

�z1(f)(x) �z2(f)(y)

��
x�

z
1

��
y�

z
2

f �
g(z1) f �

d(z2)

Or, comme f est dérivable, f �
g(z1) = f �(z1) et f �

d(z2) = f �(z2).
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Remarque
• L’hypothèse x0 point intérieur est importante.

Considérons par exemple la fonction x �� x sur [0, 1]. Cette fonction
admet un minimum en 0 (= 0) mais f �(0) = 1.

• La réciproque est fausse.
Le contre exemple classique est la fonction x ��
x3 qui est de dérivée nulle en 0 mais qui n’atteint
pas de maximum (resp. minimum) en ce point.

x

y

I.3. Développement limité à l’ordre 1 au voisinage d’un
point

I.3.a) DL1(x0) et approximation affine de f en x0

Définition DL1(x0)

Soit f : I � R définie au voisinage de x0.

• On dit que f possède un développement limité d’ordre 1 en x0

s’il existe (a, b) � R2 et une fonction � : I � R tels que, au voisinage
de x0 :

f(x) = a + b (x � x0) + (x � x0) �(x) et lim
x�x0

�(x) = 0

Remarque
• Si f admet un DL1(x0) alors on a : lim

x�x0
f(x) � (a + b (x � x0)) = 0.

Ainsi, les courbes représentatives de f et de la droite d’équation y =
a + b (x � x0) ont tendance à se confondre à proximité de x0.

• C’est pourquoi on dit que la droite d’équation y = a + b (x � x0) est
une approximation affine de f en x0.
�� c’est la droite qui représente le mieux la fonction f au voisinage de
x0.

8



ECE1-B 2015-2016

Démonstration.
b) Soit z � ]x, y[. Alors z = �x + (1 � �)y pour un certain � � [0, 1].

On peut même être plus précis : � =
y � z

y � x
et donc 1 � � =

z � x

y � x
.

On a alors : f(�x + (1 � �)y) � �f(x) + (1 � �)f(y)

autrement dit : f(z) �
�

1 � z � x

y � x

�
f(x) +

z � x

y � x
f(y). Et ainsi :

f(z) � f(x)

z � x
� f(y) � f(x)

y � x
Les autres inégalités s’en déduisent.

Proposition 4.
Soit f : I � R.

f est convexe sur I si et seulement si pour tout x0 � I :

la fonction
�x0(f) : I \ {x0} � R

x �� f(x) � f(x0)

x � x0

est croissante

Remarque
L’ensemble de ces caractérisations se traduit pour les fonctions concaves.
a) f est concave sur I si et seulement si :

�(x, y) � I2 tels que x < y
�z � ]x, y[

�
f(z) � f(x)

z � x
� f(y) � f(z)

y � z

b) f est concave sur I si et seulement si :

�(x, y) � I2 tels que x < y
�z � ]x, y[

�
f(z) � f(x)

z � x
� f(y) � f(x)

y � x

c) f est concave sur I si et seulement si :

�(x, y) � I2 tels que x < y
�z � ]x, y[

�
f(y) � f(x)

y � x
� f(y) � f(z)

y � z

44

ECE1-B 2015-2016

Théorème 4.
Soit f : I � R et x0 � I.

f est dérivable
en x0

� f admet un développement limité
d’ordre 1 en x0

Lorsque ce développement limité existe, ses coefficients sont :

�
a = f(x0)

b = f �(x0)

Ainsi, si f est dérivable en x0, il existe � : I � R tq au voisinage de x0 :

f(x) = f(x0) + f �(x0) (x � x0) + (x � x0) �(x) avec lim
x�x0

�(x) = 0

Démonstration.
(�) Supposons f dérivable en x0.

Notons �(x) =

�
�x0(f)(x) � f �(x0) si x �= x0

0 sinon
(c’est le � donné par la formule finale)
On a alors �(x) ��

x�x0
0 et de plus, pour tout x �= x0 :

�(x) = �x0(f)(x) � f �(x0)

donc �(x) + f �(x0) =
f(x) � f(x0)

x � x0

et f(x) � f(x0) = f �(x0) (x � x0) + (x � x0) �(x)

Cette formule est aussi valable pour x = x0. Au final, on a bien :
f(x) = f(x0) + f �(x0) (x � x0) + (x � x0) �(x) avec lim

x�x0
�(x) = 0.

(�) Si f possède un développement limité d’ordre 1 alors :
� a = f(x0) (le développement est vérifié en x0 !)

�
f(x) � f(x0)

x � x0
= b + �(x)

On en conclut que �x0(f) admet une limite finie quand x � x0.
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l’é

cr
it

ur
e

(x
�

x
0
)
�(

x
)

où
la

fo
nc

ti
on

�
es

t
te

lle
qu

e
li
m

x
�

x
0

�(
x
)

=
0.

•
La

fo
nc

ti
on

x
��

(x
�

x
0
)

�(
x
)

es
t

né
gl

ig
ea

bl
e

de
va

nt
x

��
(x

�
x

0
)

en
x

0
.E

n
eff

et
:

(x
�

x
0
)
�(

x
)

x
�

x
0

=
�(

x
)

�� x
�

x
0

0

•
C

’e
st

un
e

éc
ri

tu
re

gé
né

ri
qu

e
d’

un
e

fo
nc

ti
on

né
gl

ig
ea

bl
e

de
va

nt
x

��
(x

�
x

0
)

en
x

0
.C

et
te

éc
ri

tu
re

ét
an

t
un

pe
u

lo
ur

de
,o

n
ut

ili
se

ra
gé

né
ra

le
m

en
t

la
no

ta
ti

on
o

x
�

x
0
(x

�
x

0
).

N
ot

at
io

n
R

ap
pe

lo
ns

la
no

ta
ti

on
in

tr
od

ui
te

au
C

H
10

.
•

f
(x

)
=

o
x

�
x
0
(x

�
x

0
)

si
f

es
t

né
gl

ig
ea

bl
e

de
va

nt
x

��
x

�
x

0
i.e

.s
i:

f
(x

)

x
�

x
0

�� x
�

x
0

0

•
f
(x

)
=

o
x

�
x
0
(g

(x
))

si
f

es
t

né
gl

ig
ea

bl
e

de
va

nt
la

fo
nc

ti
on

g
i.e

.s
i:

f
(x

)

g(
x
)

�� x
�

x
0

0
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V
.

Fonctions
convexes

V
.1.

D
éfinition

et
prem

ières
caractérisations

D
éfinition

Soit
f

:
I

�
R

.
•

La
fonction

f
est

dite
convexe

sur
l’intervalle

I
si:

�
(x

1 ,x
2 )�

I
2

�
(t1 ,t2 )�

[0,1] 2

tels
que

t1
+

t2
=

1,

���
f
(t1 x

1
+

t2 x
2 )

�
t1 f

(x
1 )

+
t2 f

(x
2 )

•
D

e
m

anière
équivalente,

f
est

convexe
sur

I
si

�
(x

1 ,x
2 )�

I
2

�
�

�
[0,1]

�
f
(�

x
1
+

(1
�

�
)x

2 )
�

�
f
(x

1 )
+

(1
�

�
)f

(x
2 )

•
La

fonction
f

est
dite

concave
sur

l’intervalle
I

si�
f

est
convexe

sur
I.A

utrem
ent

dit,
f

est
concave

sur
I

si:

�
(x

1 ,x
2 )�

I
2

�
�

�
[0,1]

�
f
(�

x
1
+

(1
�

�
)x

2 )
�

�
f
(x

1 )
+

(1
�

�
)f

(x
2 )

(perm
etde

traduire
les

propriétésde
convexité

pour
les

fonctions
concaves)

R
em

arque
•

D
e

m
anière

générale,si
(u

,v)�
R

2
avec

v
>

u,alors

{�
u

+
(1

�
�
)v

|
�

�
[0,1]}

=
[u

,v]

•
C

ecise
dém

ontre
facilem

ent
par

double
inclusion

:
(�

)
Si

z
=

�
u

+
(1

�
�
)v

pour
�

�
[0,1],alors

z
�

�
u

+
(1

�
�
)u

=
u

et
z

�
�
v

+
(1

�
�
)u

=
v.

(�
)

Si
z

�
[u

,v],ilsuffi
t

de
poser

�
=

z
�

v

u
�

v .
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A
insi,si

f
est

dérivable
en

x
0 ,son

D
L

1 (x
0 )

s’écrit
sous

la
form

e
:

f
(x

)
=

f
(x

0 )
+

f
�(x

0 )
(x

�
x

0 )
+

o
x�

x
0 (x

�
x

0 )

E
xem

ple
Avec

cette
notation,au

voisinage
de

0,on
a

:

ln
(1

+
x
)

=
x

+
ox�

0 (x
)

�
1

+
x

=
1

+
12

x
+

ox�
0 (x

)

e
x

=
1

+
x

+
ox�

0 (x
)

1

1
+

x
=

1
�

x
+

ox�
0 (x

)

R
em

arque
•

Ilestà
noterque

le
prem

ierterm
e

non
nulde

cesdéveloppem
entsfournit

un
équivalent

de
la

fonction
considérée.

O
n

retrouve
ainsi:

ln
(1

+
x
)

�x�
0

x
(i.e.

ln
(1

+
x
)

x
��x�

0
1).

(ce
n’est

qu’une
écriture

rigoureuse
du

fait
que

y
=

ln
(1

+
x
)

peut-être
confondue

avec
sa

tangente
y

=
x

à
proxim

ité
de

0)
•

D
’autre

part,on
a

aussi:e
x

�x�
0

1
+

x.

(ce
n’estqu’une

écriture
rigoureuse

du
faitque

y
=

e
x

peut-être
confon-

due
avec

sa
tangente

y
=

1
+

x
à

proxim
ité

de
0)

•
E

nfin,on
peut

aussiécrire
que

:e
x

�
1

=
x

+
ox�

0 (x
).

O
n

retrouve
alors

:e
x

�
1

�x�
x
0

x
(i.e.

e
x

�
1

x
��x�

0
1).

(ce
n’est

qu’une
écriture

rigoureuse
du

fait
que

y
=

e
x

�
1

peut-être
confondue

avec
sa

tangente
y

=
x

à
proxim

ité
de

0)
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20
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01
6

II
.

D
ér

iv
ab

ili
té

gl
ob

al
e

II
.1

.
N

ot
io

n
de

fo
nc

ti
on

dé
ri

va
bl

e
su

r
un

en
se

m
bl

e

D
éfi

ni
ti

on
So

it
f

:
I

�
R

.

•
La

fo
nc

ti
on

f
es

t
di

te
dé

ri
va

bl
e

su
r

I
si

el
le

es
t

dé
ri

va
bl

e
en

to
ut

po
in

t
de

I.
O

n
ap

pe
lle

al
or

s
fo

nc
ti

on
dé

ri
vé

e
et

on
no

te
f

�
la

fo
nc

ti
on

su
iv

an
te

.
f

�
:

I
�

R
x

��
f

� (
x
)

•
U

ne
fo

nc
ti

on
es

t
di

te
dé

ri
va

bl
e

su
r

un
e

ré
un

io
n

fin
ie

d’
in

te
rv

al
le

s
D

si
el

le
es

t
dé

ri
va

bl
e

su
r

ch
ac

un
de

s
in

te
rv

al
le

s
co

m
po

sa
nt

D
.

(la
fo

nc
tio

n
x

��
|x

|e
st

dé
ri

va
bl
e

su
r

]�
�

,0
[
�

]0
,+

�
[
:

en
eff

et
,e

lle
es

t
dé

ri
va

bl
e

su
r

]�
�

,0
[
et

su
r

]0
,+

�
[.)

II
.2

.
O

p
ér

at
io

ns
su

r
le

s
fo

nc
ti

on
s

dé
ri

va
bl

es

II
.2

.a
)

D
ér

iv
ab

ili
té

et
op

ér
at

io
ns

al
gé

br
iq

ue
s

T
hé

or
èm

e
5.

So
ie

nt
f

:
I

�
R

et
g

:
I

�
R

et
so

it
�

�
R

.
Su

pp
os

on
s

qu
e

f
et

g
so

nt
dé

ri
va

bl
es

su
r

I.
A

lo
rs

le
s

fo
nc

tio
ns

f
+

g,
�
f
,f

�
g

so
nt

dé
ri

va
bl

es
su

r
I.

D
e

pl
us

:

1)
(f

+
g)

�
=

f
� +

g�
2)

(�
f
)�

=
�

f
�

3)
(f

�
g)

�
=

f
� �

g
+

f
�

g�

13
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IV
.2.

E
xtrem

um
local

d’une
fonction

dérivable

T
héorèm

e
19.

Soit
f

:
I

�
R

une
fonction

dérivable
sur

I
(où

I
intervalle

de
R

).

Soit
x

0
�

�I.

f
�s’annule

en
changeant

de
signe

en
x

0
�

�I
�

f
adm

et
un

extrem
um

localen
x

0
�

�I

D
ém

onstration.
Supposons

que
f

�s’annule
en

changeant
de

signe
en

x
0 .

Ilexiste
donc

�
>

0
telque

(par
exem

ple)
:

�
f

��
0

sur
[x

0 �
�
,x

0 [.
La

fonction
f

est
donc

décroissante
sur

[x
0 �

�
,x

0 [.
�

f
��

0
sur

]x
0 ,x

0
+

�
].

La
fonction

f
est

donc
croissante

sur
]x

0 ,x
0
+

�
].

A
insi,elle

adm
et

un
m

inim
um

en
x

0 .

x

f
�(x

)

f

x
0 �

�
x

0
x

0
+

�

+
0

+

f
(x

0 )
f
(x

0 )

R
em

arque
•

C
e

théorèm
e

peut
être

vu
com

m
e

une
réciproque

du
théorèm

e
3

du
débutde

chapitre
(f

adm
etun

extrem
um

localen
x

0
�

�I
�

f
�(x

0 )
=

0).
•

O
n

rappelle
que

l’hypothèse
x

0
point

intérieur
est

im
portante.

O
n

peut
considérer

x
��

x
sur

[0,1]:cette
fonction

adm
et

un
m

inim
um

en
0

(=
0)

m
ais

f
�(0)

=
1.
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D
ém

onstration.
Soient

x
0

�
I

et
x

�
I

telque
x

�=
x

0 .
1)

D
ans

le
cas

de
la

som
m

e,on
a

:

�
x
0 (f

+
g)(x

)
=

(f
+

g)(x
)�

(f
+

g)(x
0 )

x
�

x
0

=
f
(x

)�
f
(x

0 )

x
�

x
0

+
g(x

)�
g(x

0 )

x
�

x
0

=
�
x
0 (f

)(x
)

+
�
x
0 (g)(x

)

��x�x0

��x�x0

f
�(x

0 )
g

�(x
0 )

2)
Si

�
�

R
,on

a
:

�
x
0 (�

f
)(x

)
=

(�
f
)(x

)�
(�

f
)(x

0 )

x
�

x
0

=
�

f
(x

)�
f
(x

0 )

x
�

x
0

=
�

�
x
0 (f

)(x
)

��
x�

x
0

�
f

�(x
0 )

3)
Pour

le
cas

du
produit,on

a
:

�
x
0 (f

�
g)(x

)
=

(f
�

g)(x
)�

(f
�

g)(x
0 )

x
�

x
0

=
(f

(x
)�

f
(x

0 ))�
g(x

)
+

(g(x
)�

g(x
0 ))�

f
(x

0 )

x
�

x
0

=
�
x
0 (f

)(x
)�

g(x
)

+
f
(x

0 )�
�
x
0 (g)(x

)

��x�x0

��x�x0

f
�(x

0 )�
g(x

0 )
f
(x

0 )�
g

�(x
0 )
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E
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B
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01
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A
pp

lic
at

io
n

:
ta

bl
ea

u
de

va
ri

at
io

ns
.

•
Pa

r
le

th
éo

rè
m

e
17

et
th

éo
rè

m
e

18
le

s
flè

ch
es

d’
un

ta
bl

ea
u

de
va

ri
at

io
ns

si
gn

ifi
en

t
la

st
ri

ct
e

m
on

ot
on

ie
de

la
fo

nc
ti

on
co

ns
id

ér
ée

.
•

Lo
rs

qu
e

l’o
n

ét
ud

ie
un

e
fo

nc
ti

on
f

te
lle

qu
e

f
�
�

0
et

ne
s’

an
nu

le
qu

’e
n

un
no

m
br

e
fin

id
e

po
in

ts
,i

ln
’y

a
pa

sl
ie

u
de

fa
ir

e
ap

pa
ra

ît
re

de
ux

flè
ch

es
de

m
êm

e
ty

pe
co

ns
éc

ut
iv

es
.

Pa
r

ex
em

pl
e,

la
fo

nc
ti

on
x

��
x

3
a

po
ur

ta
bl

ea
u

de
va

ri
at

io
ns

:

x

f
� (
x
)

f

�
�

0
+

�

+
0

+

�
�

�
�

+
�

+
�

•
La

pr
és

en
ce

de
de

ux
flè

ch
es

co
ns

éc
ut

iv
es

de
m

êm
e

ty
pe

es
t

à
ré

se
rv

er
au

ca
s

où
la

fo
nc

ti
on

f
n’

es
t

pa
s

dé
fin

ie
au

po
in

t
co

ns
id

ér
é.

O
n

pe
ut

ill
us

tr
er

ce
ca

sp
ar

la
fo

nc
ti

on
f

:
x

��
�

1 x
(d

e
dé

ri
vé

e
x

��
1 x
2
).

x

f
� (
x
)

f

�
�

0
+

�

+
+

00

+
�

�
�

00
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T
hé

or
èm

e
6.

So
ie

nt
f

:
I

�
R

et
g

:
I

�
R

.
Su

pp
os

on
s

qu
e

f
et

g
so

nt
dé

ri
va

bl
es

su
r

I.
Su

pp
os

on
s

de
pl

us
qu

e
g

ne
s’

an
nu

le
pa

s
su

r
I.

A
lo

rs
le

s
fo

nc
tio

ns
1 g

et
f g

so
nt

dé
ri

va
bl

es
su

r
I.

D
e

pl
us

:

�
1 g

�
�

=
�

g� g2
et

�
f g

�
�

=
f

� g
�

f
g�

g2

D
ém

on
st

ra
tio

n.
So

ie
nt

x
0

�
I

et
x

�
I

te
lq

ue
x

�=
x

0
.

1)
Po

ur
le

ca
s

de
l’i

nv
er

se
:

� x
0
(f

)(
x
)

=
1

g
(x

)
�

1
g
(x

0
)

x
�

x
0

=
g(

x
0
)
�

g(
x
)

x
�

x
0

�
1

g(
x
)

g(
x

0
)

��
x�x0

��
x�x0

�
g�

(x
0
)

1

(g
(x

0
))

2

2)
Le

ca
s

du
pr

od
ui

t
se

dé
du

it
de

s
ca

s
du

pr
od

ui
t

et
de

l’i
nv

er
se

.

T
hé

or
èm

e
7.

So
it

f
:
I

�
R

.
Su

pp
os

on
s

qu
e

f
es

t
dé

ri
va

bl
e

su
r

I.

A
lo

rs
po

ur
to

ut
k

�
N

,o
n

a
:

� � �

f
k

es
t
dé

ri
va

bl
e

su
r

I

(f
k
)�

=
k

f
k
�

1
�

f
�

D
ém

on
st

ra
tio

n.
Pa

r
ré

cu
rr

en
ce

en
éc

ri
va

nt
f

k
+

1
=

f
�

f
k
.

15



E
C

E
1-B

2015-2016

T
héorèm

e
18.

Soit
f

:
I

�
R

une
fonction

dérivable
sur

I
(où

I
intervalle

de
R

).

a)
f

��
0

sur
I

et
f

�ne
s’annule

qu’en
un

nom
bre

finide
points

�
f

strictem
ent

croissante
sur

I

b)
f

��
0

sur
I

et
f

�ne
s’annule

qu’en
un

nom
bre

finide
points

�
f

strictem
ent

décroissante
sur

I

D
ém

onstration.
a)

O
n

note
a

1 ,a
2 ,...,a

n
ces

points
où

f
�s’annule.

A
insi,

f
�est

strictem
ent

positive
sur

chacun
des

intervalles
]a

i ,a
i+

1 [.
Ilreste

à
m

ontrer
que

la
stricte

croissance
est

préservée
m

êm
e

sil’on
change

d’intervalle,ce
que

l’on
dém

ontre
de

proche
en

proche.
Soient

i�
�1,n

�
2�

et
x

�
]a

i ,a
i+

1 [,
y

�
]a

i+
1 ,a

i+
2 [:

f
(x

)
<

su
p

]a
i ,a

i+
1 [

f
=

lim
x�

a
�i+

1

f
(x

)
=

f
(a

i+
1 )

��

��

(théorèm
e

lim
ite

m
onotone)

(continuité
de

f)

D
e

m
êm

e,on
a

:

f
(y)

<
in

f
]a

i+
1 ,a

i+
2 [

f
=

lim
x�

a
+i+

1

f
(x

)
=

f
(a

i+
1 )

��

��

(théorèm
e

lim
ite

m
onotone)

(continuité
de

f)

O
n

en
déduit

que
f
(x

)
<

f
(a

i+
1 )

<
f
(y).
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A
pplication

•
Les

fonctions
constantes

sont
dérivables

sur
R

(de
dérivée

nulle).
•

x
��

x
est

dérivable
sur

R
,de

dérivée
la

fonction
constante

x
��

1.
•

Par
le

théorèm
e

précédent
(puissances),

x
��

x
k

est
dérivable

sur
R

de
dérivée

x
��

k
x

k�
1.

•
A

u
final:toutes

les
fonctions

polynom
iales

sont
dérivables

sur
R

(car
obtenues

com
m

e
som

m
es

et
produits

par
un

réel/
par

une
fonction).

•
Les

fonctions
rationnelles

i.e.
de

la
form

e
x

��
P

(x
)

Q
(x

)
avec

(P
,Q

)
�

(R
[X

])
2

sont
dérivables

sur
tout

intervalle
I

sur
lequel

Q
ne

s’annule
pas.

II.2.b)
D

érivabilité
des

fonctions
com

p
osées

T
héorèm

e
8.

Soient
h

:
J

�
R

et
g

:
I

�
R

avec
g(I)�

J.
Supposons

g
est

dérivable
sur

I
et

que
h

est
dérivable

sur
J.

A
lors

h
�

g
:
I

�
R

est
dérivable

sur
I

et
(h

�
g) �

=
(h

��
g)�

g
�

D
ém

onstration.
Soient

x
0

�
I

et
x

�
I

telque
x

�=
x

0 .

�
x
0 (h

�
g)(x

)
=

h
(g(x

))�
h
(g(x

0 ))

x
�

x
0

=
h
(g(x

))�
h
(g(x

0 ))

g(x
)�

g(x
0 )

�
g(x

)�
g(x

0 )

x
�

x
0

=
�
g
(x

0 ) (h
)(g(x

))
�

�
x
0 (g)(x

)

O
n

note
alors

y
0

=
g(x

0 ).E
n

effectuant
le

changem
ent

de
variable

y
=

g(x
)

(x
�

x
0

�
y

�
g(x

0 )
=

y
0 ),on

obtient
:

lim
x�

x
0

�
y
0 (h

)(g(x
))

=
lim

y�
y
0

�
y
0 (h

)(y)
=

h
�(y

0 )
=

h
�(g(x

0 ))

D
ans

cette
dém

o,
on

a
choisi

x
telque

g(x
)�=

g(x
0 ).

P
our

trouver
un

tel
x,ilfaut

que
g

ne
soit

pas
constante

au
voisinage

de
x

0 .Si
g

est
constante,on

a
g

�
=

0
et

la
form

ule
est

encore
vérifiée

(h
�

g
est

aussiconstante)
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e
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a
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or

s
:f

cr
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te
su

r
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�
f
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�

0
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C

et
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T
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.
So

it
f

:
I

�
R

un
e

fo
nc

tio
n

dé
ri

va
bl
e

su
r

I
(o

ù
I

in
te

rv
al

le
de

R
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a)
f

�
st

ri
ct

em
en

t
po

si
tiv

e
su

r
I

�
f

st
ri

ct
em

en
t
cr

oi
ss

an
te

su
r

I
b)

f
�
st

ri
ct

em
en

t
né

ga
tiv

e
su

r
I

�
f

st
ri

ct
em

en
td

éc
ro

is
sa

nt
e

su
r

I

D
ém

on
st

ra
tio

n.
M

êm
e

dé
m

on
st

ra
ti

on
qu

e
la

pr
éc

éd
en

te
:s

oi
en

t
(x

,y
)

�
I2

te
lq

ue
x

<
y.

E
n

ap
pl

iq
ua

nt
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TA
F

à
la

fo
nc

ti
on

f
dé
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va
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e

su
r

[x
,y

],
on

ob
ti

en
t

:

�c
�

]x
,y
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f
(y

)
�

f
(x

)
=

(y
�

x
)

�
��

�
>

0

f
� (
c)

��
��

>
0

>
0

R
em

ar
qu

e
•

Il
n’

y
a
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s

éq
ui

va
le

nc
e!

Po
ur

s’
en

co
nv

ai
nc

re
,

on
pe

ut
co

ns
id

ér
er

la
fo

nc
ti

on
f

:
x

��
x

3
qu

ie
st

st
ri

ct
em

en
t

po
si

ti
ve

su
r

R
.

Po
ur

ta
nt

,f
�
:
x

��
3x

2
n’

es
t

pa
s

st
ri

ct
em

en
t

po
si

ti
ve

:f
� (
0)

=
0.

•
Si

l’o
n

re
pr

en
d

la
dé

m
o

pr
éc

éd
en

te
po

ur
un

e
fo

nc
ti

on
f

st
ri

ct
em

en
t

cr
oi

ss
an

te
,o

n
ob

ti
en

t
:�

x
0
(f

)(
x
)

>
0.

M
ai

s
ce

tt
e

in
ég

al
it

é
st

ri
ct

e
n’

es
t

pa
s

re
sp

ec
té

e
pa

r
pa

ss
ag

e
à

la
lim

it
e

:f
� (
x

0
)

�
0.

•
M

ai
s

al
or

s
co

m
m

en
t

dé
m

on
tr

er
qu

e
f

es
t

st
ri

ct
em

en
t

cr
oi

ss
an

te
su

r
R

?
(i

)
R

ev
en

ir
à

la
dé

fin
it

io
n

:s
oi

t
x
,y

te
ls

qu
e

x
<

y.
A

lo
rs

:
y3

�
x

3
=

(y
�

x
)(

y2
+

yx
+

x
2
)

=
(y

�
x
)(

(y
+

x 2
)2

+
3 4
x

2
)

>
0.

(i
i)

U
ti

lis
er

le
th

éo
rè

m
e

su
iv

an
t,

pl
us

pr
éc

is
.
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:
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e
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I
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�
=
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�
=
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C
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e

de
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:
x

��
�
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+

2

x
�

1
.

•
f
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dé
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r
D

f
=

]�
�

,�
2]

�
]1

,+
�

[.

E
n

eff
et

,l
a

qu
an

ti
té

�
x

+
2

x
�

1
es

t
dé

fin
ie

dè
s

qu
e

g(
x
)

=
x

+
2

x
�

1
�

0.

Il
su

ffi
ta

lo
rs

de
no

te
rq

ue
g(

x
)
a

m
êm

e
si

gn
e

qu
e

la
qu

an
ti

té
(x

+
2)

(x
�

1)
.

•
f

es
t

dé
ri

va
bl

e
su

r
D

=
D

f
\

{�
2}

.E
n

eff
et

,f
es

t
la

co
m

po
sé

e
de

:

�
g

:
x

��
x

+
2

x
�

1
dé

ri
va

bl
e

(n
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am
m

en
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su
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D
.

D
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D
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�
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�
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��
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]0
,+

�
[
.

•
O
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ur
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x

�
D

=
]�

�
,�

2[
�

]1
,+

�
[
:

f
� (
x
)

=
1

2
�

g(
x
)

�
g�

(x
)

=
1 2

�
x

�
1

x
+

2
�

(x
�

1)
�

(x
+

2)

(x
�

1)
2

=
1 2

�
x

�
1

x
+

2
�

�
3

(x
�

1)
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IV
.

D
érivation

et
sens

de
variation

IV
.1.

C
aractérisation

des
fonctions

m
onotones

par
le

signe
de

la
dérivée

T
héorèm

e
16.

Soit
f

:
I

�
R

une
fonction

dérivable
sur

I
(où

I
intervalle

de
R

).

a)
f

est
croissante

sur
I

�
f

�est
positive

ou
nulle

sur
I

b)
f

est
décroissante

sur
I

�
f

�est
négative

ou
nulle

sur
I

c)
f

est
constante

sur
I

�
f

�est
nulle

sur
I

D
ém

onstration.
Soit

f
une

fonction
dérivable

sur
I.

a)
(�

)Supposons
f

croissante
sur

I.Soit
x

0
�

I.Pourtout
x

�
I\{x

0 }
:

�
x
0 (f

)(x
)

=
f
(x

)�
f
(x

0 )

x
�

x
0

�
0

E
n

effet,la
croissance

de
f

signifie
que

f
(x

)�
f
(x

0 )
est

du
signe

de
x

�
x

0 .
f

étant
dérivable

en
x

0 ,on
obtient,par

passage
à

la
lim

ite
dans

l’in-
égalité

:

f
�(x

0 )
=

lim
x�

x
0

f
(x

)�
f
(x

0 )

x
�

x
0

�
0

(�
)

R
éciproquem

ent,supposons
f

��
0

sur
I.

Soient
x

et
y

deux
élém

ents
de

I
tels

que
x

�
y.

E
n

appliquant
le

TA
F

à
la

fonction
f

dérivable
sur

[x
,y],on

obtient
:

�
c

�
]x

,y[,
f
(y)�

f
(x

)
=

(y
�

x
)

�
��

�
�

0

f
�(c)

����
�

0

�
0

A
insi

f
(y)�

f
(x

).
b)

Ilsuffi
t

d’appliquer
le

résultat
précédent

à
la

fonction
g

=
�

f.
c)

Ilsuffi
t

de
rem

arquer
qu’une

fonction
constante

est
à

la
fois

croissante
et

décroissante
et

que
f

�
=

0
signifie

que
f

��
0

et
f

��
0.
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E
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A
pplication

:dérivabilité
de

l’élévation
à

la
puissance

quelconque

Soit
a

�
R

.O
n

considère
la

fonction
f

:
x

��
x

a
=

e
a

ln
x

(par
définition).

•
C

ette
fonction

est
définie

pour
tout

x
>

0.
A

utrem
ent

dit
:

D
f

=
]0,+

�
[.

•
La

fonction
f

est
dérivable

sur
]0,+

�
[

car
est

la
com

posée
de

:

�
g

:
x

��
a

ln
x

dérivable
sur

]0,+
�

[.D
e

plus,
g(

]0,+
�

[
)�

R
.

�
h

:
x

��
e
x

dérivable
sur

R
.

Pour
tout

x
>

0,on
a

:
f

�(x
)

=
ax

e
a

ln
x

=
ax

x
a

=
x

a�
1.

�
a

�
R

,�
x

�
]0,+

�
[,

(x
a) �

=
a

x
a�

1

II.2.c)
D

érivabilité
des

fonctions
réciproques

T
héorèm

e
9.

Soit
f

:
I

�
R

(où
I

est
un

intervalle).
Supposons

que
f

réalise
une

bijection
de

I
sur

f
(I).

Supposons
que

f
est

dérivable
sur

I.
Supposons

que
f

�ne
s’annule

pas
sur

I.

A
lors

f
�

1
:
f
(I)�

I
est

dérivable
sur

f
(I),et

:
�f

�
1 ��

=
1

f
��

f
�

1

D
ém

onstration.
Soit

y
0

�
f
(I).Ilexiste

donc
x

0
�

I
telque

y
0

=
f
(x

0 ).
Pour

tout
y

�
f
(I)

telque
y

�=
y
0

:

�
y
0 (f

�
1)(y)

=
f

�
1(y)�

f
�

1(y
0 )

y
�

y
0

=
f

�
1(y)�

x
0

f
(f

�
1(y))�

f
(x

0 )
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�
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u
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�
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�
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Si
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n
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ra
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l’i
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�
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�
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=
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�
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m
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=

�.
3)
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l’i
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�
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�
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�
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�
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=
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co

nt
in

ue
et

st
ri

ct
em

en
t

cr
oi

ss
an

te
su

r
I,

al
or

s
f

ré
al

is
e

un
e

bi
je

ct
io

n
de

I
su

r
f
(I

).
•

O
n

pe
ut

re
tr

ou
ve

r
la

fo
rm

ul
e

du
th

éo
rè

m
e

vi
a

l’é
ga

lit
é

f
�

f
�

1
=

id
.

E
n

eff
et

,e
n

dé
ri

va
nt

fo
rm

el
le

m
en

t
ce

tt
e

ég
al

it
é,

on
ob

ti
en

t
:

� f
� �

f
�

1
� �

� f
�

1
� �

=
1

In
te

rp
ré

ta
ti

on
gé

om
ét

ri
qu

e

x

y

•
La

fo
rm

ul
e

:(
f

�
1
)�
(y

0
)

=
1

f
� (
x

0
)

si
gn

ifi
e

qu
e

le
co

effi
ci

en
t

di
re

ct
eu

r
de

la
ta

ng
en

te
en

y 0
de

f
�

1
es

t
l’i

nv
er

se
de

la
ta

ng
en

te
en

x
0

de
f
.

•
Le

s
ta

ng
en

te
s

de
f

�
1

en
y 0

et
de

f
en

x
0

so
nt

sy
m

ét
ri

qu
es

pa
r

ra
pp

or
t

à
l’a

xe
y

=
x
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des
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ents
finis

T
héorèm

e
14.

Soient
a

et
b

deux
réels

tels
que

a
<

b.
Soit

f
:
[a,b]�

R
.

•
f

continue
sur

[a,b]

•
f

dérivable
sur

]a,b[

•
il

existe
m

et
M

tels
que

�
u

�
]a,b[,

m
�

f
�(u

)�
M

���������
�

m
�

f
(b)�

f
(a)

b�
a

�
M

D
ém

onstration.
D

’après
le

TA
F,ilexiste

c
�

]a,b[,
f

�(c)
=

f
(b)�

f
(a)

b�
a

.

O
n

a
alors

:
m

�
f

�(c)�
M

,ce
quiconclut

cette
dém

onstration.

Interprétation
physique

•
Sila

fonction
f

est
C

1,alors
f

�est
C

0
sur

[a,b].
O

n
peut

alors
choisir

m
=

m
in

[a
,b]

f
�et

M
=

m
ax

[a
,b]

f
�.

•
L’IA

F
stipule

alors
que

la
vitesse

m
oyenne

entre
deux

instants
a

et
b

est
com

prise
entre

la
plus

petite
vitesse

instantanée
et

la
plus

grande
vitesse

instantanée.

A
utre

form
ulation

Si
f

:
I

�
R

et
(x

,y)�
I

2
où

I
est

un
intervalle.

•
f

dérivable
sur

un
intervalle

I

•
ilexiste

M
�

0,
�
u

�
I,

|f
�(u

)|�
M

�������
�

�
(x

,y)�
I

2,

|f
(y)�

f
(x

)|
�

M
|y�

x|
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II.3.
D

érivées
successives

II.3.a)
D

éfinition

D
éfinition

Soit
f

:
I

�
R

.
Supposons

que
f

est
dérivable

sur
I.

•
O

n
dit

que
f

est
n

fois
dérivable

sur
I

si:
�

f
est

n
�

1
fois

dérivable
sur

I,
�

f
(n�

1
)

est
dérivable

sur
I.

O
n

note
alors

:
f

(n
)
=

(f
(n�

1
)) �

:
I

�
R

.
•

O
n

dit
que

f
est

indéfinim
ent

dérivable
sur

I
si,pour

tout
n

�
N

,
f

est
n

fois
dérivable

sur
I.

�
M

êm
e

siles
notations

sont
proches,ilne

faut
pas

confondre
:

�
f

n
quiest

la
puissance

n
èm

e
de

la
fonction

f,
�

f
(n

)
quiest

la
dérivée

n
èm

e
de

la
fonction

f.

R
em

arque
D

étaillons
cette

définition
pour

bien
la

com
prendre.

Soit
f

:
I

�
R

une
fonction

dérivable
sur

I.
•

Sif
�
:
I

�
R

estelle-m
êm

e
dérivable

sur
I,on

peutconsidérerla
dérivée

de
f

�,appelée
dérivée

seconde
de

f
et

notée
(f

�) �
=

f
��

:
I

�
R

.
•

Si
n

�
N

,on
peut

définir
la

dérivée
n

èm
e

de
f

com
m

e
suit.

0)
f

(0
)
=

f
:
I

�
R

,
1)

Si
f

est
dérivable

sur
I,on

note
f

(1
)
=

f
�
:
I

�
R

,
...

n)
Si

f
(n�

1
)

est
dérivable

sur
I,on

note
f

(n
)
=

(f
(n�

1
)) �

:
I

�
R

.
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c
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.

R
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)
=

f
(b

),
on

ab
ou

ti
t

à
la

co
nc

lu
si
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:

f
(b

)�
f
(a

)
=

(b
�

a)
f

� (
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po
ur

un
c

�
]a

,b
[,
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qu
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ém

on
tr

e
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e
f
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r
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dé
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dé
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r
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x
��
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dé
fin
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dé
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bl
e
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r
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dé
ri

va
bl

e
su

r
R

+
� .

•
La

fo
nc

ti
on

f
:
x

��
x

�
|x

|e
st

dé
fin

ie
et
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|x
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st
dé
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bl
e

su
r

R
�
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r
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t
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m
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e
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:

�
g

:
x

��
|x

|d
ér

iv
ab

le
su

r
R

�
.D

e
pl

us
,g

(
R

�
)

�
R

+
�

.

�
h

:
x

��
�

x
dé

ri
va

bl
e

su
r

R
+

�
.

O
n

en
dé

du
it

qu
e

f
es

t
dé

ri
va

bl
e

su
r

R
� .

D
e

pl
us

,l
a

fo
nc

ti
on

f
es

t
dé

ri
va

bl
e

en
0.

E
n

eff
et

:

� 0
(f

)(
x
)

=
f
(x

)
�

f
(0

)

x
�

0
=

f
(x

)

x
=

x
�

|x
|

x
=

�
|x

|
�� x
�

0
0

E
nf

n,
po

ur
x

�=
0,

on
a

:

�
si

x
>

0
:f

(x
)

=
x

�
x

et
f

� (
x
)

=
�

x
+

x
1

2�
x

=
�

x
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1 2

�
x

=
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�
x
.

�
si

x
<

0
:f

(x
)

=
x

�
�

x
.O

n
en

dé
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it
:

f
� (
x
)

=
�

�
x

�
x

1

2�
�

x
=

�
�

x
+

�
�

x
�

�
x

2
�

�
x

�
x

=
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�
�

x

O
n
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en
t
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s
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e,
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ur
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ut
x

�
R

,f
� (
x
)

=
3 2

�
|x

|.

•
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ti
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f
�
:
x

��
3 2

�
|x

|n
’e

st
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s
dé

ri
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bl
e

en
0.

E
n

eff
et

:

� 0
(f

� )
(x

)
=

f
� (
x
)
�

f
� (
0)

x
�

0
=

f
(x

)

x
=

3 2

�
|x

|
x

=
3 2

�
|x

|
sg

n
(x

)�
|x

|�
|x

|
=

3 2

1
�

|x
|

�� x
�

0
�

(+
�

à
dr

oi
te

et
�

�
à

ga
uc

he
)

O
n

en
dé

du
it

qu
e

f
n’

es
t

pa
s

de
ux
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dé
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va
bl

e
en
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III.2.
T

héorèm
e

des
accroissem

ents
finis

T
héorèm

e
13.

Soient
a

et
b

deux
réels

tels
que

a
<

b.
Soit

f
:
[a,b]�

R
.

•
f

continue
sur

[a,b]

•
f

dérivable
sur

]a,b[
�

ilexiste
c

�
]a,b[telque

f
�(c)

=
f
(b)�

f
(a)

b�
a

D
ém

onstration.
Ils’agit

de
com

parer
f

à
sa

corde
passant

par
(a,f

(a))
et

(b,f
(b)).

C
ette

corde
a

pour
équation

y
=

g(x
)

où
g

est
définie

par
:

g
:
x

��
f
(a)

+
f
(b)�

f
(a)

b�
a

(x
�

a)

C
onsidérons

alors
la

fonction
h

=
f

�
g.E

lle
vérifie

:
�

h
est

continue
sur

[a,b](car
f

et
g

le
sont),

�
h

est
dérivable

sur
]a,b[(car

f
et

g
le

sont),
�

h
(a)

=
f
(a)�

g(a)
=

0
=

f
(b)�

g(b)
=

h
(b).

A
insi,par

le
théorèm

e
de

R
olle,ilexiste

c
�

]a,b[telque
h

�(c)
=

0.

O
r,pour

tout
x

�
]a,b[,

h
�(x

)
=

f
�(x

)�
g

�(x
)

=
f

�(x
)�

f
(b)�

f
(a)

b�
a

.

A
u

point
c,on

a
donc

:
f

�(c)
=

f
(b)�

f
(a)

b�
a
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II.3.b)
C

aractère
C

n
et

C
�

D
éfinition

Soit
f

:
I

�
R

.

•
O

n
dit

que
f

est
de

classe
C

n
sur

I
si

�
f

est
n

fois
dérivable

sur
I,

�
f

(n
)

est
continue

sur
I.

•
A

insi,on
dit

que
f

est
de

classe
C

0
sur

I
si

f
est

continue
sur

I.
•

E
nfin,on

dit
que

f
est

de
classe

C
�

sur
I

si,pour
tout

n
�

N
,
f

est
n

fois
dérivable

sur
I.

R
em

arque
•

Si
f

est
de

classe
C

n,
on

dit
aussi

que
f

est
n

fois
continûm

ent
dérivable.Ilest

à
noter

que
pour

tout
k

�
�1,n�,

f
(k

)
est

continue
:

�
si

k
�

�1,n
�

1�,
f

(k
)

est
continue

car
dérivable.

�
f

(n
)

est
continue

par
définition.

•
N

otez
que

f
est

C
�

signifie
qu’elle

est
indéfinim

ent
dérivable

(ces
deux

notions
coïncident).

E
xem

ple
•

Les
fonctions

polynom
iales

sont
C

�
sur

R
.

•
La

fonction
exp

est
C

�
sur

R
.

•
La

fonction
x

��
1x

est
C

�
sur

R
+

�.
•

O
n

en
déduit

que
la

fonction
ln

est
C

�
sur

R
+

�.
•

La
fonction

f
:
x

��
x

�
|x|est

dérivable
sur

R
.

Sa
dérivée

f
�
:
x

��
32

�
|x|est

continue
sur

R
.D

onc
f

est
C

1
sur

R
.

Par
contre,

f
�n’est

pas
dérivable

sur
R

(car
non

dérivable
en

0).
A

insi
f

n’est
pas

C
2

sur
R

.
M

ais
on

peut
m

ontrer
qu’elle

est
C

�
sur

]�
�

,0[et
sur

]0,+
�

[.
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+
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=
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+
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�
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=
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