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« On peut aussi citer le taux d’accroissement d’une population :

pop(ta) — pop(t1)

Accroissement démographique = -
2 —t

ot pop(t) désigne la taille de la population a la date t.
Notez que 'on peut avoir un taux d’accroissement négatif : cela signifie
que la population a diminué.

o On considére le déplacement d’un alpiniste en repérant son altitude. Sa
vitesse moyenne de déplacement vertical est alors définie par :

alt(te) — alt(ty)

Vitesse moyenne verticale = ro—
2 — 11

ou alt(t) désigne l'altitude de alpiniste a la date ¢.

Lorsque cette vitesse moyenne est négative, cela signifie qu’entre les
temps t; et to, I'alpiniste a globalement descendu.

Au contraire, si elle est positive c’est qu’il a globalement monté.

Interprétation graphique

Notons M(x, f(x)) et My(zo, f(x0)) points de la courbe représentative
de f. Alors 7, (f)(x) est la pente de la corde MyM.
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Remarque

o Si f est dérivable en xg, en effectuant le changement de variable h =
T — T, on obtient—

f(xo+h) — f(x0)

h—0 h

(c’est une définition équivalente)

« Dire qu'une fonction f est dérivable en xg c’est dire que la fonction
taux d’accroissement 7, (f) est continue en zo (on peut alors prolonger
cette fonction par continuité en posant 7., (f)(zo) = f'(z0)).

Exemple

o Si f est constante sur I, alors f est dérivable en tout point zg de I et
f(xo) = 0. En effet, si g € I et x # 3, on a :
_ f@) = fxo) _
Tao (f)(@) = T 0 =20
« La fonction o — z est dérivable pour tout zg de R et f'(zg) = 1.
En effet, si xg € I et x # xg, on a :
f(@) = flzo) _z—m0

o) = — = = T o !

« La fonction x ++ 22 est dérivable pour tout zy de R et f’(xq) = 2.
En effet, si xg € I et x # xg, on a :

_J@) = feo) _ 2 —ad _ (z—m0)(a + 20)

= = — M&o

T — X T — o T =T0 T—T0

« La fonction z — /z est dérivable pour tout zg de R™ et f/(zg) =
En effet, si xg € I et x # xg, on a :

BTV o K { 2 D VTRV LT

Tao () ()

1
2\/xo "

1

t—w  e—a0  (Em)(E+ ) o 2/

(mais elle n’est pas dérivable en 0)

ECE1-B 2015-2016

V.3. Point d’inflexion
Définition
Soit f : I — R une fonction définie au voisinage d’un point xg € I.

« Le point (zg, f(z0)) est un point d’inflexion de la courbe représentative
de f si f change de convexité en ce point.

o Plus précisément, deux cas sont possibles.

Va € [xg — o, x|, f est concave

(la courbe de f est située en dessous de sa tangente en xg)
Va € [z, z0 + o, f est convexe

(la courbe de f est située au-dessus de sa tangente en xo)

1) Ja >0,

V& € [zg — o, o], f est convexe

(la courbe de f est située au-dessus de sa tangente en xg)
2) Ja >0,
Vx € [zo,z0 + o, f est concave

(la courbe de f est située en dessous de sa tangente en xg)

« En un tel point (xo, f(z0)), la tangente de f en z( traverse la courbe

de f.

Théoréme 23.

Soit f: I — R de classe C? sur I et soit xg € I

(zo, f(x0)) est un point - 1" s’annule et change
d’inflexion de la courbe de f de signe en xq

Démonstration.

Dire que f” s’annule en changeant de signe en ¢ signifie (par exemple)
que :

Vo € [x0 — a,mg], f"(x) =0

Ja >0, A<&m?9ao+&“ J'(x) <0

Cela signifie donc que f est convexe sur [zg — «,xo] (f” = 0 sur cet
intervalle) et concave sur [zg, 2o + «] (f” < 0 sur cet intervalle). O
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Exemple
« Cet énoncé est adapté aux fonctions qui sont définies par cas.

« Lafonction x + |x| n’est pas dérivable en 0 car f,(0) = —1et f3(0) = 1.

Y

o La fonction = — |z] n'est pas dérivable en les points z € Z.
Elle n’est déja pas continue en ces points! (¢f théoréme ci-dessous)
1.2. Propriétés des fonctions dérivables en un point

Théoréme 2.
Soit f : 1 — R et soit xg € I.

f est dérivable en x9y = f est continue en xg

Démonstration.
Supposons que f est dérivable en z¢ € I et soit x # xo.
Par définition, on a : 74, (f)(x) = E.

r — X

Ainsi : f(z) = f(zo) + (z — o) T (f) ().

On en déduit que f est continue en zy car somme de :

x x +— f(zg) continue en xy car constante.

x @+ (z — x0) T (f)(z) continue en zo car produit de :
(i) x — x — xg continue en x( car polynomiale,

(i) x +— T4, (f)(x) continue en xg car f est dérivable en x.

ECE1-B 2015-2016

Théoréme 22.

Soit f: I — R de classe C' sur I.

f est convexe - La courbe de f est située au-dessus de ses tangentes :
sur T Y(a,x) € I, f(z) > f(a)+ (z—a)f'(a)
Démonstration.

(=) On reprend la démonstration du théoréme 20 (=).
Soit (a,z) € I? tel que a # x (le cas © = a est trivial).
e Six > a, en prenant z; = a et 29 = x, I'inégalité de gauche fournit :

f(z) = f(a)

r—a

f'l@) <
e Six < a, en prenant z; = x et z9 = a, I'inégalité de droite fournit :

fla) = f(x)

a—x

< f'(a)

D’ou 'inégalité souhaitée quelque soit (a,z) € I2.

(<) Démontrons que f’ est croissante.
Soit (z,y) € I? avec x < y. Alors, par hypothése, on a :

f@)=fy)+@—y)f'y) et fly)=flz)+y—z)f(z)

I~ f@

On en déduit que : f/(x)
y—z

< fy). O

Application
e VxeER, 2142
e YV €]0,400], mz <z —1
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Remarque

o L’hypothése xg point intérieur est importante.
Considérons par exemple la fonction  — z sur [0, 1]. Cette fonction

admet un minimum en 0 (= 0) mais f'(0) = 1. Y
o La réciproque est fausse. ] /
Le contre exemple classique est la fonction z +— , -

23 qui est de dérivée nulle en 0 mais qui n’atteint
pas de maximum (resp. minimum) en ce point.

1.3. Développement limité & l’ordre 1 au voisinage d’un
point

I.3.a) DL;(zo) et approximation affine de f en xzg
Définition DL;(xg)
Soit f : I — R définie au voisinage de xg.

e On dit que f posséde un développement limité d’ordre 1 en xg
s’il existe (a,b) € R? et une fonction € : I — R tels que, au voisinage
de Zo -

fl@)=a+b(x—x9)+ (x —xzp)e(z) et lim e(x)=0

T—rTQ

Remarque
o Si f admet un DL;(z¢) alors on a: lim f(z) — (a+b(x —x)) = 0.
T—T0

Ainsi, les courbes représentatives de f et de la droite d’équation y =
a+b(z — o) ont tendance a se confondre & proximité de xo.

o C’est pourquoi on dit que la droite d’équation y = a + b (z — xg) est
une approximation affine de f en xzg.
— c’est la droite qui représente le mieux la fonction f au voisinage de
xo-

ECE1-B 2015-2016

V.2. Convexité et dérivabilité

Théoréme 20.

Soit f: I — R de classe C sur I.

f est convexe sur I < f' est croissante sur I

Démonstration.
(=) Soit (z1,22) € I? tel que 21 < z2. Montrons que f/(z1) < f(22).
La démonstration s’appuie sur le schéma suivant.

f()

f(=)

(ce schéma sous-entend que z1 et zo ne sont pas des extrémités de I ; ce
cas devrait étre traité séparément)

Formalisons ce schéma. Soit (z,y) € I? tel que = < 21 et y > 2o.
D’apreés la proposition 3 (pentes bleues < pente verte < pentes rouges) :

f@) = fE) _ fe) =S f) - fz)

T — 21 = z9 — 21 = Y — 22
o (})(w) TZQ(}')(y)
il il
fo(21) fi(22)

Or, comme f est dérivable, fg(z1) = f'(21) et fj(22) = f'(22).
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Démonstration.
b) Soit z € |z, y[. Alors z = Ax + (1 — \)y pour un certain A € [0, 1].
On peut méme étre plus précis : A = y—= etdonc1l—\= S

Yy — -z
Onaalors : f(Az+ (1 —N)y) < Af(z)+ (1 —-N)f(y)

autrement dit : f(z) < <1 - I) flz)+ S f(y). Et ainsi :
y—x y—x
1)~ f@) _ f) i)
z—x = y—x
Les autres inégalités s’en déduisent. O
Proposition 4.
Soit f: 1 —R.
f est convexe sur I si et seulement si pour tout zg € I :
Too(f) o | T\ {zo} — R
la fonction f(@) — f(mo) est croissante
x s
T — X
Remarque

L’ensemble de ces caractérisations se traduit pour les fonctions concaves.
a) f est concave sur I si et seulement si :

V(x,y)elztelsquex<y} f(z) = f(z) S fy) - f(2)
Vz € |z, y[ 2—xz _ y—=z

b) f est concave sur [ si et seulement si :

V(x,y)é[ztclsquem<y} f(z) — f(=) S fy) — f(=)
Vz € |z, y] z—x ~ y—z

¢) f est concave sur [ si et seulement si :

V(e,y) € I2 tels que = <y } [~ 1) ) - fE)
Vze]x,y[ y—x - Yy—z
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Théoréme 4.
Soit f: 1 —>Retxygel.

f est dérivable - f admet un développement limité
en xg d’ordre 1 en xg

a= f(zo)
b= f'(zo)

Ainsi, st f est dérivable en xg, il existe € : I — R tq au voisinage de xq :

Lorsque ce développement limité existe, ses coefficients sont : {

f(x) = fxo) + f'(z0) (x — x0) + (z — 20) ()  avec Ilggo e(x) =0

Démonstration.
(=) Supposons f dérivable en x.

Tuo (f) (@) = f'(x0) si @ # 20
0 sinon

Notons e(z) = {

(c’est le € donné par la formule finale)
On a alors e(x) — 0 et de plus, pour tout = # xg :
T—rXQ

e(x) = 7o (f)(2) — f'(20)
f(@) = f(xo)

xr — X
et f(@) = f(xo) = (o) (x — o) + (z — mo) £(2)

Cette formule est aussi valable pour & = zy. Au final, on a bien :
f(@) = f(zo) + f(mo) (z — x0) + (& — x0) e(zx) avec ILm e(z) =0.
T—T0

donc  e(x) + f'(zo) =

(<) Si f posséde un développement limité d’ordre 1 alors :
x a = f(zo) (le développement est vérifié en xq!)
(@)~ f(wo)

r — X

On en conclut que 74, (f) admet une limite finie quand = — xo. O

=b+e(x)
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Remarque Proposition 3. (théoreme des 8 pentes)
D’aprés ce théoréme, il y a unicité (lorsqu’il existe) du développement Soit f: 1 — R et soit xg € I.

limité de f d’ordre 1 en zg.
! 0 a) f est convexe sur I si et seulement si :

1.3.b) Tangente de f en zo V) e tels quer <y | ()~ f@) _ )~ ()
Définition Vz € |z, y] z—z = y—z
Soit f: I —>Retxgel.
b) f est convexe sur I si et seulement si :
e Si f est dérivable en zp, on appelle tangente de f en zg la droite
passant par (zo, f(zo)) de ceefficient directeur f’(zg). V(z,y) € I? tels que < y W £(z) — f(z) _ fly) — f(z)
o Autrement dit, c’est la droite d’équation :| y = f(zo) + f'(z0) (x — o) vz € J,yl - y—z
Remarque c) f est convexe sur I si et seulement si :
Il arrive parfois que la fonction f posséde une dérivée & gauche et & droite 5
en xg sans pour autant étre dérivable en xg. Plus précisément, c’est le cas V(z,y) € I” tels que x <y W fly) = f(x) < fy) = f(2)
lorsque fg(wo) # fy(20). On introduit alors les notions suivantes. Vz € ],y y— y—=
« La demi-tangente & gauche de f en xg est la droite d’équation :
= f(zo) + f1(x0) (x — z0).
=1 .ov \mA OV,A 0) ) . ) Interprétation graphique.
o La demi-tangente & gauche de f en xg est la droite d’équation : Pente verte < pente bleue ; pente verte < pente rouge ;
: / ; ’ = ’
y = f(zo) + f3(x0) (x — z0). pente rouge < pente bleue.
Définition (Tangente de la forme x = xg)
Soit f: I —>Retxgel.
Supposons que : )
x f est continue en xg
X :lB Tao (f)(x) = 400 (resp. —o0) (f est donc non dérivable en
Tr—rxQ
« On appelle tangente verticale de f en xzq la droite verticale passant
par le point (zo, f(x0)). ,
o Autrement dit, c’est la droite d’équation x = xg. ﬂ
x z Y
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Ainsi, si f est dérivable en z, son DL (zg) s’écrit sous la forme : V. Fonctions convexes
F(@) = fwo) + (o) (x — 20) + aiogo?. ~ 20) V.1. Définition et premiéres caractérisations
Définition
Exemple Soit f: I —R.
Avec cette notation, au voisinage de 0, on a : « La fonction f est dite convexe sur Iintervalle I si :
In(l+z)=z+ o (z) ef=14+z+ o (x) V(z1,19) € I?
z—0 x—0
V(t1,t2) € [0,1]7 f(tizy +taxe) < tif(z1) +taf(22)
1 1 tels que t; +t2 =1,
Vidz=14+-z+ o (z) =1l—-z+ o (v)
2 20 1+ 20 e L. .
o De maniére équivalente, f est convexe sur I si
Remarque V(z1,20) € I?

VA € [0,1] W fQxr+ (1= Na2) < Af(@1) + (1= A)f(x2)

« Il est a noter que le premier terme non nul de ces développements fournit
un équivalent de la fonction considérée.

In(1 + ) 1 « La fonction f est dite concave sur l'intervalle I si —f est convexe sur
€T =0 I.

(ce n'est qu’une écriture rigoureuse du fait que y = In(1 + x) peut-étre

confondue avec sa tangente y = x a proximité de 0)

.V ..aZ <&“&m~m
Sé@?%i&rmZia <ww_%: W >§+:L§vwisviTi@
(ce n'est qu’une écriture rigoureuse du fait que y = €* peut-étre confon- ’
due avec sa tangente y = 1+ x & prozimité de 0)

On retrouve ainsi : In(1+2z) ~ a  (i.e
0

z—

Autrement dit, f est concave sur [ si :

(permet de traduire les propriétés de convexité pour les fonctions concaves)
« Enfin, on peut aussi écrire que : e* — 1 =z + o (z).

. Mio Remarque
. e” —
On retrouve alors : e* — 1 2, L (i.e. — — 1). « De maniére générale, si (u,v) € R? avec v > u, alors
xr—rx xr
(ce n'est qu’une écriture rigoureuse du fait que y = e* — 1 peut-étre Du+(1=No | Ae[0,1]} = [u,v]

confondue avec sa tangente y = x & proximité de 0)
o Ceci se démontre facilement par double inclusion :
(Q) Siz=Mu+(1—Xvpour A €[0,1], alors z =2 Au+ (1 — Nu = u et
z< v+ (1= NMu=nw.

(D) Siz € [u,v], il suffit de poser A = S

u—v

12 41
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Démonstration. IV.2. Extremum local d’une fonction dérivable

Soient zg € I et x € I tel que x # xg. Théoréme 19

1) Dans 1 s de la s , :
) Dans le cas de la somme, on a Soit f : I — R une fonction dérivable sur I (ot I intervalle de R).

+g)z)—(f +g) °
q.aocm AT.QVA&.V = A.\, .QX v A.\, .QVA OV Soit xg € 1.
Tr — X
" s’annule en changeant admet un estremum
@)= f) |, 9(@) — glao) e grgeant 1 O
& — 2o & — 7o de signe en xg € 1 local en xg € 1
= T(H)®)  + Ta(9)(x) Démonstration.
. o Supposons que f’ s’annule en changeant de signe en zg.
o&x o&x Il existe donc o > 0 tel que (par exemple) :
x 1< 0sur [zg — «, 2ol
f'(xo) 9'(xo) La fonction f est donc décroissante sur [zg — «, zo].
2) SideR, ona: x\\Wommi&?&on,.&. )
La fonction f est donc croissante sur |zg, zo + .
Teo( A f)(z) = (A () = (A f)(o) = A\ f(@) — f(zo) Ainsi, elle admet un minimum en xg.
T — X0 r — X
x o — o To xo+ «
= ATe(f)(®) —> Af'(wo)
0 f(@) + 0 +
3) Pour le cas du produit, on a :
f>xg9)(x) — (f x g)(o
(X)) = (f x g)(x) = (f x g)(x0) faw)
r — X 0
_ (f(@) = f=@0)) x g(z) + (9(x) — g(x0)) X f(z0)
= P Remarque
o Ce théoréme peut étre vu comme une réciproque du théoréme 3 du
= Tuo(f)(@) x g(z) + F(xo) X 7o (9)(2) début de chapitre (f admet un extremum local en zg € I = f/(x¢) = 0).
MS« MH% « On rappelle que 'hypothése ¢ point intérieur est importante.
& g On peut considérer  — z sur [0,1] : cette fonction admet un minimum
y p en 0 (=0) mais f/(0) = 1.
f'(zo) x g(o) flzo) x g'(x0)

14 39
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Application

« Les fonctions constantes sont dérivables sur R (de dérivée nulle).

e x> x est dérivable sur R, de dérivée la fonction constante x — 1.

« Par le théoréme précédent (puissances), z +— z* est dérivable sur R de
dérivee x +— k 2P 1,

« Au final : toutes les fonctions polynomiales sont dérivables sur R (car
obtenues comme sommes et produits par un réel / par une fonction).

P
o Les fonctions rationnelles i.e. de la forme x +— QM&W avec (P,Q) €
x
(R[X])? sont dérivables sur tout intervalle I sur lequel @ ne s’annule

pas.

I1.2.b) Dérivabilité des fonctions composées

Théoréme 8.
Soient h: J = Retg:I—R avec g(I) C J.

Supposons g est dérivable sur I et que h est dérivable sur J.

Alors hog: I — R est dérivable sur I et | (hog) = (h og)xg

Démonstration.
Soient zg € I et x € I tel que = # xp.

h(g(x)) — h(g(zo)) h(g(x)) — h(g(zo))

9(x) — g(xo)

Tao(hog)(z) = P T g(w) — g(w) g

= M) X Ta(9)@)

On note alors yo = g(zp). En effectuant le changement de variable y =
g(z) (x = o = y — g(x0) = yo), on obtient :
lim 7,,(h)(g(z)) = lim 7, (h)(y) = h'(yo) = ' (g(x0))

T—IT Y—Yo

Dans cette démo, on a choisi x tel que g(x) # g(zo).

Pour trouver un tel x, il faut que g ne soit pas constante au voisinage de
xo. Si g est constante, on a g =0 et la formule est encore vérifiée (hog
est aussi constante) O

16
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Théoréme 18.

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I (ot I intervalle de R).

a) f'>0surl et f' nes’annule qu’en - f strictement
un nombre fini de points croissante sur I
b) f <0 surl et f' ne s’annule qu’en N f strictement
un nombre fini de points décroissante sur I
Démonstration.
a) On note ay,as,...,a, ces points ou f' s’annule.

Ainsi, f’ est strictement positive sur chacun des intervalles |a;, a;41].
Il reste & montrer que la stricte croissance est préservée méme si l'on
change d’intervalle, ce que I'on démontre de proche en proche.

Soient ¢ € [1,n — 2] et  €]a;, ait1[, ¥ € |ait1, airo| :

fx) < sup f = lim  f(z) = f(ait1)

lag,aita] T=a;

(théoréme limite

monotone) (continuité de f)

De méme, on a :

fly) < inf f = lim f(z) = flai1)

laiv1,aiva( z—af

l l

(théoréme limite

monotone) (continuité de f)

On en déduit que f(z) < f(ai+1) < f(y). n

37
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Application : dérivabilité de I’élévation a la puissance quelconque

Soit @ € R. On considére la fonction f : z + 2% = ™% (par définition).

o Cette fonction est définie pour tout x > 0. Autrement dit : &y =
0, +ool.

« La fonction f est dérivable sur []0,400[| car est la composée de :
x ¢ : 2+ alnz dérivable sur []0,400[. De plus, g(/]0,+o0[) C R.
x h:x— e® dérivable sur R.

Pour tout > 0, on a : f'(z) = —e? 0% = — 20 = g0~ 1,
x x

Va € R,Vz €]0,+o0], | (%) = ax"?

II.2.c) Dérivabilité des fonctions réciproques

Théoréme 9.
Soit f: I — R (ou I est un intervalle).
Supposons que | réalise une bijection de I sur f(I).
Supposons que f est dérivable sur I.

Supposons que f' ne s’annule pas sur I.

Alors f=1: f(I) — I est dérivable sur f(I), et : CTJ\ = %
Démonstration.
Soit yo € f(I). Il existe donc xg € I tel que yo = f(x0).
Pour tout y € f(I) tel que y # yo :
R e ) R A /) B S () Bk
el W) = T e T T W) — f@o)

18
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IV. Dérivation et sens de variation

IV.1. Caractérisation des fonctions monotones par le signe
de la dérivée

Théoréme 16.

Soit f: I — R une fonction dérivable sur I (ou I intervalle de R).

a) f est croissante sur I & f est positive ou nulle sur T

b) f est décroissante sur I & f' est négative ou nulle sur T

c) f est constante sur 1 & f est nulle sur T
Démonstration.

Soit f une fonction dérivable sur I.
a) (=) Supposons f croissante sur I. Soit 29 € I. Pour tout « € I'\{z¢} :

f(x) = f(xo)

Xr — X

=20

ﬂHOAn\JVAHV =

En effet, la croissance de f signifie que f(x) — f(zo) est du signe de
xr — Xg.
f étant dérivable en x(, on obtient, par passage & la limite dans I'in-

égalité :

T—TQ T — X0

WV

0

(<) Réciproquement, supposons f' > 0 sur I.
Soient x et y deux éléments de I tels que z < y.
En appliquant le TAF & la fonction f dérivable sur [z,y], on obtient :
Jeelzyl, fly) - fl@) =y —x) fic) 20
——
20 >0
Ainsi f(y) > f(2).
b) 1l suffit d’appliquer le résultat précédent a la fonction g = —f.
¢) 1l suffit de remarquer qu’une fonction constante est a la fois croissante
et décroissante et que f’ = 0 signifie que f' > 0 et f' <0. O
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I1.3. Dérivées successives
I1.3.a) Définition
Définition
Soit f: 1 — R.
Supposons que f est dérivable sur I.
« On dit que f est n fois dérivable sur [ si :
x f est n — 1 fois dérivable sur I,
« f(=1) est dérivable sur 1.
On note alors : f(® = (f(*=D) . T 5 R.

o On dit que f est indéfiniment dérivable sur [ si, pour tout n € N,
f est n fois dérivable sur 1.

@ Meéme si les notations sont proches, il ne faut pas confondre :
x f™ qui est la puissance n®™¢ de la fonction f,

« f) qui est la dérivée n®™® de la fonction f.

Remarque
Détaillons cette définition pour bien la comprendre.
Soit f : I — R une fonction dérivable sur I.

o Si f': I — Restelle-méme dérivable sur I, on peut considérer la dérivée
de f', appelée dérivée seconde de f et notée (f') = f": I = R.

« Sin €N, on peut définir la dérivée n®™€ de f comme suit.
0) fO=f:T5R,
1) Si f est dérivable sur I, on note f1) = f/: I — R,

n) Si f(*~1) est dérivable sur I, on note (" = (f(*=Dy . T - R.
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II1.3. Inégalité des accroissements finis

Théoréme 14.
Soient a et b deux réels tels que a < b.
Soit f: [a,b] — R.

o f continue sur [a,b]

o [ dérivable sur]a,b] _

o il eviste m et M tels que b—a

Vu € Ja,b[, m < f'(u) < M
Démonstration. )
D’aprés le TAF, il existe ¢ € a, b[, f'(c) = ﬁ.
—a

On a alors : m < f'(¢) < M, ce qui conclut cette démonstration. O

Interprétation physique

« Si la fonction f est C*, alors f’ est C° sur [a, b].

On peut alors choisir m = min f’ et M = max f’.
[a,b] [a,b]

o L’TAF stipule alors que la vitesse moyenne entre deux instants a et b
est comprise entre la plus petite vitesse instantanée et la plus grande
vitesse instantanée.

Autre formulation

Sif:I—Ret(x,y)€ I?oul est un intervalle.

o f dérivable sur un intervalle T
o il existe M > 0,
Yuel, [f'(u)] <M

V(x,y) € I?,
= f)—fl@) < M ly—q|
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I1.3.b) Caractére C" et C*
Définition
Soit f: I — R.
o On dit que f est de classe C" sur [ si
x f est n fois dérivable sur I,
« f) est continue sur I.
« Ainsi, on dit que f est de classe CO sur I si f est continue sur I.

« Enfin, on dit que f est de classe C* sur I si, pour tout n € N, f est n
fois dérivable sur I.

Remarque

e Si f est de classe C™, on dit aussi que f est n fois contintiment
dérivable. Il est a noter que pour tout k € [1,n], f*) est continue :

« sik € [1,n—1], f* est continue car dérivable.
« f) est continue par définition.

« Notez que f est C signifie qu’elle est indéfiniment dérivable (ces deux
notions coincident).

Exemple

« Les fonctions polynomiales sont C*° sur R.

o La fonction exp est C*° sur R.

« La fonction z — w est O sur RT*.

« On en déduit que la fonction In est C* sur RT*.

o La fonction f: 2z +— x /\E est dérivable sur R.

3
Sa deérivée f': z — 5V |z| est continue sur R. Donc f est C* sur R.

Par contre, f’ n’est pas dérivable sur R (car non dérivable en 0).
Ainsi f n’est pas C? sur R.
Mais on peut montrer qu’elle est C* sur | — 00, 0[ et sur |0, +o0].
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IT1.2. Théoréme des accroissements finis

Théoréme 13.
Soient a et b deux réels tels que a < b.
Soit f: [a,b] — R.

o [ continue sur [a,b] il existe ¢ € ]a,b| tel que
o f dérivable surla,b] = f() = f(a)
i) = 101
—a
Démonstration.

Il s’agit de comparer f & sa corde passant par (a, f(a)) et (b, f(b)).
Cette corde a pour équation y = g(x) ou g est définie par :

b) —
gz fla)+ 1O =@
b—a
Considérons alors la fonction h = f — g. Elle vérifie :
x h est continue sur [a,b] (car f et g le sont),
x h est dérivable sur ]a,b[ (car f et g le sont),
x h(a) = f(a) —g(a) = 0= f(b) — g(b) = h(b).
Ainsi, par le théoréme de Rolle, il existe ¢ € ]a, b] tel que A'(c) = 0.
f(b) = f(a)
b—a

f(b) — f(a)
b—a =

Or, pour tout = €a,b[, ' (z) = f'(z) — ¢'(x) = f'(z) —

Au point ¢, on a donc : f'(c) =
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Tout d’abord, remarquons que : (f x g)**+) = AQ X S?J\. x soit ¢1 € Ja,b] : comme f est dérivable en ¢; € ]a, b[ et y atteint
Or, par hypothése de récurrence (P(n)), on sait que : son minimum, on a f’(c;) = 0.

0 /n x soit ¢ = b : on démontre, comme dans le premier cas que cz €

(7 xa)® = £ (1) 50 g0 Jo.bf
k=0 Comme ¢; = b, on a m = f(c1) = f(b). Rappelons que M =

On en déduit que : fle2).

c2 # a (sinon f(co) = f(a) et alors M = f(a) = f(b) =m),
1
(f x g)*V co # b (sinon f(cz) = f(b) et alors M = f(b) = m).

Ainsi, ¢g € ]a, b[. Enfin, comme f est dérivable en ¢y € |a,b] et y
atteint son maximum, on a f’(c2) = 0.

0
(T (fR)  g(n—R)Y =
= £ (3) ¢ xg)

Il
bl
NgE
N
> 3
N———
-y
=
X
Q/\
)
|
=
N———

k=0 Remarque

_ (7" (k+1) 5 o(n—k) (k) 5 g(n—k+1) « L’hypothese f dérivable sur Ja, b[ (ouvert) est 'hypothése minimale.
> f g+ [ x g , . o ;
=0 \k Evidemment, le résultat reste vrai si f est dérivable sur |a,b], [a,b],

[a, b] puisque f est alors dérivable sur ]a, b].

no/n nofn

= wMU A\av FETD 5 gn=h) 4 \AMU va F®) x gnt1=k) « Par contre, ’hypothése f continue sur [a, b] (fermé) est fondamentale.
—0 =0

o Ces deux hypothéses de régularité peuvent étre remplacées par ’hypo-

_ n+l1 Aw n V\AS x gn—(=1)) 4 W AMV F0) ¢ gln+1—k) these plus forte : f dérivable sur [a, b].
k=0

k=1 -1 (ces remarques sont aussi valables pour les énoncés qui suivent)

= AM:U Aw " Hv F® % QGTQTQV + AMV FOED x g Autre formulation

k=1 -

. Sif:I—Ret (a,b) € I?on I est un intervalle.

+ AM AMV FO) ,QQITEV + Amv FO) 5 glnt)

k=1 o f dérivable sur un intervalle I . .

N il existe ¢ € Ja,b[ tel
= fOgn+D 4 Am AA\A ! Hv + A@v £ %tsv  ftD) O) - fla) = 1) que f'(c) =0
k=1 -

§§+: ::+H€§+T5 §+:§
= fWxyg X, Xy +f xm
k=1

ntl /mp 41
_ MA '

V\QAV % .QTTII\AV
k=0
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Théoréme 11.
Soienth: J - Retg:J— R avec g(I) C J.
Supposons que h est n fois dérivable (resp. C™/C*) sur J.
Supposons que g est n fois dérivable (resp. C™/C*®) sur I.
Alors hog: I — R estn fois dérivable (resp. C"/C) sur I.

Démonstration.
Montrons par récurrence que : Vn € N, P(n)

. ~h:J—=Rest C"sur J o
ou P(n) : 91— Rest O sur [ WHV hogest C" sur I.

1) Initialisation :
Soient h : J — R de classe CY sur J et ¢ : I — R de classe C? sur I.
e hog est continue sur I car c’est la composée de :
x g: 1 — R, continue sur I et telle que g(I) C J,
x h:J — R, continue sur .J.
La propriété P(0) est donc vérifice.
2) Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1).

Soient h : J — R de classe C"t! sur J et g : I — R de classe C"H1
sur I.

« La fonction h o g est dérivable sur I comme composée.
e Deplus: (hog) = (Wog)xg.
« Comme h est C™H sur J, alors h/ est C™ sur .J.
De plus, g C™ sur I (car C"*! sur I).
On applique alors '’hypothése de récurrence a h' et g.
On en déduit donc que : ' o g est de classe C™ sur I.

Ainsi, (hog) est C™ sur I par produit de fonctions C™ sur I.
Donc ho g est C™*1 sur I. D’ott P(n + 1).

Ainsi, par principe de récurrence, on a : ¥n € N, P(n). O
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I1.3.d) Dérivées k™€ de fonctions classiques

Proposition 2.
1) SoientneN,aeR et f:z— (x—a)". Alors f est C® surR et :

n!

vkelonl, | (@-aM® =7 (

T — sz\w

(on en déduit la dérivée k®™° de x + z™ en prenant a = 0)

1
2) Soienta€Retg:a— . Alors g est C* sur | — oo, alUla, +00]
r—a
et :
1 \®  (—k ok
VE > 0, .
(%) =
3) La fonction x — Inz est C*° sur R et :
—1)F1 (k- 1)!
ot | ey - GO
x

(quelle est la dérivée de x — In|z| ?)
4) La fonction x — €* est C*° sur R et :

Yk =0, (e)k) = ¢

5) Soit a > 0. La fonction x + a® = "™ est C™ sur R et :

Vk > 0, (@®)®) = (Ina)* a®

Démonstration.
Par récurrence !
On peut retrouver ces formules en généralisant depuis les petites valeurs.

3) Conséquence directe de 2).

4) Dérivée de exp peut s’obtenir comme dérivée de la réciproque de In]
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