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<

b)

1)
Z

b

a
0

d
t

=
0

2)
Z

b

a
�

f
(t)

d
t

=
�

Z
b

a
f
(t)

d
t

3)
Z

a

a
f
(t)

d
t

=
0

4)
Z

a

b
f
(t)

d
t

=
�
Z

b

a
f
(t)

d
t

=

Z
b

a
�

f
(t)

d
t

D
ém

onstration.

Soit
F

une
prim

itive
de

f
sur

I.P
ar
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=
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=
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=
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pp
os

on
s

f
>

0.
A

lo
rs

F
0

=
f
>

0
et

F
es

t
cr

oi
ss

an
te

.
D

e
pl

us
,

co
m

m
e

a
<

b,
on

a
F

(a
)
6

F
(b

)
et

do
nc

:Z
b

a
f
(t

)
d
t
=

F
(b

)�
F

(a
)
>

0.
2)

Su
pp

os
on

s
f

>
0.

A
lo

rs
F

0 =
f

>
0

et
F

es
t
st

ri
ct

em
en

t
cr

oi
ss

an
te

.E
t

co
m

m
e

a
<

b,
on

a
F

(a
)

<
F

(b
)
et

do
nc

:Z
b

a
f
(t

)
d
t
=

F
(b

)�
F

(a
)

>

0.

R
em

ar
qu

e
O

n
pe

ut
dé

du
ir

e
de

ce
th

éo
rè

m
e

pr
éc

éd
en

t
:

f
6

0
su

r
[a

,b
]

)
Z

b

a
f
(t

)
d
t
6

0

E
n

eff
et

,
si

f
6

0,
al

or
s
�

f
>

0
et

do
nc

,
en

in
té

gr
an

t
su

r
[a

,b
]
(b
>

a
),

Z
b

a
�

f
(t

)
d
t
>

0
,c

e
qu

im
on

tr
e
�
Z

b

a
f
(t

)
d
t
>

0
et

do
nc
Z

b

a
f
(t

)
d
t
6

0.

13



E
C

E
1-B

2015-2016

A
sp

ect
p
ratiqu

e

•
Si

on
se

réfère
au

théorèm
e

précédent,
un

changem
ent

de
variable

est
la

donnée
d’une

fonction
'
.

,!
calculde Z

2

1

d
t

e
t
+

1
à

l’aide
du

changem
ent

de
variable

'
:
t7!

ln
t.

���������

'
(t)

=
ln

t
et

'
0(t)

=
1t

•
'
(↵

)
=

1
)

↵
=

e

•
'
(�

)
=

2
)

�
=

e
2

A
insi, Z

2

1

d
t

e
t
+

1
=

Z
e
2

e

1

t
+

1

1t
d
t.

O
n

term
ine

ce
calculen

rem
arquant

:
1

t(t
+

1)
=

1t �
1

t
+

1

•
E

n
pratique,

les
changem

ents
de

variable
seront

réalisés
à

l’aide
de

la
m

éthode
sym

bolique
décrite

ci-dessous.

MÉTHODO
:

calcul
de
Z

2

1

d
t

e
t
+

1
à

l’aide
du

changem
ent

de
variable

u
=

e
t

�����������

u
=

e
t

,!
d
u

=
e
t
d
t

et
d
t
=

1e
t
d
u

=
1u

d
u

•
t
=

1
)

u
=

e
1

•
t
=

2
)

u
=

e
2

E
n

rem
plaçant

d
t

par
1u

d
u

et
e
t
par

u,on
obtient

:

Z
2

1

d
t

e
t
+

1
=

Z
e
2

e
1

1

u
+

1

1u
d
u

ce
quicorrespond

au
calculprécédent.

27

E
C

E
1-B

2015-2016

R
em

arqu
e

(POLY
uniquem

ent)
C

e
résultat

peut
se

réécrire
à

l’aide
de

l’application
In

t
a

,b .

f
>

0
)

In
t

a
,b (f

)
>

0

T
h
éorèm

e
9.

(zéro
de

l’application
d’intégration)

Soit
f

:
I
!

R
continue

sur
un

intervalle
I.

Soit
(a

,b)2
I

2
telque

a
<

b.

•
Z

b

a
f
(t)

d
t

=
0

•
f

positive
sur

[a
,b]

(8
x
2

[a
,b],

f
(x

)>
0)

9>>>>=>>>>;
)

f
est

nulle
sur

[a
,b]

(8
x
2

[a
,b],

f
(x

)
=

0)

D
ém

onstration.
N

otons
F

une
prim

itive
de

f
sur

I.
O

n
reprend

la
dém

onstration
du

théorèm
e

8.
•

C
om

m
e

F
0
=

f
>

0
sur

[a
,b],la

fonction
F

est
croissante

sur
[a

,b].
O

n
en

déduit
que

:
F

(a
)

=
m

in
[a

,b]
F

et
F

(b)
=

m
a
x

[a
,b]

F
.

•
D

e
plus, Z

b

a
f
(t)

d
t

=
F

(b)�
F

(a
)

=
0

par
hypothèse.

A
insi,

m
in

[a
,b]

F
=

F
(a

)
=

F
(b)

=
m

a
x

[a
,b]

F
.

O
n

en
conclut

que
F

est
constante

sur
[a

,b]
et

que
F

0
=

f
=

0
sur

[a
,b].

R
em

arqu
e

A
insi,si

f
:
[a

,b]!
R

continue
et

positive
sur

[a
,b](avec

a
<

b).

Z
b

a
f
(t)

d
t

=
0

,
f

est
nulle

sur
[a

,b]

Le
sens

direct
()

)
est

l’énoncé
du

théorèm
e

9.
La

réciproque
((

)
est

l’une
des

propriétés
de

base
de

l’intégrale.
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•
P
ou

r
ill

us
tr

er
ce

pr
op

os
,c

on
si

dé
ro

ns
pa

r
ex

em
pl

e
Z

2

1

p
t

d
t.

A
ut

re
m

en
t

di
t,

on
ch

er
ch

e
à

dé
te

rm
in

er
l’i

nt
ég

ra
le

de
f

:
t
7!

p
t.

A
pp

liq
uo

ns
m

ai
nt

en
an

t
le

th
éo

rè
m

e
pr

éc
éd

en
t

av
ec

'
:
t
7!

t2
.

� � � � � � �

'
(t

)
=

t2
et

'
0 (
t)

=
2

t

•
'
(↵

)
=

1
,

↵
2

=
1

,
(↵

=
1

O
U

↵
=

�
1)

•
'
(�

)
=

2
,

�
2

=
2

,
(�

=
p

2
O
U

�
=

�
p

2)

(f
�'

)(
t)

=
p

t2
=

|t|
E

n
ap

pl
iq

ua
nt

le
th

éo
rè

m
e,

on
ab

ou
ti

t
au

x
in

té
gr

al
es

su
iv

an
te

s
:

Z
p

2

1
|t|
⇥

2
t
d
t

Z
p

2

�
1

|t|
⇥

2t
d
t

Z
�
p

2

�
1

|t|
⇥

2
t
d
t

Z
�
p

2

1
|t|
⇥

2
t
d
t

La
qu

el
le

es
t

«
la

bo
nn

e
»

?
E

n
ré

al
it

é,
el

le
s

so
nt

to
ut

es
va

lid
es

.

�
p

2

p
2

1

�
p

2

p
2

�
1

�
p

2

p
2

�
1

�
p

2

p
2

�
1

•
N

ot
on

s
qu

e
si

la
fo

nc
ti

on
'

:
I
!

J
ch

oi
si

e
po

ur
le

ch
an

ge
m

en
t

de
va

ri
ab

le
es

t
un

e
bi

je
ct

io
n

de
I

su
r

J
,l

a
qu

es
ti

on
pr

éc
éd

en
te

ne
se

po
se

pl
us

pu
is

qu
e
'
(↵

)
ad

m
et

co
m

m
e

un
un

iq
ue

an
té

cé
de

nt
pa

r
'

l’é
lé

m
en

t
'
�

1
('

(↵
))

=
↵
.
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.b
)

T
ec

h
n
iq

u
es

d
e

m
aj

or
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io
n

T
h
éo

rè
m

e
10

.
So

ie
nt

f
,g

:
I
!

R
co

nt
in

ue
s

su
r

un
in

te
rv

al
le

I
.

So
it

(a
,b

)
2

I
2

te
lq

ue
a

<
b.

A
lo

rs
:

f
6

g
su

r
[a

,b
]

)
Z

b

a
f
(t

)
d
t
6
Z

b

a
g
(t

)
d
t

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
O

n
ap

pl
iq

ue
le

th
éo

rè
m

e
pr

éc
éd

en
t

à
la

fo
nc

ti
on

g
�

f
>

0
.E

n
in

té
gr

an
t

su
r

[a
,b

]
(b
>

a
),

on
a

:
Z

b

a
(g

�
f
)(

t)
d
t
>

0
et
Z

b

a
g
(t

)
d
t
>

Z
b

a
f
(t

)
d
t.

R
em

ar
qu

e
C

et
te

pr
op

ri
ét

é
si

gn
ifi

e
qu

e
In

t a
,b

es
t

un
e

ap
pl

ic
at

io
n

cr
oi

ss
an

te
.

f
6

g
)

In
t a

,b
(f

)
6

In
t a

,b
(g

)

E
xe

m
p
le

P
ou

r
n
2

N
,o

n
no

te
J

n
=

Z
1

0

x
n

1
+

x
2
.M

on
tr

er
qu

e
J

n
!

0.

So
it

x
2

[0
,1

].
C

om
m

e
:0
6

1

1
+

x
2
6

1
et

x
n
>

0
,o

n
a

:

0
6

x
n

1
+

x
2

6
x

n

et
do

nc
,e

n
in

té
gr

an
t

su
r

le
se

gm
en

t
[0

,1
]
(1
>

0)
,o

n
ob

ti
en

t
:

Z
1

0
0

d
x
6

Z
1

0

x
n

1
+

x
2

d
x
6

Z
1

0
x

n
d
x

=


x

n
+

1

n
+

1

�1 0

ai
ns

i
0
6

J
n

6
1

n
+

1

P
ar

le
th

éo
rè

m
e

d’
en

ca
dr

em
en

t,
(J

n
)

es
t

co
nv

er
ge

nt
e

et
de

lim
it

e
`

=
0.

15



E
C

E
1-B

2015-2016

III.3.
C

h
an

gem
ent

d
e

variab
le

III.3.a)
C

alcu
ls

d
’intégrales

p
ar

ch
an

gem
ent

d
e

variab
le

T
h
éorèm

e
15.

Soit
f

:
I
!

R
continue

sur
un

intervalle
I.

Soit
'

une
fonction

de
classe

C
1

sur
J

=
[↵

,�
]
tq

'
([↵

,�
])✓

I.
Z

'
(�

)

'
(↵

)
f
(t)

d
t
=

Z
�

↵
(f

�
'
)(t)

'
0(t)

d
t

D
ém

onstration.
Soit

F
une

prim
itive

de
f

sur
I.A

lors
on

a
(F

�
'
) 0

=
F

0�
'
⇥

'
0.

A
utrem

ent
dit,

F
�
'

est
une

prim
itive

de
f
�
'
⇥

'
0.

Z
�

↵
(f

�
'
)(t)

'
0(t)

d
t

=
[
(F

�
'
)(t)

] �↵
=

F
('

(�
))�

F
('

(↵
))

=
[
F

(t)
] '

(�
)

'
(↵

)
=

Z
'
(�

)

'
(↵

)
f
(t)

d
t

A
sp

ect
th

éoriqu
e
(CULTURE)

•
O

n
a

dém
ontré

l’égalité
de

droite
à

gauche
:

on
part

de
l’intégrale Z

�

↵
(f�

'
)(t)

'
0(t)

d
tet

on
aboutit Z

'
(�

)

'
(↵

)
f
(t)

d
t.

O
n

peut
en

effet
utiliser

cet
énoncé

dans
ce

sens.P
ar

exem
ple

:
Z

3

2

d
t

t
ln

t
=

Z
3

2

1ln
t

1t
d
t
=

Z
ln

3

ln
2

1t
d
t
=

[
ln|t|

] ln
3

ln
2

=
ln

(ln
3)�

ln
(ln

2)

avec
f

:
t7!

1t
et

'
:
t7!

ln
t.

•
C

ette
utilisation

esten
faitrarissim

e.O
n

utilise
généralem

entceténoncé

de
la

gauche  
Z

'
(�

)

'
(↵

)
f
(t)

d
t !

vers
la

droite ✓Z
�

↵
(f

�
'
)(t)

'
0(t)

d
t ◆

.
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E
xercice.

E
D

H
E
C

2016
(suite)

P
our

chaque
entier

n
on

définit
la

fonction
f

n
par

:

8
x
2

[n
,+

1
[,

f
n
(x

)
=

Z
x

n
e p

t
d
t

b)
E

n
m

inorant
f

n
(x

),établir
que

lim
x!

+
1

f
n
(x

)
=

+
1

.

c)
E

n
déduire

que
pour

chaque
entier

naturel
n,ilexiste

un
unique

réel,
noté

u
n ,élém

ent
de

[n
,+

1
[,telque

f
n
(u

n
)

=
1.

d)
M

ontrer
que

lim
n!

+
1

u
n

=
+
1

.

D
ém

onstration.
b)

Soit
t2

[n
,+

1
[.O

n
a

alors
t>

n.
P
ar

croissance
de

la
fonction

racine
sur

R
+

puis
par

croissance
de

la
fonction

exponentielle,on
a

:
e p

t>
e p

n.
Soit

x
>

n.E
n

intégrant
sur

le
segm

ent
[n

,x
](x
>

n),on
obtient

:

f
n
(x

)
=

Z
x

n
e p

t
d
t
>
Z

x

n
e p

n
d
t

=
(x

�
n
)

e p
n

C
om

m
e

lim
x!

+
1

(x
�

n
)

e p
n

=
+
1

,
on

en
déduit

que
lim

x!
+
1

f
n
(x

)
=

+
1

.
c)

La
fonction

f
n

est
:

⇥
continue

sur
[n

,+
1

[,
⇥

strictem
ent

croissante
sur

[n
,+

1
[.

E
lle

réalise
donc

une
bijection

de
[n

,+
1

[sur
f

n
([n

,+
1

[).O
r

:

f
n
([n

,+
1

[)
=

[f
n
(n

),
lim

x!
+
1

f
n
(x

)[
=

[0,+
1

[

C
om

m
e

1
2

[0,+
1

[,l’équation
f

n
(x

)
=

1
adm

et
une

unique
solution,

notée
u

n ,dans
[n

,+
1

[.
d)

D
’après

la
question

précédente,
u

n
>

n.
C

om
m

e
lim

n!
+
1

n
=

+
1

,on
a

lim
n!

+
1

u
n

=
+
1

.
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P
ri

n
ci

p
e.

E
ffe

ct
ue

r
un

e
IP

P
co

ns
is

te
do

nc
à

éc
ri

re
la

fo
nc

ti
on

do
nt

on
do

it
ca

lc
ul

er
l’i

nt
ég

ra
le

co
m

m
e

un
pr

od
ui

t
de

de
ux

fo
nc

ti
on

s
(u

⇥
v
0 )
.

⇥
do

nt
l’u

ne
se

ra
dé

ri
vé

e
(v
 

v
0 )
,

⇥
et

l’a
ut

re
se

ra
in

té
gr

ée
(u

0  
u
).

E
xe

m
p
le

•

Z
2

1
ln

t
d
t
=

[
t
ln

t
]2 1
�
Z

2

1
1

d
t
=

2
ln

2
�

1

•

Z
2

1
t2

ln
t

d
t
=

1 3

⇥ t3
ln

t
⇤2 1

�
1 3

Z
2

1
t2

d
t
=

..
.

•

Z
2

1
tk

ln
t

d
t
=

1

k
+

1

h
tk

+
1
ln

t
i 2 1

�
1

k
+

1

Z
2

1
tk

d
t
=

..
.

•

Z
2

1
(l

n
t)

2
d
t
=
⇥ (l

n
t)

2
⇤2 1

�
2

Z
2

1
ln

t
d
t
=

..
.

•

Z
2

1

t
ln

t

(t
2
+

1)
2

d
t
=

�
1 2

⇥ (t
2
+

1)
�

1
ln

t
⇤2 1

+
1 2

Z
2

1

1

t(
1

+
t2

)
d
t

O
r

1

t(
1

+
t2

)
=

1 t
�

t

1
+

t2
do

nc
..

.

•

Z
1

0
t3

et2
d
t
=

1 2

h
t2

et2
i 1 0

�
Z

1

0
te

t2
d
t
=

..
.

À
re

te
n
ir

Il
fa

ut
s’

em
pr

es
se

r
de

dé
ri

ve
r

la
fo

nc
ti

on
ln

:e
n

la
dé

ri
va

nt
,o

n
to

m
be

su
r

le
ca

lc
ul

de
la

pr
im

it
iv

e
d’

un
e

fo
nc

ti
on

ra
ti

on
ne

lle
.

A
p
p
li
ca

ti
on

:
ca

lc
u
l
d
’u

n
e

p
ri

m
it

iv
e

d
e

ln
.

So
it

x
>

0
.L

e
ca

lc
ul

pr
éc

éd
en

t
no

us
fo

ur
ni

t
la

pr
im

it
iv

e
de

la
fo

nc
ti

on
ln

qu
is

’a
nn

ul
e

en
1.

Z
x

1
ln

t
d
t
=

[
t
ln

t
]x 1

�
Z

x

1
1

d
t
=

x
ln

x
�

(x
�

1)
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