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=
e
t
(1

+
e
t) �

2.A
insi:

Z
x

0

e
t

(1
+

e
t)

2
d
t

=

Z
x

0
e
t
(1

+
e
t) �

2
d
t
=


(1

+
e
t) �

1

�
1

�
x0

=
�
⇥

(1
+

e
t) �

1 ⇤
x0

=
12
�

1

1
+

e
x

O
r

:
1

1
+

e
x

�!
x!

+
1

0.
O

n
en

conclut
que

Z
+
1

0

e
t

(1
+

e
t)

2
d
t

convergente

et
:

Z
+
1

0
f
(t)

d
t

=
lim

x!
+
1

✓Z
x

0

e
t

(1
+

e
t)

2
d
t ◆

=
12
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L’
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«
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té

gr
at
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n

su
r

un
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en

t
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Lo
rs

qu
e

la
fo

nc
ti

on
f

es
t

co
nt

in
ue

et

po
si

ti
ve

,
l’i

nt
ég

ra
le
Z

x

a
f
(t

)
d
t

es
t

l’a
ir

e
so

us
la

co
ur

be
C

f
en

tr
e

a
et

x
.

•
L’

ai
re

so
us

la
co

ur
be

en
tr

e
a

et
+
1

es
t

do
nc

dé
fin

ie
co

m
m

e
lim

it
e,

qu
an

d
x
!

+
1

,d
e

l’a
ir

e
so

us
la

co
ur

be
de

C
f

en
tr

e
a

et
x
.

R
ep

ré
se

nt
at

io
n

gr
ap

h
iq

u
e

de
s

ex
em

pl
es

pr
éc

éd
en

ts
.

0

y
=

1 x

1
0

y
=

1

x
p

x

1

=
+
1

=
2

0

y
=

1 x
2

1
0

y
=

e�
x

1

=
1

=
1 e
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at
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n
p
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p
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:
u
n
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em

p
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E
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m
p
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D
ét
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in
er

la
na
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de
l’i

nt
ég

ra
le

im
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op
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Z

+
1

1

e1 t t3
d
t.

La
fo

nc
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f

:
t
7!

e1 t t3
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t
co

nt
in

ue
(n

ot
am

m
en

t)
su

r
[1

,+
1

[.

O
n

pe
ut

do
nc

co
ns

id
ér

er
la

fo
nc

ti
on

:

F
:

[1
,+

1
[

!
R

x
7!

Z
x

1
f
(t

)
d
t

pr
im

it
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e
su

r
[1

,+
1

[
de

la
fo

nc
ti
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f
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e
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1.

O
n

pr
oc

èd
e

al
or

s
pa

r
IP

P
po

ur
ca

lc
ul

er
F

(x
)

:
u

=
1 t

u
0 =

�
1 t2

v
0 =

1 t2
e1 t

v
=

�
e1 t

.

O
n

ob
ti

en
t

al
or

s
:

Z
x

1

e1 t t3
d
t

=

"
�

e1 t t

# x 1

�
Z

x

1

e1 t t2
d
t

=

 
e1

�
e1 x x

!
�

h
�

e1 t

i x 1
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e1

�
e1 x x

!
�

⇣ e1
�

e1 x

⌘
=
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�

e1 x x

O
r

e1 x
�!

x
!

+
1
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=

1.
O

n
en

co
nc

lu
t
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e
Z

+
1

1
f
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)
d
t
es

t
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ge
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e
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:

Z
+
1

1
f
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)
d
t

=
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m

x
!

+
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Z
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1
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d
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In
égalité

trian
gu

laire

T
h
éorèm

e
7.

Soient
a
2

R
et

f
:
[a

,+
1

[!
R

continue
sur

[a
,+

1
[.

Supposons
de

plus
que

: Z
+
1

a
f
(t)

d
t

est
absolum

ent
convergente.

1)
A

lors
: Z

+
1

a
f
(t)

d
t

est
convergente.

2)

���� Z
+
1

a
f
(t)

d
t ����

6
Z

+
1

a
|
f
(t)|

d
t

D
ém

onstration.
1)

C
’est

le
résultat

du
théorèm

e
6.

2)
O

n
se

ram
ène

(encore
et

toujours!)
au

cas
des

intégrales
sur

un
seg-

m
ent.Soit

x
>

a.A
lors

on
a

:

|F
(x

)|
=

���� Z
x

a
f
(t)

d
t ����

6
Z

x

a
|
f
(t)|

d
t

La
quantité

de
droite

converge,par
hypothèse,vers Z

+
1

a
|f

(t)|
d
t.

D
’autre

part
(théorèm

e
de

com
position

des
lim

ites),on
a

:

lim
x!

+
1

|F
(x

)|
=

|
lim

x!
+
1

F
(x

)|
=

���� Z
+
1

a
f
(t)

d
t ����

(on
rappelle

que
F

adm
et

une
lim

ite
finie

en
+
1

d’après
1))

L’inégalité
souhaitée

est
donc

vérifiée
par

passage
à

la
lim

ite
dans

l’inégalité
précédente.

R
em

arqu
e

G
lobalem

ent,
on

obtient
les

m
êm

es
propriétés

que
sur

les
intégrales

sur
un

segm
ent.C

ependant,notez
qu’on

suppose
TOUJOURS

de
la

convergence
pour

pouvoir
écrire

ces
propriétés

dans
le

cas
des

intégrales
im

propres.
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II.3.
C

h
an

gem
ent

d
e

variab
le

:
u
n

exem
p
le

E
xem

p
le

D
éterm

iner
la

nature
de

l’intégrale
im

propre
Z

+
1

0

d
t

e
t
+

1 .

La
fonction

f
:
t7!

1

e
t
+

1
est

continue
(notam

m
ent)

sur
[0,+

1
[.

O
n

peut
donc

considérer
la

fonction
:

F
:

[0,+
1

[
!

R

x
7!

Z
x

0
f
(t)

d
t

prim
itive

sur
[0,+

1
[de

la
fonction

f
quis’annule

en
0.

P
osonsle

changem
entde

variable
u

=
e
t

: ��������������

u
=

e
t

donc
d
u

=
e
t
d
t

et
d
t
=

d
ue
t

=
d
uu

•
Si

t
=

0
alors

u
=

e
0

=
1

•
Si

t
=

x
alors

u
=

e
x

Z
x

0

d
t

e
t
+

1
=

Z
e
x

1

d
u

u
(u

+
1)

=

Z
e
x

1

✓
1u
�

1

u
+

1 ◆
d
u

=

Z
e
x

1

d
uu
�
Z

e
x

1

d
u

u
+

1

=
[
ln

u
] e

x

1
�

[
ln

(u
+

1)
] e

x

1
=

ln ✓
e
x

e
x

+
1 ◆

+
ln

2

O
r

e
x

e
x

+
1

=
e
x

e
x

1

1
+

e �
x

�!
x!

+
1

1.
A

insi, Z
+
1

0
f
(t)

d
t

est
convergente

et
:

Z
+
1

0
f
(t)

d
t

=
lim

x!
+
1

✓Z
x

0

d
t

e
t
+

1
d
t ◆

=
ln

2

8



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

R
em

ar
qu

e
C

e
ré

su
lt

at
n’

es
t

pa
s

un
e

éq
ui

va
le

nc
e

:
il

ex
is

te
de

s
in

té
gr

al
es

im
pr

op
re

s
co

nv
er

ge
nt

es
m

ai
s

no
n

ab
so

lu
m

en
t

co
nv

er
ge

nt
es

.
D

an
s

ce
ca

s,
on

pa
rl

e
pa

rf
oi

s
de

se
m

i-
co

nv
er

ge
n
ce

.

•
P
ou

r
co

ns
tr

ui
re

un
ex

em
pl

e
d’

in
té

gr
al

e
se

m
i-c

on
ve

rg
en

te
,
l’i

dé
e

es
t

de
ch

oi
si

ru
ne

fo
nc

ti
on

su
cc

es
si

ve
m

en
tp

os
it

iv
e

pu
is

né
ga

ti
ve

de
so

rt
e

qu
’u

n
ph

én
om

èn
e

de
co

m
pe

ns
at

io
n

s’
op

èr
e

:

⇥
su

r
un

in
te

rv
al

le
où

f
es

t
po

si
ti
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,l

’a
ir
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⇥
su

r
l’i
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«
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t
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f
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t
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ir

e
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t
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m
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ée
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ga
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-
ve

m
en

t
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it
l’a

ir
e

pr
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te
.

R
ep
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se

nt
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io
n

gr
ap

h
iq

u
e

d’
un

e
in
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gr
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e

se
m

i-c
on

ve
rg

en
te

.

0

y
=

f
(x

)

1 L’
in

té
gr

al
e
Z

+
1

1
f
(t

)
d
t

es
t

co
nv

er
ge

nt
e.

0

y
=

|f
(x

)|

1

L’
in

té
gr
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e
Z
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1

1
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d
t
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s
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In
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gr
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T
h
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rè
m

e
1.

So
it
↵
2

R
.

1)
Z

+
1

1

d
t

t↵
co

nv
er

ge
,

↵
>

1

(C
ri

tè
re

de
R
ie

m
an

n)

2)
Z

+
1

0
e�

↵
t

d
t

co
nv

er
ge

,
↵

>
0

D
ém

on
st

ra
ti
on

.

1)
So

it
x
>

1
.

Si
↵

=
1

:
Z

x

1

d
t t

=
[
ln

t
]x 1

=
ln

x

C
om

m
e

ln
x

�!
x
!

+
1

+
1

,l
’in

té
gr

al
e
Z

+
1

1

d
t

t↵
di

ve
rg

e.

Si
↵
6=

1
:
Z

x

1

d
t

t↵
=

Z
x

1
t�

↵
d
t
=


t�

↵
+

1

�
↵

+
1

�x 1

=
x
�
↵
+

1

�
↵

+
1
�

1

�
↵

+
1

E
nfi

n
si

�
↵

+
1

<
0

al
or

s
x
�
↵
+

1
�!

x
!

+
1

0,

et
si

�
↵

+
1

>
0

al
or

s
x
�
↵
+

1
�!

x
!

+
1

+
1

.

2)
So

it
x
>

0
.

Si
↵

=
0

:
Z

x

0
1

d
t
=

[
t

]x 0
=

x

C
om

m
e

x
�!

x
!

+
1

+
1

,l
’in

té
gr

al
e
Z

+
1

0
e�

↵
t
d
t

di
ve

rg
e.

Si
↵
6=

0
:
Z

x

0
e�

↵
t
d
t
=


e�

↵
t

�
↵

�x 0

=
�
✓

e�
↵

x

↵
�

1 ↵

◆
=

1 ↵
�

e�
↵

x

↵

E
nfi

n
si

↵
>

0
al

or
s

e�
↵

x
�!

x
!

+
1

0,

et
si

↵
<

0
al

or
s

e�
↵

x
�!

x
!

+
1

+
1

.
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T
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Soient
a
2

R
et

f
:
[a

,+
1

[!
R

continue
sur

[a
,+

1
[.

Z
+
1

a
f
(t)

d
t

est
absolum

ent

convergente
)

Z
+
1

a
f
(t)

d
t

est
convergente

D
ém

onstration.

N
otons

f
+

=
|f|

+
f

2
et

f
�

=
|f|�

f

2
.

⇥
f

+
:
x
7!

m
ax

(f
(x

),0)
est

la
partie

positive
de

f.

⇥
f
�

:
x
7!

�
m

in
(f

(x
),0)

=
m

ax
(�

f
(x

),0)
est

la
partie

négative
de

f.

Supposons Z
+
1

a
f
(t)

d
t

absolum
ent

convergente.

•
O

n
a

:8
t>

a,
0

6
f

+
(t)

6
|f

(t)|.
O

r
Z

+
1

a
|f

(t)|
d
t

est
convergente.

D
onc,

d’après
le

théorèm
e

8,

l’intégralim
propre

Z
+
1

a
f

+
(t)

d
t

est
aussiconvergente.

•
O

n
a

:8
t>

a,
0

6
f
�
(t)

6
|f

(t)|.
O

r
Z

+
1

a
|f

(t)|
d
t

est
convergente.

D
onc,

d’après
le

théorèm
e

8,

l’intégralim
propre

Z
+
1

a
f
�
(t)

d
t

est
aussiconvergente.

E
nfin,

on
a

:
f

=
f

+
�

f
�
.
O

n
en

conclut,
par

linéarité,
que

l’intégrale

im
propre

Z
+
1

a
f
(t)

d
t

est
convergente.
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R
em

arqu
e

•
La

dém
onstration

nous
perm

et
de

connaître
la

valeur
de

ces
intégrales

(lorsqu’elles
convergent)

:

Si
↵

>
1

alors
Z

+
1

1

d
t

t ↵
=

1

↵
�

1

Si
↵

>
0

alors
Z

+
1

0
e �

↵
t
d
t
=

1↵

•
O

n
peut

en
déduire

un
résultat

sim
ilaire

pour
la

convergence
des

inté-

grales
im

propres Z
+
1

a

d
t

t ↵
pour

tout
a

>
0.

•
A

insi
qu’un

résultat
pour

la
convergence

de
Z

+
1

a
e �

↵
t

d
t

pour
tout

a
2

R
.

•
La

condition
im

portante
lorsque

l’on
change

une
borne

d’un
intégrale

im
propre

est
de

vérifier
que

la
fonction

à
intégrer

reste
continue

sur
le

nouvelintervalle
d’étude

([a
,+

1
[en

l’occurrence).
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d
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ra
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=
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ra
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Z

+
1
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)
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d
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