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o Soit f:] —o0,b] — R une fonction continue sur | — oo, b].

b
x On dit que l'objet \ f(t) dt est une intégrale impropre en
—00

—0Q.

b
x On dit que \ f(t) dt converge si la fonction
—00

F :|]—00,b] R
b
x — \ f) dt

admet une limite finie lorsque x tend vers —oo.

b
Si c’est le cas, la valeur de \ f(¢t) dt est donnée par :
—00

\|@8 ft)dt = lim \M F(t) dt

b
x Dans le cas contraire, on dit que \ f(t) dt diverge.
—00

o Soit f:] — 00, 4+00[— R une fonction continue sur | — oo, +-00].
—+oo
x On dit que 'objet \ f(t) dt est une intégrale impropre a la
—00

fois en —oo et +oc.

—+0o0 c
x On dit \ f(t) dt converge lorsqu'il existe ¢ € R tel @cm\ f(t)dt

o]

+oo
et \ f(t) dt sont toutes deux convergentes.
c

+o00
mwoqmm:mommu_m/ﬁymima \ \S&@mﬂmoﬂgmmwmw”

—00

\+8 F(t) dt = \lng F(8) dt + \Mg £() dt

—0o0
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s . toodt Exercice
o L’intégrale impropre — diverge. . . .
1 t Donner la nature des intégrales impropres suivantes.
T odt . too ¢
x Six>1,ona: \ — = [Int] = lnx. 3\ — dt
1t ! 1 t+ Ve
x Orlnz — +o0. +00 dt
T—+00 @\ -
dt \H of et

converge et vaut 2.

+oo mw -1
. GM \ Nw In Awwv dt
2

+oo
o L’intégrale impropre \
1

NG

1
Todt t™2 1
x Siz>1,ona: \ — = : = 92 _4192.
L 2 ve VI. Conclusion

1 +oo &w
Comme — — 0,on a: — = 2. . . P . . , . §
x N \H i Ce chapitre a été présenté hors du chapitre « Intégration sur un seg

ment » : les intégrales impropres ne sont pas des intégrales sur un seg-

Penser a faire apparaitre les quantités comme des puissances : ment !
1 — 3 « Cependant, le lien entre ces deux chapitres est fort puisque les intégrales
tV/t impropres se définissent a I'aide des intégrales sur un segment.

. . oo gt o Un exercice portant sur les intégrales impropres peut donc TOUJOURS se
» L’intégrale impropre \H 72 converge et vaut 1. ramener a un exercice sur les intégrales sur un segment !
T dt 1] 1
x Siz>1,ona: \ 2 = ﬁwg = 241, Remarque X
x
! 1 Que dire de I'intégrale : Int dt?
1 o dt 0
x Comme P 0,ona: 7= 1 La fonction ¢ — Int est continue sur ]0,1] (pas en 0!). On définit ainsi
oo ! une intégrale impropre en 0. On pourrait définir de méme la convergence
« L’intégrale impropre \ e~! dt converge et vaut w de ce type d’intégrales. Mais ce type d’objet n’est pas au programme ...
1 €
T x
x Siz>1,ona: \ e tdt = ﬁ —et f = —eT4el
1
+o0 1
x Comme e ™ — 0,o0n a: \ e tdt = -
T—r+00 1 e
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II. Calcul des intégrales impropres

On se pose la question ici de savoir comment utiliser les techniques de
calcul du chapitre « Intégration sur un segment » dans le but de :

x démontrer qu’'une intégrale impropre est convergente,

x la calculer lorsque c’est le cas.

I1.1. Primitive a vue : un exemple

Exemple
+o00 %
Déterminer la nature de l'intégrale impropre —— dt.
g prop \o ﬁ T me

t

e
La fonction f : t — ———— est continue (notamment) sur [0, +oo|.

_\, AH T mwvw A v ﬁ , ﬁ

On peut donc considérer la fonction :

F :][0,4+00] — R
x — \ f() de
0

primitive sur [0, 4o00[ de la fonction f qui s’annule en 0.
On fait apparaitre une primitive classique en remarquant que pour tout
t>0,ona: f(t)=e' (1+e')"2. Ainsi:

x of x B AHAT%V\H *
Y g = ‘a ww&|ﬁ%
[ e = f) < are) -,

b
1+e”

x

Sl =0

0

1 oo e
Or: —— — 0. On en conclut que \ ———— dt convergente
1+e* z—+o00 0 AH + @Jw

et :
e d = A
\o o) T e \o (14 et)? )

ECE1-B 2015-2016

Propriété

Soit a € R et f: [a, +00o[— R une fonction continue sur [a, +oo].
x

Notons F: z \ f() dt.
a

Supposons de plus : Vz € [a,+o0[, f(z) > 0.

+o0
1) \ f(t) dt converge < F est majorée
a

2) Si F est non majorée, lim F(x)= +oc.

T—+00

Démonstration.

F" = f > 0 donc F est croissante sur [a, +00[. En vertu du théoréme de
la limite monotone, F' admet donc une limite (finie ou non) en +o00. De
plus :

x cette limite est finie si F est majorée.

x cette limite est +00 si F' non majorée. O

Théoréme 8.

Soient a € R et f,g: [a,+oo[— R deux fonctions continues sur [a, +oo].
Supposons de plus : Vt € [a,+oo, 0 < f(t) < g(¢).

1) Alors on a :

+00 +o00
a. \ g(t) dt converge = \ (&) dt converge
a a

+o0 +oo
b. \ f(@) dt diverge = \ g(t) dt diverge

2) De plus, dans le cas de la convergence, on a :

0 < \Mg Ft) dt < \Mg g(t) dt

19
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I1.3. Changement de variable : un exemple

Exemple
o dt
Déterminer la nature de l'intégrale impropre \ . .
0 et + 1
1
La fonction f: ¢+ — 1 est continue (notamment) sur [0, 4+oco].
e

On peut donc considérer la fonction :

F :][0,4+00] — R
d
x — \o f() de

primitive sur [0, +oo[ de la fonction f qui s’annule en 0.

u=-¢e! donc du=celdt

du du
Posons le changement de variable| u =¢" |: e U

eSit=0alorsu=¢e"=1

e Sit=ux alors u =e*

\ dt \ du
o et+1 )i u(u+1)

\m 1 1 \m du \m du
= - — du = — -
1 u u-+1 1 U 1 u+1

S mu+1)] = EA o visw

m& H +oo
Or —— = — ———— — 1. Ainsi, \ f(t) dt est convergente
et +1 e 1+e % z—+o0 0

et :
—+o00 ) x &w
\o f(t)dt = lim A\o poa &v = In2

ECE1-B 2015-2016

IV.6. Inégalité triangulaire

Théoréme 7.

Soient a € R et f : [a,+00[—= R continue sur [a, +00].

—+o0
Supposons de plus que : \ f(t) dt est absolument convergente.
a

+oo
1) Alors : ,\ f(t) dt est convergente.

+oo +oo
2) 7\ %vim\ ) | db

Démonstration.

1) C’est le résultat du théoréme 6.

2) On se rameéne (encore et toujours!) au cas des intégrales sur un seg-

ment. Soit z > a. Alors on a :
Fol = | [ rwa] < [T 1w

—+o0
La quantité de droite converge, par hypotheése, vers \ |f(®)| dt.
a

D’autre part (théoréme de composition des limites), on a :

+oo
%ﬂgﬁs_urﬁgzs_uiEvi
(on rappelle que F admet une limite finie en +o0o d’aprés 1))

L’inégalité souhaitée est donc vérifiée par passage a la limite dans
I'inégalité précédente. O

Remarque

Globalement, on obtient les mémes propriétés que sur les intégrales sur
un segment. Cependant, notez qu’on suppose TOUJOURS de la convergence
pour pouvoir écrire ces propriétés dans le cas des intégrales impropres.

17
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Remarque

« La démonstration nous permet de connaitre la valeur de ces intégrales
(lorsqu’elles convergent) :

teodt 1

mvaH&on\ —
1 te Q|H

+o00 M
Sia > 0 alors \ e M dt = —
0 «Q

o On peut en déduire un résultat similaire pour la convergence des inté-
oo dt
grales impropres \ -, bour tout a > 0.
. 1 .
o Ainsi qu’un résultat pour la convergence de \ e~ dt pour tout
a

a € R.

« La condition importante lorsque ’on change une borne d’un intégrale

impropre est de vérifier que la fonction & intégrer reste continue sur le
nouvel intervalle d’étude ([a, +00[ en 'occurrence).

10
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Théoréme 6.

Soient a € R et f: [a,+00[— R continue sur [a, +o0].

“+oo
\ f(t) dt est absolument

+oo
= \ f(t) dt est convergente
convergente a

Démonstration.

Notons f+ = q_ﬂ et [~ = ﬁ

x [tz max(f(z),0) est la partie positive de f.
x f7 1z —min(f(z),0) = max(—f(z),0) est la partie négative de f.

—+o0
Supposons \ f(t) dt absolument convergente.
a
eOna:Vt>a, 0 < fH(t) < [f(t)].
+oo
Or \ |f(t)] dt est convergente. Donc, d’aprés le théoréme 8,
¢ +o00
I'intégral impropre \ FT(t) dt est aussi convergente.
a
eOna:Vt=a, 0 < f7(t) < |f(®)]
+oo
Or \ |f(¢)| dt est convergente. Donc, d’aprés le théoréme 8,
¢ +oo
I'intégral impropre \ F7(t) dt est aussi convergente.
a

Enfin, on a : f = fT — f~. On en conclut, par linéarité, que l'intégrale
400

impropre \ f(t) dt est convergente. O
a

15
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Remarque
L’hypothése ¢ > a est importante. Comme f est continue sur [a, +00[ et
¢ > a, alors f est continue sur le segment [a, ¢]. Ceci assure que I'intégrale

\ f(t) dt est bien définie.
a

IV.2. Linéarité

Théoréme 3.
Soient a €R et f,g: [a,+00[—= R continues sur [a, +00].
Soit (A, ) € R%.

+o0o +oo
Supposons de plus que : \ F@) dt &\ g(t) dt convergent.
a a

“+oo
1) Alors : \ (M + ng)(t) dt converge.
a

2) De plus, on a :

/ O ag)@) dt = A / v / gt d

Démonstration.
On se raméne (encore et toujours!) au cas des intégrales sur un segment.
Soit & > a, alors on a, par linéarité de I'intégrale sur un segment :

[ orsng@ a = ["gwar+ u [ g a

a a a

Comme F et G admettent des limites en +00, on en déduit que U'intégrale
impropre \ o (Af+g)(t) dt est convergente. Par passage a la limite dans
cette om@:%\x on a de plus :

+00 +o0 +oo
\g 9?35&1\@ E:it\g o) de

ECE1-B 2015-2016

12

IV.3. Positivité

Théoréme 4.

Soient a € R et f: [a,+00[— R continue sur [a, +o0].
+o0

Supposons de plus que : \ () dt converge.
a

Et supposons enfin : Vx € [a,+o0[, f(z) > 0.

1) \+8 Ft)dt > 0

“+oo
2)| f > 0surla,+oo][ = \ f@)ydt > 0

3) \+oo f@)dt =0 = f = 0surla,+o0[

Démonstration.
On se raméne (encore et toujours!) au cas des intégrales sur un segment.
Soit x > a.

X
1) Par positivité de I'intégrale sur un segment : F(z) = \ f(t) dt > 0.
Il suffit alors de passer a la limite dans cette égalité. ‘
T
2) Si f #0, alors F(x) = \ f (&) dt > 0. Le passage a la limite dans
a

cette inégalité ne permet pas de conclure ici (I'inégalité stricte devient
large). Il faut donc étre plus précis. Soit ¢ > a. La relation de Chasles

fournit :
+00 c +o0o
\ ft) dt = \ f)ydt  + \ f(t) dt
a a c
>0 >0

La stricte positivité est une nouvelle fois un résultat du chapitre « In-
tégration sur un segment ». O]
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