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« On s’intéresse a la série Y n?.
n 1)(2 1
Sa somme partielle d’ordre n est : S, = > k% = E
k=0
« On s'intéresse a la série > ¢".
n
Sa somme partielle d’ordre n est : S, = 3. ¢~.
k=0

1.2. Nature d’une série
1.2.a) Définition
Définition

Soit (un)nen une suite de réels.

On considére la série > uy,.
n
La suite de ses sommes partielles (S,,) est définie par : S, = > ug.
k=0
« On dit que la série > u, est convergente si la suite de ses sommes
partielles (Sp)nen st convergente.

o On dit que la série Y. wu, est divergente si la suite de ses sommes
partielles (Sp)nen est divergente.

« Lorsque Y w, converge, la limite de la suite (Sp)nen est appelée
somme de la série et est (souvent) notée S. On a alors :

+oo n
S=> wu = lim S, = lim AMSAV

k=0 n—+o0o n—-+o0o k=0

o Déterminer la nature d’une série, c’est déterminer si elle est conver-
gente ou divergente.
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1.2.b) Un lien de convergence entre suites et séries METHODO | Etude de séries

Théoréme 1. Afin de déterminer la nature d’une série >, uy,, on pourra penser a utiliser

Soit (Un)nen une suite de réels. I'une des techniques listées ci-dessous.

1) Etude de la limite de u,

(upn) converge < > (Uupg1 — Up) converge

a) siu, > 0,lasérie Y wuy, diverge grossiérement donc diverge.

Démonstration. n—+oo
Notons (v, )nen la suite de terme général : vy, = Upt1 — Up. b) siuy, :|v|+v8 0, la série > wu, ne diverge pas grossiérement.

Par définition, la série Y v, est convergente si sa suite des sommes par-

. La série u, peut étre divergente ou convergente.
tielles (Sy,) est convergente. Or : > Un P g g

(une étude plus précise doit étre réalisée)

n
Sn = wMUo Uk = wMUo (Uk+1 — Uk) = Uny1—uo 2) Si Y uy, est a termes positifs (3 u, & termes de signe constant)

On dispose des trois outils suivants.
o Si (Sy,) converge, alors (u,41) converge et donc (uy,) converge. P

L . . . a) Critére de comparaison.
o Réciproquement, si (u,) converge, il en est de méme de (u,11) (sous-

suite de (uy)) et donc de (S,). m b) Critére d’équivalence.
¢) Critére de négligeabilité.

Exemple
Ce théoréme est une application de la propriété de télescopage. Cette 8) Si ) u, «quelconque »
propriété est fréquente dans les exercices méme si elle apparait parfois On pourra penser a I'une de ces méthodes.
cachee. 1 a) Démontrer de la convergence absolue (techniques du 2) utilisables)
Considérons par exemple la série :MH In{1+ ) Son terme général vé- x Si Y |uy| est convergente (i.e. Y w, absolument convergente)
rifie ” alors > wu, est convergente.
1 n+1 x Si > |up| est divergente

vn = In AH + zv = In A n v = In(n+1) —Inn alors Y wu, peut étre divergente ou convergente.
Ainsi, sa somme partielle d’ordre n est - (une étude plus précise doit étre réalisée)

. . b) On revient a la définition : la série Y u, est convergente si la suite
S, = lew v = lew (In(k+1)—Ink) = In(n+1) — ] :Hoo +00 (Syn) est convergente. On peut calculer S, :

x en reconnaissant des séries usuelles (série géométrique et ses dé-

. 1 . rivées, série exponentielle).
et donc la série > In {1+ — | est divergente. . ’ )
n>1 n x €en reconnaissant une somme télescopique.
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II. Méthodes pour déterminer la nature d’une sé- Démonstration.
rie 1) On introduit (vy,) et (wy) les suites définies par :
. Uy, + Uy Up| — W
Etudier la nature d’une série Y wu, c’est étudier la nature de la suite Up = £ et wp = _i{

de ses sommes partielles (S),).
P (Sn) vy, est la partie positive de u, et w, est la partie négative de u,,.

e Pourtoutn e Nyona: 0 < v, < |uyl
Il est fortement recommandé d’étre au point sur les chapitres S S funl

« Suites », « Convergence de suites » et « Calculs de sommes ».

x Par hypotheése, |uy,| est le terme général d’une suite convergente.

x Ainsi, par le théoréme 11, la série Y v, est convergente.

. . e De méme, pour tout n € N,ona: 0 < w, < |uy
II.1. Calcul direct des sommes partielles P ' S wn < funl

x Par hypotheése, |u,| est le terme général d’une suite convergente.
Pour déterminer la nature d’une série Y w,, on peut, dans certains cas,

. L ) ! . x Ainsi, par le théoréme 11, la série Y wy, est convergente.
directement expliciter S, somme partielle d’ordre n associée & Y, uy,.

Enfin, on remarque que, pour tout n € N, u,, = v, —w,. La série Y uy

A T'aide de cette technique, on a déja démontré que : est la somme de deux séries convergentes. Elle est donc convergente.
2 3« » céries di L L
x 21,20 m, 30 m®, 30 n” sont des séries divergentes. 2) Par inégalité triangulaire, on a, pour tout n € N: | >° wp| < > |ugl.
" est une série divergente si |g| > 1 et convergente si |q| < 1. ) k=0 k=0
x 2 q & lal > 8 g Les séries > uy, et Y |uy| étant supposées convergentes, on obtient
Remarque le résultat souhaité par passage a la limite dans cette inégalité. O
« Cette technique est ’analogue, dans le monde discret, de la technique Remarque
dite des primitives a vue du chapitre « Intégration ». « Ce résultat ainsi que sa démonstration sont analogues au résultat d’in-
« Il existe aussi un théoréme de sommation par parties, technique ana- égalité triangulaire énoncé dans le chapitre « Intégrales impropres ».
logue & celle de I'intégration par parties. Ce résultat n’est pas présenté « La notion d’absolue convergence n’est pas équivalente a la notion de
ici car n’a que peu d’intérét pour la résolution d’exercices. convergence. Plus précisément : il existe des séries convergentes qui ne
« L’analogue du principe de changement de variable est le décalage d’in- sont pas absolument convergentes. On parle alors parfois de série semi-
) ) n ] ) n+m convergente pour désigner une série convergente mais non absolument,
dice. Si S, = Wuo ug, en posant j = k + m, on obtient S, = QAMM: Uj—m- convergente.

— on verra un exemple en TD

Un point sur le BO.

La notion de convergence absolue pour les séries n’est pas développée
en premiére année. Pour citer le programme officiel, « cette notion est
abordée uniquement pour permettre une définition de I'espérance d’une
variable aléatoire discréte » (cf chapitre & venir sur les probabilités).
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Théoréme 3.

Soit (uy,) une suite de réels.

un —> 0 = > u, diverge

n—-—+oo

Pour qu’une série diverge, il suffit que son tg ne tende pas vers 0.

Démonstration.
C’est la contraposée de I’énoncé précédent. O

Définition
Soit (uy) une suite de réels.

« On dit que la série > u, est grossiérement divergente si son terme
général u, est tel que : u,, —~ 0.

n—-+oo

Remarque

o Le théoréme précédent stipule que si une série est grossiérement diver-
gente alors elle est divergente.

o Lesséries > 1,) n, > n? Y. ndet > ¢" avec |g| > 1 sont grossie-
rement divergentes.

o Cet énoncé permet d’établir une premiére méthodologie d’étude des
séries.

METHODO |: déterminer la nature d’une série > w,.

1) Siuy JW 0 alors la série Y wuy, est grossiérement divergente.
n—-—+oo

Elle est donc divergente.

2) Siu, — 0, on ne peut conclure par cet argument !
n—+00

La série Y w, peut étre divergente ou convergente.

ECE1-B 2015-2016

Application : exercices

1)

2)

3)

Si=

Retour sur la divergence de la série >
n=1

On peut rédiger comme suit :

. EA:MV ~ Lo

n—+oco M

1 1
e On en déduit que > —et >, In AH + v sont de méme nature.
n

n=1 n n>1

1 1
Or > In AH + v est divergente donc ). — est divergente.
n

n=1 n>1 N
- 1
Retour la convergence de la série . —.
n>1 N
On peut rédiger comme suit :
1 1
« — ~ — (>0
:w n—+oco N Ai — Hv A\ v
1 1

e On en déduit que Y, — et Y sont de méme nature.

n>1 3w n>2 \EAS\\ Hv

1 1
Or > est convergente (c¢f démo précédente) donc ) —
ns2 n(n—1) ns1 N
est convergente.
1
Retour la convergence de la série ) — avec a > 2.
n=1 n
On peut rédiger comme suit :
1 1
1 1 4 n? 1
« — = o -5 car :H = — = — 0.
ne n—too \ 1 L n®  n% 2 notoo
n
1 . 1
Or > —5 est convergente donc ) — est convergente.
n>1 N n>1 N

25
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IT1.2. Linéarité

Théoréme 5.
Soient > uy, ety v, deux séries.
Soit (\, ) € R2.

o > uy converge
1) = > (Aup + poy,) converge
o Y vy converge

400 400 400
On aalors :| > (Aup+pvg) = XD e + py. vk
k=0 k=0 k=0

o Y uy, converge
2) o > vy diverge
o [ w\m 0

= > (Aup + pvy,) diverge

3) Si). u, diverge et ) v, diverge :
x la série Y (Aup + pv,) peut étre divergente.
x la série Y (Aup + pvy) peut étre convergente.

(& voir au cas par cas)

Démonstration.
Soit n € N.
On a I'égalité suivante sur les sommes finies :
n n n
> Aup+pog) =AY up + py v
k=0 k=0 k=0
N——— N—— N——

ECE1-B 2015-2016

10

V.3. Application : critéres d’équivalence et de négligeabi-
lité

Théoréme 12.

Soient > uy, et Y. v, deuz séries a termes strictement positifs.

Supposons qu’il existe (m, M) € R?> : Yn €N, 0 <m < Un <M
Un

Alors les séries Y uy, et Y, v, sont de méme nature.

Plus précisément, on a :
1) > uy converge & > vy, converge

2) > uy diverge & Y. v, diverge

Démonstration.
Soit n € N. Par hypothése, on a : 0 < mv, < u, < M v,.
Par le théoréme 11, on en déduit que :

1) >, Muw, converge = > uy converge = » . m v, COnverge,
2) > muoy, diverge = > u, diverge = > M v, diverge.
11 suffit alors de remarquer que les séries M mup, ». Muv, et vy, sont

de méme nature puisque M Mu, =M MU Vg O

Remarque

« La conclusion reste valable avec I’hypothése moins stricte suivante :

« On peut de méme relacher '’hypothése de stricte positivité en prenant
(un) et (vy,) suites de termes positifs telles (v,) ne s’annule pas & partir
d’un certain rang.

23
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IV. Séries usuelles Remarque

« La conclusion reste valable avec I’hypothése moins stricte suivante :

IV.1. Séries géométriques et ses dérivées

Théoréme 6.
Soit g € R.

1) | > ¢" converge < |q| < 1

2)| S nqv ! converge & |q| < 1

n>1

3)| S nn—1)¢" 2 converge < |q| < 1
n=2

De plus, si |q| < 1, on obtient les sommes suivantes.

+oo 1 +o00 1
k k—1
a. q = b. k q = —
wMqu l1—gq WU_ (1-g)?
+oo 2
c. k(k—1)¢"2 = —=
PR (=

Démonstration.

n
1) Sig=1l,onaS,=> 1*=n+1 — +oco.

k=0 n—-+o0o
n 1— Q§+H 1 Qzu:
Sig#1,8,= ¢ = = — .
\AMHUO 1—¢q l1-q 1-g¢
+o0o
x Silgl <1, 0ona ¢t — 0, donc (S,) converge et : 3. ¢F =
n——+oo k=0
1
1—q

' — 4o00,donc S, — +o0.

x Sig>1,o0naq""
n—-+o0o n——+o0o

x Siq < —1, lasuite (¢"*!) n’admet pas de limite, donc (S,,) diverge.

12

Vn 2 m, 0 < u, <o,

(la convergence d’une série, comme on le verra par la suite, ne dépend
pas de ses premiers termes)

Ce résultat est analogue a la Proposition 1 du chapitre « Intégrales
impropres » portant sur les fonctions continues et positives.

Ce théoréme est important. Il signifie que pour déterminer la nature
d’une série & termes positifs, il suffit de la comparer a des séries de
référence (dont on connait la nature).

Application : exercices

1

1) On considére la série > — et on souhaite montrer qu’elle est diver-

n>1 N
gente.

e On remarque tout d’abord que :
V20,0 < In(1+2) < =z

L’inégalité de droite est une inégalité de convexité. En effet, la
fonction f : x — In(1 + x) est concave. Sa courbe est donc si-
tuée en dessous de ses tangentes, notamment sa tangente en 0 :

y=f'(0) (z-0)+f(0)==
o La série :Mww W“

- est A termes positifs,

- son terme général vérifie : Vn > 1, 0 < In AH + v <

Sl

1
-_mmmimm_b AH + v mmﬂ&éﬂmmim.
:

1
— on en déduit que la série Y — est divergente.

n>1"

21
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Application
Dans les exercices, il faudra savoir reconnaitre les séries géométriques et
géométriques dérivées et savoir calculer leur somme.

n
1) Montrer que Y Sl

est convergente et calculer sa somme.
32n+1 3

(Y
w 3 ’
Onad .m|wwww\ﬂ|p
n adonc: S, = \wﬂ

C’est la somme wmﬁam:m d’une série MmoEmQEcm dérivée de raison

n 1 2n+1
Pour n € N, on note : u,, = H3Av

1
— <1
) V4
1 1 1 9 3
sl S o7 (1-17  3x98 &
n2
2) Montrer que M 5, est convergente et calculer sa somme.

H n
Pour n € N, on note : u, = n? va .

En écrivant : n? = n(n — 1) + n, on obtient :

e (B () - oo () ()

1 n INF2 & 1\ k-1
On adonc: S, = 1 m va +M»Mowva )
On reconnait la somme partielle d’une série géométrique dérivée et la

somme partielle d’'une série géométrique dérivée seconde toute deux

1
de raison — < 1.

2
1 2
Ainsi: S, — - 5+
A -]

14
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V. Séries a termes positifs

V.1. Les résultats fondamentaux

Théoréme 9.

Soit > uy, une série et (Sp)nen suite des sommes partielles associée.

(Vn e N*, u, 20) & (S,) est croissante

Démonstration.

(=) Supposons : ¥n € N*, wu, > 0.
Soit n € N. On a Sp+1 — Sy, = upt1 = 0. Ainsi, (S),) est croissante.

(<) Supposons (Sy,) croissante.
Soit n € N*. On a u,, =S, — Sp,—1 = 0. n

Remarque

o Ce résultat est & comparer a celui du chapitre précédent qui énonce :

a
f20 = F:zw— \ f(t) dt est croissante
a
o On a aussi démontré dans le chapitre « Intégrales impropres » :
+oo
\ f(t) dt converge < F est majorée
a

Le résultat analogue s’énonce comme suit.

Théoréme 10.

Soit > uy, une série a termes positifs : Vn € N, u, > 0.

1) | > u, converge < (S,) est majorée.

2) | (Sn) non majorée = S, — —+oo.
n——+oo

19
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Pour tout k > 2, on a: f(k)

<
On en déduit que, pour tout n > m

n n k
S < 5 [ s
k=2 k—1

Ainsi :

n

"ol ot 1 1
S, <1 —dt =1 _— =1 1-
" +\H to +ﬁl@+pﬁ +QIHA §QLV

. 1
On en déduit que : S, < 1+ T
o —
La suite (S,) est :
1
x croissante puisque Y. — est une série & termes positifs.
n>1 T
. 1
x majorée par 1+ .
a—1
1
Elle est donc convergente. Ce qui signifie que la série > — est conver-
n>1 N
gente. O

Remarque

« Il faut savoir reconnaitre ce type de séries dans les exercices. Par exemple :

1 1 1
x les séries > > >

37 27
n>1MN° p>1 1% p>1 ny/n

1 1
x les séries > —, > —= sont divergentes.

n>1 n n=1 n

sont convergentes.

16
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IV.3. Série exponentielle

Théoréme 8.

" +00 H\o
Pour tout x € R, la série M — converge et :| € = i
k=0 :
no gk
Ainsi : >, — — €
=0 k! n—=dtoo
Démonstration.
Admis. O

Un mot sur ce type d’objets (CULTURE)

+oo

o L’écriture > azz® peut étre vue comme une généralisation de la notion

k=0
de polynomes : c’est un polynéme de degré oc.
« On appelle cet objet une série entiére et on dit alors que la fonction
exponentielle est développable en série entiére (DSE). Toutes les fonc-
tions ne sont pas développables en séries entiéres. L’intérét de ce type
“+oo

de développement est la relative simplicité de 'objet > aza® et no-
k=0

tamment son bon comportement vis a vis de certaines opérations telles

que la dérivation.

o Ce type d’objet n’est au programme ni en premiére ni en deuxiéme
année.

Remarque
Comme précisé, nous n’étudierons pas les outils pour montrer la conver-
gence de la série exponentielle. Cependant nous pouvons quand méme
vérifier que cette série n’est pas grossiérement divergente :

&.3

Pour tout z€eR, u, = — — 0
n! n—+oo

(on peut notamment le montrer & l'aide du critére de d’Alembert)
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