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ECE1-B 2015-2016

o Dans ce chapitre s’opére un changement de point de vue par rapport
au précédent : on s’intéressait précédemment aux événements (des en-
sembles), I'objet de base est maintenant celui de variable aléatoire (des
fonctions).

« A terme, on se servira donc de résultats issus des chapitres d’analyse
sur les fonctions.

Exemple

1) On s’intéresse a 'expérience aléatoire consistant a observer le résultat
d’1 lancer simultané de 2 dés.

o« Q=11,6] x [1,6] (on effectue un seul lancer, avec deux dés).
« L’univers Q étant fini, on choisit & = P(Q).
« Considérons X la variable aléatoire consistant a calculer la somme
des deux résultats obtenus :
X :|[1,6] x [1,6] — R
(G J) = i+]
Cette variable aléatoire est bien & valeurs dans R.
On peut préciser 'image de cette v.ar. : X(Q) =[2,12] CR
o L’ensemble A = {w € Q| X(w) < 4} est un bien un événement :
A : «la somme des deux dés est inférieur a 4 ».
A= ,_P‘Af Hv“ Af wv, AH“ wvv Awu HY AM“ Mvu Aw“ :v Axw € ﬂuAbvv
On notera: A =[X <4]={we Q| X(w) <4}
L’ensemble B = {w € 2 | X(w) > 10} est aussi un événement :
B : «la somme des deux dés est strictement supérieur & 10 »
B ={(5,6),(6,6),(6,5)} (Be€PQ))
On notera: B=[X >10]=[X < 10] ={w € Q | X(w) > 10}

De méme, on peut considérer les événements :
x 2<X<<7=[X>2IN[X <7, x[2<X<T7=[X<
x 23< X <75 =3<X <7, x [-32< X <e¥] =]

X
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Corollaire 1.
Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé.

Soit X une variable aléatoire réelle.

Fx continueenz € R < P([X =z])=0

Démonstration.
Par définition :

Fx continueenz € R & lim Fx(t) = Fx(z) = lim Fx(t)
t—at t—z—

Or, comme vu dans le théoréme précédent, lim Fx(t) = P([X < z]).
t—ax—

De plus, P([X < z]) = P([X < z]) + P([X = z]).
(puisque [X < z] = [X <z]U[X = z] et que P est additive)

Ainsi, Fx(z) = lim Fx(t) signifie que :

t—a—
PX <)) + P([X = 2]) = P([X < z])
ce qui équivaut a : P([X = z]) = 0. O
Propriété
Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé.

Soit X une variable aléatoire réelle.
Soit (a, b) € R? tel que a < b.

P(la < X <b]) = Fx(b) — Fx(a)

Démonstration.
On remarque tout d’abord que :

a<X<b = [X<b\[X<d]

On en déduit que : P([a < X < b)) = P([X <)) —P([X <a]N[X < b]).
Enfin, comme a < b,on a [X <a]N[X <] = [X <a]. O
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Démonstration.

C’est une conséquence directe du fait que X est une v.a.r. et des propriétés
de stabilité vérifiées par une tribu.

Soient X une v.a.r. et x € R.

o [X < 2] est un événement par définition de v.a.r.

+o0
X =2l=N TAVH\W%
n=1
C’est la seule difficulté de la démonstration.

(C) Soit w € [X > z]. Ceci signifie que X (w) > x.

Soit n > N. Comme z >z — +, ona: X(w) >z >z —

Ainsi, w € [X > 2 — 1]. "

n

1
o

—+o0
(D) Soit w € ) [X >z — L]. Ceci signifie que : (Vn € N, X(w) >

n

1, "
On peut démontrer, par contraposée, que ceci implique que : X (w) >
x.
e X =z]=[X<z|N[X >1z]
e X <2]=[X <]\ [X =2
e [ X >2]=[X 22\ [X =2
<X <yl =< X]IN[X <y
. O

1.2. Fonction de répartition d’une v.a.r
Définition

Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé.

Soit X une variable aléatoire réelle.

« On appelle fonction de répartition de X et on note F'x 'application :

Fx R — R
z = Fx(z) = P(X<z])
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Théoréme 2.

Soit (2, o/, P) un espace probabilisé.

Soit X une variable aléatoire réelle.
La fonction de répartition Fx vérifie les propriétés suivantes.
1) VzeR, 0< Fx(x) <1.

2) Fx est croissante.

3) | lim Fx(z)=0 et lim Fy(z)=1

T——00 r——+00

4) Fx est continue a droite en tout point x € R.

Autrement dit :| vz € R, lim Fy (t) = Fx(x)
t—x
t>zx

5) Fx admet une limite finie a gauche en tout point x € R.
Ve eR, lim Fx(t) = Fx(z)—-P([X =2z]) = P([X <z])

t—x
t<w

Démonstration.

1) Soit x € R. Fx(z) = P[X < z] € [0,1] par définition de P.

2) Soit (x,y) € R? tel que x < y. Alors [X < z] C [X <y
Par croissance des fonctions probabillités, on a alors :

<
<

Fx(z) =P([X <z]) < P(X <y]) =Fx(y)

3) On démontre :mw Fx(x) =1 (méme idée pour Pautre propriété).
T——+00
La fonction Fx est croissante et majorée par 1.
Elle admet donc une limite finie en 400 et :
lim Fx(z)= lim Fx(n)= lim P([X < n])

T—r+00 n—r+00 n—+00
Or, comme ([X < n])nen est une suite croissante d’événements, le
théoréme de la limite monotone permet d’affirmer que :

lim P(X <n]) =P Ado X < :_v

n——+o0o n—=0




