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Exercice
Simplifier les expressions suivantes.

L2 d. (V2+5V3)(2 - 3)
"3

B2 75 1 ., 3V72

"3 127976 2V/162

25 % 25 x 37* x 36 f 1 +w|w,\m
“ 7738 % 45 x 100 " 5-3v2 7

I1.2. Puissances entiéres

Les égalités suivantes sont vérifiées pour n,m € Z et pour tout a et
b réels, sous réserve que les dénominateurs des fractions considérées ne
sont pas nuls.

a =1
at = a
AQ\SVS — Q3X§
(axb)™ = a™xb"
a\”™ a”
G =&
AQ: X DSV = ghtm
(2) - o
a
a " = L
Q\S\

Ces listes ne se veulent pas exhaustives.
Elles sont a compléter au fur et & mesure de ’année.
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Exemple

o L’élément P(X) = 3X2% + 5X + 2 est un polynéme 4.e. un élément de
R[X].
x deg(P) = 2,

x P a 3 ceefficients : as = 3, a1 = 5 et ag = 2,
x P est un élément de Ry[X].
C’est aussi un élément de R5[X] puisque deg(P) < 5.
e Q(X) = —7X3++/2 est un polynome i.e. un élément de R[X].
x deg(Q) =3,
x @ a4 ceefficients : b3 = —7, by = 0 et by =0, by = V2,

x @ est un élément de R3[X].
(c’est aussi un élément de R5[X], R7[X], Rso3[X], .. .)

Condition d’égalité de deux polynémes
Considérons deux polyndémes :
P(X)=a, X"+ ap 1 X" 14+ a2 X?+ a1 X + ag (avec a, # 0)
Q(X) = by X™ 4+ by 1 X™ L+ + 5o X? + 51X + by (avec by, # 0)
« Un polyndéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

o On en déduit la condition d’égalité de deux polynémes P et @) puisque :
P=Q & P-Q=0

Ainsi, deux polynémes P et Q sont égaux si et seulement si :
x ils sont de méme degré,
(deg(P) = deg(Q))

x les coefficients de leurs termes de méme degré sont égaux.
A<s S :Huﬁéu a; = Fv

ECE1-B 2015-2016

« Conclusion : résolution de (/)

a) Dans ce premier cas, 'ensemble des solutions de (I) est donc :
S1 = Yy N ]—o0,1] N (] —o0,z1[ U ]z, +00[) =]~ 00,11
b) Dans ce deuxiéme cas, I’ensemble des solutions de (/) est donc :
Sy = Yy N 1, 4o0[ = [, +oo]

L’ensemble S des solutions de I'inéquation (I) est donc :

S = S1USy H_\OO“&L U ﬁw“x_vooﬁ

Exercice
Résoudre dans R les inéquations suivantes.

a. r+2>2+xr+5 d Ver+3<-—-xz+4
b. —x+1>V3x2-2x—-7 m.EAH

x2 —4

c.r—2<Vr—1
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Théoréme 1.
Soit P un polynome de R[X].
Soit o un élément de R.

e On a alors :

Pla)=0 & 3JQeR[X], P(X)=(X—a)QX)

o Autrement dit, o est une racine de P si et seulement si P peut s’écrire
sous la forme P(X) = (X — a)Q(X) ot Q est un polynome de R[X].

Remarque
Gréace a la proposition 1, on obtient :

deg((X — o) Q(X))

= deg(X — a) + deg(Q)
= 1+deg(Q)

deg(P)

On en déduit que : | deg(Q) = deg(P) —1

Exercice

On considére le polynéme P(X) =3X2 — X — 2.

1) Montrer que 1 est une racine de P.

2) Trouver un polynéme @ tel que P(X) = (X — 1)Q(X).

Démonstration.

1) P(1)=3—1—-2=0 donc 1 est une racine de P.

2) D’aprés le théoréme 1, il existe @ € R[X] tel que : P(X) = (X —
1)Q(X). On a alors deg(P) = 1+ deg(Q) et donc deg(Q)) = 1. Ainsi,
il existe a et b réels tels que Q(X) = aX + b et donc :

P(X) (X —1)(aX + )
aX?+(b—-a)X —b

= 3X?2-X-2

ECE1-B 2015-2016

V. Résolution d’inéquations

Dans le cas des inéquations, seul le raisonnement par équivalence est
adapté. Le probléme avec le raisonnement par implication provient de
Pétape consistant a tester les solutions de (I') sur 1'équation (I). Cette
étape est généralement difficile & mettre en place lors de la résolution
d’inéquations (généralement (I') admet non pas un nombre fini de solu-
tions mais un ensemble infini de solutions). On préférera donc toujours le

raisonnement par équivalence dans le cas d’inéquations.

V.1. Illustration de la méthode sur un exemple

On considére I'inéquation suivante.

—z4+1< 322 -4 -7 (I)

« Etape 0 : déterminer I’ensemble D1

On remarque que 322 — 4z — 7=3(z + 1) (z — %).

I ={zeR| 322 — 4z — 7> 0} =]—o0, 1] U El.ooﬁ

D1y = =00, =1] U [5, +o]

« Etape 1 : obtention, par équivalence, de l'inéquation (I7)

Comme dans le cas précédent : u <v 3= u? < v,

En toute généralité, comme vu? = |u| (pour tout v € R), on a :

Vu e R,Vo € R, (Ju| < |v| & u? <v?)

Il s’agit donc de procéder par disjonction de cas, en fonction du signe
des quantités que 1’on considére.
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« 3%m¢ atape : utilisation de I'identité remarquable et résolution.

Notons A = b? — 4ac. Trois cas se présentent alors.

x si A > 0, on peut alors écrire :

2 2 2
b2 — 4ac B b% — dac (Vb2 —dac\ (VA
4a2 4a? B V4a? 2

Ayant fait apparaitre ce carré, on a alors :

2
A
ar’? +br+c=0 < Aa...%@v — VA

Dans ce cas, I’équation (1) admet deux solutions :

_—b=vA

2a

b+ VA

Ty %4 et €T_

\\\\\\\ 2a
Dans ce cas, I’équation (1) admet une solution double :

2
x siA=0,onaalors: g2 +br+c=0 < Aaj..@v -0

=b

r=—
2a

x si A < 0, I’équation (1) n’admet pas de solution car :

, b\? A
ar? +br4+c=0 < (0<) T+ =-— (<0)

ECE1-B 2015-2016

IV.2.a) Reésolution par implication : fonctionnement

Comme on l'a vu, (F) et (E') n’ont pas forcément les mémes solutions.
Cela provient des manipulations faites pour transformer (E) en (E') :
elles ont pu modifier I’ensemble des solutions. Explicitons pourquoi.
Nous avons procédé par implication, ce qui s’écrit formellement :

z solution de (E) = =z solution de (E')

Cette implication permet d’affirmer que :

« si z est solution de (E) alors z est solution de (E’)

— toute solution de (E) est une solution de (E') i.e.| S C 5’

« 2 peut étre solution de (E) sans que x soit solution de (E')

En modifiant (E) en (E’), on ne perd en route aucune solution de (FE)
(puisque S’ O S) mais on a pu créer de « nouvelles solutions » (i.e. des
solutions de (E’) qui ne sont pas solutions de (F)). C’est pourquoi les
solutions de (E) sont exactement celles de (E’) qui vérifient 1’équation
(E).

Exercice

Résoudre I'équation vz + 1+ o2 —3 — 3z —1=0.

IV.2.b) Est-il possible de procéder par équivalence ?

Dans I'exemple précédent, une manipulation a créé une perte de pré-
cision : il s’agit de I’élévation au carré. De maniére générale :

u="7v u- =v

Evidemment, implication u = v = u? = v? est toujours vérifiée. Par
contre, on peut exhiber un contre-exemple de la réciproque : Almvw =32
et —3 # 3. Il faut donc faire attention aux signes des quantités u et v.
En toute généralité, comme vu2 = |u| (pour tout u € R), on a :

VueR, Yo eR, (Ju]=|v] & u?=1?

17



J suormjos sewguu so] sed so[[e-juo,u (,47) 10 (7) 1onbimog (&

. () op suormjos sa] $9IN0) 9ANOI} Ul U0-)-y (I

_H_ cx Tx
g o %) : suoysenb xnep 1sod os nad uo ‘ojdurexe 190 op oSS Y
. ¢ L X | P=2F X9+ XY= (X)d )
VA VAt opoYIQU ©[ Op dsAeUY ‘Z'Al
: onb (senbryguryyire suorpendrweur sop red) 9IUOMIP ® U() {1} =g |10 (i) op SuOIIN[OS SOP SIUISSUD,[ “)TP JUIUIDIINY
“opuep9o91d uoryerysuowop e axpuaidol op NS [] 7 a1 o] worn[os snbrun anod jetpe (57) woryenby, |
UOUDLISUOWI (]
uoIsnPuo)) *
(cx — x)(lz — x)0 = (X)d |s40]y () op uwonmjos sed 3so,u m ‘Isury
‘d 9P souwIDL §9) Tx 39 lx suojou 19 () €y onb suosoddng S € _ € € _ € X7 — Amv : gzed a1311e (]
g aubop ap awgufijod un (0 #v) 2+ Xq+ X0 = (X)d #OS e 11 g\
‘g OUWIAIOIY T, =) @z > £, Issne e uQ x
!
> » () op wormos uslq Jso T ‘ISUTY
— =2z 10 — =1z T—=T1Xg— N :edonneqJ
\A VN +A- . A
A AN ‘(M=) @g 51 : e uo ‘progep oy, *
: SOUIORI XD $9] jowpe uolyenby [ ‘() < , v 1O svd 9 sue(] : (&) woryenby [ ms (,7) op SUOHNIOS SO SUOYSAY, [, yueine mod

b -9~ b
v~ (@) =,y |1mperyweunmosp of sosymn mod wo gz = ¢ 09,5915 (&) oremur uoryenby [ njosol uwo-j-e sreuwr (,77) uorenby [ NOSAI € U

pnpas sy onbremoy () woryenby [ ms (,57) op suonn{os sop 450y : ¢ odeyy *

o ﬁm JW =,5 |95 (,[f) op SUOIM[OS SO S[qUIOSTUD,

o[[e91 ourorRl op sed 0>V 1
9[qnop auIdel aun M‘m =T 0=V M = %x ‘1sury M = w = ¢x1r OYLIQA X SUIORI 9IINRB UOS
og “9IUOPIAY
SOUDIDYTP SOUIDRI XNOP a =Tz 0<V oumer dWWod [ = lr jewpe [ + X§ — ,X€ = (X)d owoui[od o]
"9IPNOSYI B OP JurULjUIRW 913R,S [T ‘(,57) Uolyenby, [ NUa)qo JURAY

1 §BD SI0I} B UO ‘QUINSYI UM (,) op uonmosor : g odeyy °

9102-G10¢ d-THOH 9T02-S10¢ d-THOH



ECE1-B 2015-2016

I1.3.b) Relations entre ccefficients et racines

Théoréme 3.
Soit P(X) = aX?+bX +c¢ (a#0) un polynéme de degré 2.
Supposons que A > 0 et notons x1 et xo les racines de P.

b c
On a alors : T+ X9 = —— et T1 X X = —
a a

Démonstration.
D’aprés le théoréme précédent, on a :

aX?+bX +c a(X —x1)(X — x2)
= a(X?— (21 +22)X + 2179
= aX?—a(z1 +22)X + axywo

Par identification, on en déduit le systéme suivant :

a = a
—a(r1+x2) = b
ariry = ¢
D’oul le résultat souhaité. O

Application Cas des racines évidentes
« Considérons le polynome P(X) = 5X2 +6X — 11 = 0.

x P admet x1 = 1 pour racine évidente.

c

x P admet donc une autre racine, 2, qui vérifie z; X 1y = £

n :
Ainsi, 19 = — = ——.
axy 5
o Inversement, si ’on cherche & déterminer deux réels 1 et xo dont on
connait uniquement la somme S (= z1 +z2) et le produit P (= x1 X x2),

il suffit de résoudre ’équation :

X2_-SX+P=0

ECE1-B 2015-2016

on éléve au carré. Plus précisément, on a :

Va2 -2z =-1
& Va2 =2z -1

= A,\nﬂvw = (22 —1)2

& 22 =422 —4x +1

& | 322 42 +1=0 (E)

10

15



1T

x>z >Tr & (< (tx—x)(lz—x)p :smofe jiyesou
10 |2z ‘Tx[ ms Jrsod JUAMWLIOLIYS 18O SWIQULIY J] SIOfR ‘() > D IS (q)

tr>x>Tr & (0> (Gx—x)(lx—x)p : smore jisod
1o ]%r ‘Tz[ Ins JI1eS9U JUAUIIOLIYS 1S9 SWIQULIY J] SIofe ‘() < D 1S (D)

1 Ty 90 Tz SO[[991 SOUIORI XNIp op sed uf (&

0>0

f fi

: OULIOJ ®] O 380 9 + Zq + & = = op oydeis o]
"D op oUSIS Nk [€3F9 ‘(PUIORI ] U [NU) JUR)STOD
ouUS3IS Op ISSN® SIOR 1S9 SWQULI} 9 ‘d[qNOP O[9I dUIIRI dp sed UY (g

0>0 (U

i

© QULIOJ [ Op 480 2 + X + 2D < 2 op oydesd o]
"D Op OUSJIS Nk [B3Y ‘JURISUOD
OUSIS O 189 9 + Zq + ,TD OWQULI} O ‘D[[091 SUIDRI Op doUdsqe,p sed uy (I

oouepuad9op 91100 SUOSIIYI]
"SO[[991 SOUIDRI 9P dOUDISIXS,[ op ©
‘e op ouSIs np
¢ puodop 9 + £q + ,TD SWQUILI} NP SUSIS O]

owrur1y np dusig (9°¢°II

9102-G10¢ d-TdDH

4!

19 LT A OULIS) 9] S[OSI UO ‘DUl INo)eIgdo [ op I9SSBIIR(ID 9S 9P UYy

.me@ S T JUSWUIRIOU ® UO) (77) 9P WOIN[OS duUn T 110§

“(,7) 99%0u ‘orduuts snid uoryenbo
oun uwd (57) uwolyenby ] IowIojsueI) op uye suonyendruew sop Iaxpdo
JUOP BA TU() "2IPNOSI @ J1e] sed 180,U (77) woryenby [ ‘OULIO} 91199 SNOG

(,47) worrenby [ op uonuelqo : T adeyy °

¥ = @y |onb ympop uwe up
"DIUYYP UBI( 450 T A 9jguenb e[ ‘g £ & swwod ‘10
(4 s ugop 30 mb) oumes mojerodo | orodwod (57) woryenby

‘uonugep
9P TI[ UOS JouTuLIeYp Ted sinolno) 9duemo uo ‘enbrjemayyeut jo[qo
un,p opnja,[ op SIof : o[eIoues enbrewol oun 359, (@) uwonuyep op
QUIRUIOP UOS I9TPNJY Ied 90U UO ‘(47 ) SIPNOSI OP I0ARSSD, P JURAY

(7 v® Q[qUIOSUD [ IQUTULIDIIP : (O wmwﬁw .

‘sode)o
sopueid a1yenb ue 1ejuesord os Jnad (77) op UOIIM[OSII 8P SPOYIPW ®B]

() [— =g — TN

"9yuRAINS UOT)eNbY [ SI9PISU0D U()
-orduurs o(duIoxs UM INS UOIIN[OSYI dP SPOYIQUL B[ SUOIOIAXT]

ojdurexe un ans apoyjeul B[ op uoljel)sniil ‘1°Al

suoryenbe p uonnosoy Al

9T02-S10¢ qd-TdDH



ECE1-B 2015-2016 ECE1-B 2015-2016

Ce que 'on peut résumer dans le tableau suivant. Exercice
- . ., (4o —1)(7z - 3)
Ecrire le tableau de signe de la quantité ————————.

- 2)
T —00 x1 T2 +00
A>0 signe de signe signe de ITI. Identités remarquables
Le signe de 0 onbosé de a 0
az® + br + ¢ @ bp @ Ci-dessous une liste (non exhaustive!) d’identités remarquables. Cette

liste est & compléter au fur et & mesure de I'année.
Le graphe de © — ax? + bz + ¢ est de la forme :

y y Identités remarquables du second degré :
a<0 (a+0b)? = a®+2ab+b?
=5 (a—0)* = a®—2ab+b?
s x (a—b)(a+b) = a®—b?
| ! 7 (a+0b)?—(a—b)?% = 4ab

Identités remarquables du troisiéme degré :

Petit aparté : déterminer le signe d’un produit
(a+b)® = a®+3ab+ 3ab® + b*
Lorsque l'on souhaite déterminer le signe d’une quantité s’écrivant (a—b)3 = a®—3a2b+ 3ab?— b3
comme un produit, on utilise souvent un tableau de signes. @+ = (a+b)(a®—ab+0b?)
Considérons par exemple, le produit P(x) = (4x — 1)(7x — 3)(—z — 2). @~ = (a—0b)(a®+ab+?)
Le tableau de signe correspondant est :

En degré quelconque n € N* :
z —00 -2 M w +00
a® —b" = (a—b)(a" +a" b+ Fab" 2+ ")

Az —1 - -0 + +

On a notamment :
Tx —3 - - - 0 +

l-a"=(0—-a)(l4+a+a®+..+a" )

—r—2 + 0 - - ~

Exercice
P(x) + - + - Montrer que : Vo € R, Vt €¢ RT, 2Vze! < x4+ €l
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