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+
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p
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�
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�
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+
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P
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.
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P
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=
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⇥
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=
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r
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+
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.
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ra
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=
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re
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V
.

R
ésolution

d’inéquations

D
ans

le
cas

des
inéquations,seulle

raisonnem
ent

par
équivalence

est
adapté.

Le
problèm

e
avec

le
raisonnem

ent
par

im
plication

provient
de

l’étape
consistant

à
tester

les
solutions

de
(I 0)

sur
l’équation

(I
).

C
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étape
est

généralem
ent

diffi
cile

à
m

ettre
en

place
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de
la

résolution
d’inéquations

(généralem
ent

(I 0)
adm

et
non

pas
un

nom
bre

fini
de

solu-
tions

m
ais

un
ensem

ble
infinide

solutions).O
n

préférera
donc

toujours
le

raisonnem
ent

par
équivalence

dans
le

cas
d’inéquations.

V
.1.

Illu
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d
e

la
m
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od

e
su

r
u
n

exem
p
le

O
n

considère
l’inéquation

suivante.

�
x

+
1

<
p

3
x

2�
4
x
�

7
(I)

•
É
tap

e
0

:déterm
iner

l’ensem
ble

D
(I

)

O
n

rem
arque

que
3x

2�
4x

�
7

=
3
(x

+
1) �x

�
73 �.

D
(I

)
=

{
x
2

R
|
3
x

2�
4
x
�

7
>

0}
=

]�
1

,�
1][

⇥
73 ,+

1
⇥.

D
(I

)
=

]�
1

,�
1][

⇥
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1
⇥

•
É
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e
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(I 0)

C
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m
e

dans
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précédent

:
u

<
v

,
u

2
<

v
2.

E
n
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généralité,com

m
e p

u
2

=
|u|(pour

tout
u
2

R
),on

a
:

8
u
2

R
,8

v
2

R
,

(|u|
<

|v|
,

u
2

<
v

2)

Il
s’agit

donc
de

procéder
par

disjonction
de

cas,
en

fonction
du

signe
des

quantités
que

l’on
considère.
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T
h
éorèm

e
1.

Soit
P
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polynôm

e
de

R
[X

].
Soit

↵
un

élém
ent

de
R

.

•
O

n
a

alors
:

P
(↵

)
=

0
,

9
Q

2
R

[X
],

P
(X

)
=

(X
�

↵
)

Q
(X

)

•
A
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ent
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↵

est
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racine
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P
si
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p

x
2�

2x
=

�
1

,
p

x
2

=
2x

�
1

)
⇣p

x
2 ⌘

2
=

(2x
�

1)
2

,
x

2
=

4x
2�

4
x

+
1

,
3x

2�
4x

+
1

=
0

(E
0)
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E
C

E
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II.3.b
)

R
elation

s
entre

cœ
ffi

cients
et

racin
es

T
h
éorèm

e
3.

Soit
P

(X
)

=
a
X

2
+

bX
+

c
(a

6=
0)

un
polynôm

e
de

degré
2.

Supposons
que

�
>

0
et

notons
x

1
et

x
2

les
racines

de
P

.

O
n

a
alors

:
x

1
+

x
2

=
�

ba
et

x
1 ⇥

x
2

=
ca

D
ém

onstration.
D

’après
le

théorèm
e

précédent,on
a

:

a
X

2
+

bX
+

c
=

a
(X

�
x

1 )(X
�

x
2 )

=
a
(X

2�
(x

1
+

x
2 )X

+
x

1 x
2

=
a
X

2�
a
(x

1
+

x
2 )X

+
a
x

1 x
2

P
ar

identification,on
en

déduit
le

systèm
e

suivant
:

8<:
a

=
a

�
a
(x

1
+

x
2 )

=
b

a
x

1 x
2

=
c

D
’où

le
résultat

souhaité.

A
p
p
lication

C
as

des
racines

évidentes
•

C
onsidérons

le
polynôm

e
P

(X
)

=
5
X

2
+

6
X

�
1
1

=
0.

⇥
P

adm
et

x
1

=
1

pour
racine

évidente.
⇥

P
adm

et
donc

une
autre

racine,
x

2 ,quivérifie
x

1 ⇥
x

2
=

ca .

A
insi,

x
2

=
c

a
x

1
=

�
115

.

•
Inversem

ent,
si

l’on
cherche

à
déterm

iner
deux

réels
x

1
et

x
2

dont
on

connaît
uniquem

ent
la

som
m

e
S

(=
x

1
+

x
2 )

et
le

produit
P

(=
x

1 ⇥
x

2 ),
ilsuffi

t
de

résoudre
l’équation

:

X
2�

S
X

+
P

=
0
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R
és

ol
ut

io
n

d’
éq

ua
ti

on
s

IV
.1

.
Il
lu

st
ra

ti
on

d
e

la
m

ét
h
od

e
su

r
u
n

ex
em

p
le

E
xp

lic
it

on
s

la
m

ét
ho

de
de

ré
so

lu
ti

on
su

r
un

ex
em

pl
e

si
m

pl
e.

O
n

co
ns

id
èr

e
l’é

qu
at

io
n

su
iv

an
te

.

p
x

2
�

2
x

=
�

1
(E

)

La
m

ét
ho

de
de

ré
so

lu
ti

on
de

(E
)

pe
ut

se
pr

és
en

te
r

en
qu

at
re

gr
an

de
s

ét
ap

es
.

•
É
ta

p
e

0
:d

ét
er

m
in

er
l’e

ns
em

bl
e

D
(E

)

A
va

nt
d’

es
sa

ye
r
de

ré
so

ud
re

(E
),

on
co

m
m

en
ce

pa
r
ét

ud
ie

r
so

n
do

m
ai

ne
de

dé
fin

it
io

n
D

(E
).

C
’e

st
un

e
re

m
ar

qu
e

gé
né

ra
le

:
lo

rs
de

l’é
tu

de
d’

un
ob

je
t

m
at

hé
m

at
iq

ue
,o

n
co

m
m

en
ce

to
uj

ou
rs

pa
r

dé
te

rm
in

er
so

n
lie

u
de

dé
fin

it
io

n.

L’
éq

ua
ti

on
(E

)
co

m
po

rt
e

l’o
pé

ra
te

ur
ra

ci
ne

(q
ui

es
t

dé
fin

is
ur

R
+
).

O
r,

co
m

m
e

x
2
>

0
,l

a
qu

an
ti

té
p

x
2

es
t

bi
en

dé
fin

ie
.

O
n

en
dé

du
it

qu
e

D
(E

)
=

R

•
É
ta

p
e

1
:o

bt
en

ti
on

de
l’é

qu
at

io
n

(E
0 )

So
us

ce
tt

e
fo

rm
e,

l’é
qu

at
io

n
(E

)
n’

es
t

pa
s

fa
ci

le
à

ré
so

ud
re

.O
n

va
do

nc
op

ér
er

de
s

m
an

ip
ul

at
io

ns
afi

n
de

tr
an

sf
or

m
er

l’é
qu

at
io

n
(E

)
en

un
e

éq
ua

ti
on

pl
us

si
m

pl
e,

no
té

e
(E

0 )
.

So
it

x
un

e
so

lu
ti

on
de

(E
)

(o
n

a
no

ta
m

m
en

t
x
2

D
(E

))
.

A
fin

de
se

dé
ba

rr
as

se
r

de
l’o

pé
ra

te
ur

ra
ci

ne
,

on
is

ol
e

le
te

rm
e
p

x
2

et 14

E
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E
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B
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II
.3

.c
)

S
ig

n
e

d
u

tr
in

ôm
e

Le
si

gn
e

du
tr

in
ôm

e
a
x

2
+

bx
+

c
dé

pe
nd

:

•
du

si
gn

e
de

a,

•
de

l’e
xi

st
en

ce
de

ra
ci

ne
s

ré
el

le
s.

P
ré

ci
so

ns
ce

tt
e

dé
pe

nd
an

ce
.

1)
E

n
ca

s
d’

ab
se

nc
e

de
ra

ci
ne

ré
el

le
,l

e
tr

in
ôm

e
a
x

2
+

bx
+

c
es

t
de

si
gn

e
co

ns
ta

nt
,é

ga
la

u
si

gn
e

de
a
.

Le
gr

ap
he

de
x
7!

a
x

2
+

bx
+

c
es

t
de

la
fo

rm
e

:

x

y

a
>

0

x

y

a
<

0

2)
E

n
ca

s
de

ra
ci

ne
ré

el
le

do
ub

le
,

le
tr

in
ôm

e
es

t
al

or
s

au
ss

i
de

si
gn

e
co

ns
ta

nt
(n

ul
en

la
ra

ci
ne

),
ég

al
au

si
gn

e
de

a
.

Le
gr

ap
he

de
x
7!

a
x

2
+

bx
+

c
es

t
de

la
fo

rm
e

:

x

y

a
>

0

x

y

a
<

0

3)
E

n
ca

s
de

de
ux

ra
ci

ne
s

ré
el

le
s

x
1

et
x

2
:

(a
)

si
a

>
0,

al
or

s
le

tr
in

ôm
e

es
t

st
ri

ct
em

en
t

né
ga

ti
f

su
r

]x
1
,x

2
[

et
po

si
ti

f
ai

lle
ur

s
:

a
(x

�
x

1
)(

x
�

x
2
)

<
0

,
x

1
<

x
<

x
2

(b
)

si
a

<
0
,

al
or

s
le

tr
in

ôm
e

es
t

st
ri

ct
em

en
t

po
si

ti
f

su
r

]x
1
,x

2
[

et
né

ga
ti

f
ai

lle
ur

s
:

a
(x

�
x

1
)(

x
�

x
2
)

>
0

,
x

1
<

x
<

x
2
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E
xercice

É
crire

le
tableau

de
signe

de
la

quantité
(4x

�
1)(7x

�
3)

(�
x
�

2)
.

III.
Identités

rem
arquables

C
i-dessous

une
liste

(non
exhaustive!)

d’identités
rem

arquables.C
ette

liste
est

à
com

pléter
au

fur
et

à
m

esure
de

l’année.

Identités
rem

arquables
du

second
degré

:

(a
+

b)
2

=
a

2
+

2
a
b
+

b
2

(a�
b)

2
=

a
2�

2a
b
+

b
2

(a�
b)(a

+
b)

=
a

2�
b
2

(a
+

b)
2�

(a�
b)

2
=

4
a
b

Identités
rem

arquables
du

troisièm
e

degré
:

(a
+

b)
3

=
a

3
+

3
a

2b
+

3
a
b
2
+

b
3

(a�
b)

3
=

a
3�

3
a

2b
+

3
a
b
2�

b
3

a
3
+

b
3

=
(a

+
b)(a

2�
a
b
+

b
2)

a
3�

b
3

=
(a�

b)(a
2
+

a
b
+

b
2)

E
n

degré
quelconque

n
2

N
⇤

:

a
n�

b
n

=
(a�

b)(a
n�

1
+

a
n�

2b
+

···
+

a
b
n�

2
+

b
n�

1)

O
n

a
notam

m
ent

:

1�
a

n
=

(1�
a
)(1

+
a

+
a

2
+

...+
a

n�
1)

E
xercice

M
ontrer

que
:8

x
2

R
+
,8

t2
R

+
,

2 p
x
e
t6

x
+

e
t.
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C
e

que
l’on

peut
résum

er
dans

le
tableau

suivant.

x

�
>

0
Le

signe
de

a
x

2
+

bx
+

c

�
1

x
1

x
2

+
1

signe
de

a
0

signe
opposé

de
a

0
signe

de
a

Le
graphe

de
x
7!

a
x

2
+

bx
+

c
est

de
la

form
e

:

x

y

a
>

0
x

y

a
<

0

P
etit

ap
arté

:
d
éterm

in
er

le
sign

e
d
’u

n
p
rod

u
it

Lorsque
l’on

souhaite
déterm

iner
le

signe
d’une

quantité
s’écrivant

com
m

e
un

produit,on
utilise

souvent
un

tableau
de

signes.
C

onsidérons
par

exem
ple,le

produit
P

(x
)

=
(4x

�
1
)(7x

�
3
)(�

x
�

2
).

Le
tableau

de
signe

correspondant
est

:

x

4x
�

1

7x
�

3

�
x
�

2

P
(x

)

�
1

�
2

14
37

+
1

�
�

0
+

+

�
�

�
0

+

+
0

�
�

�

+
�

+
�
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