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« Rappelons que Z est un ensemble (infini) dénombrable puisque 'appli-
cation ¢ suivante est une bijection :

¢ + Z — N
. —2z si z négatif
2z —1 si z positif
(« il y a autant d’entiers relatifs que d’entiers naturels »)

e De méme, N x N et Q sont des ensembles (infinis) dénombrables donc
peuvent (en théorie) servir & indexer le support d’une v.a.r. discréte X.

« En pratique, les v.a.r. que nous étudions ont un support X () indexé
par une partie (finie ou non) de N (voire de Z).

X(Q)={z;|iel} onl CN

@ :@En@immgmzioambm@mmoosmo:%mEmam:x:oSo:mmE-
vantes.

o Le suport X () est indexé par N.
Autrement dit : X (Q) = {xo, 21,22, 23,...}.

o Le suport X () est a valeurs dans N.
Par exemple, X(Q) = {3,5,7,10,11...}

On peut d’ailleurs préciser que :
X est a valeurs dans N = X est une v.a.r. discréte

X est a valeurs dans N ¢ X est une v.a.r. discréte
Par exemple, si X(Q) = {1,1/2,¢5,23}, alors :
x X est une v.a.r. discréte (puisque X (£2) est un ensemble fini),

x X () n’est pas a valeurs dans N.
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I.1.c) Loi d’une v.a.r. discréte Théoréme 18.
Définition Soit X une v.a.r. discréte infinie telle que X < P () (A > 0). Alors :
Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé. 1) La v.a.r. admet une espérance et une variance.
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (§2, &). 2) | E(X)=A\ et V(X) =\
« On appelle loi de probabilité de X et on note Py 'application :
Démonstration.
Px :|X(Q) — R On donne seulement le schéma de la démonstration. L’existence de 'es-
z = Px(z) = P(X =2]) pérance est assurée par le fait que ces quantités s’écrivent a 'aide de la

série exponentielle.

o Autrement dit, la loi de X est la donnée de I’ensemble des valeurs « Déterminons tout d’abord E(X).

P([X = z]) pour x décrivant X ().

400 N Ak >+oo Ak

Remarque EX) = > zP([X=z2])=3 ke ikl > Go1)

Dans le cas d’une v.a.r. discréte finie, on pourra représenter la loi de X amxﬁbw. . k=1 : k=1 :

o
sous la forme d’un tableau. = Me A =de e =)\
=0 k!

Exemple . . ] .

On considére I'expérience aléatoire consistant & observer le résultat d’1 + On QQQBEM V(X) a fmw% de la formule de Koenig-Huygens, a savoir

lancer simulatné de 4 piéces de monnaie. V(X) =E(X?) — (E(X))~.

. Q={P,F}. Calculons tout d’abord E(X?).

o On munit 2 de la probabilité uniforme notée P. ) ) too Ak PG Ak
(2, P(Q2),P) est un espace probabilisable) E(X%) = X = P([X=z))=2 ke € >k Tl
Card(f2) = 2* = 16. z€X(Q) k=1 : k=1 .

e On note X la v.a.r. qui compte le nombre de P obtenu lors du lancer. Afin de terminer ce calcul, on écrit k2 sous la forme :
X(Q)=1{0,1,2,3,4}.

B =k(k—1)+k
z € X(Q) 0 1 2 3 4 et on fait alors apparaitre deux fois la somme de la série exponentielle

O
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Exemple
On reprend 'exemple précédent. La fonction de répartition de la v.a.r. X
comptant le nombre de P est donnée par le graphe suivant.

« On obtient une fonction constante par morceaux qui présente des sauts
de discontinuité. Cette forme en escalier est caractéristique des fonc-
tions de répartition des v.a.r. discrétes.

« Les contremarches (i.e. les sauts de discontinuité) ont pour hauteur les
valeurs successives de P([X = z;]) (les z; étant rangés dans lordre).

Théoréme 3.
Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (Q, o).

1) Si X est finii.e. X(Q) = {z1,...,2,} alors : Msu P(X =x]) =1
i=1

+o0
2) Si X estinfinii.e. X(Q) ={z; | 1 € N} alors : > P([X =a4]) =1
i=0

3) On peut résumer ces propriétés en notant : > P([X=z)=1

ECE1-B 2015-2016

Remarque
Comme [X > k+ /¢ C[X >k],ona:
P(X >k+10) ¢t

HENVEQMW >k ATNC = H@:X N WC = Qw = QN = mv:;vm > Su

On dit alors que la loi géométrique est a perte de mémoire (la propriété
X > k est oubliée) ou encore que la loi géométrique est sans mémoire.

ITI1.2. Loi de Poisson

Définition

e On dit qu'une v.a.r. X suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 si :

a)| X(Q) =N

N

b) Wk e N, | B(X =k])=c 7

« On utilisera la notation X < P (\) pour signifier que X suit la loi de
Poisson de paramétre \.

Exemple

Le BO suggére d’introduire la loi de Poisson comme loi limite.

On considére (X,,)pen+ une suite de v.a.r. telle que, pour tout n € N*|
X, — B A: \/v ol A > 0. On a alors, pour tout k < n :

S

pac}
>
3
[
=
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I
&=
HE
=
3%
ol I
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|
S >
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3
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|
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Ly
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I.1.e) Opérations sur les v.a.r. discrétes

Théoréme 4.
Soit (2, .2/) un espace probabilisable.
Soient X et Y deuz v.a.r. discrétes sur (Q,.27) et A € R.

X +Y, AX et XY sont des v.a.r. discreétes.

ot l'on a noté :

« X+Y Q - R
w = Xw)+Y(w)
o AX Q — R
w = AX(w)
« XY Q — R
w — X(w)Y(w)

Démonstration.
Démontrons tout d’abord que X + Y, AY et XY sont des v.a.r.

(i) X+Y,AX et XY sont bien des fonctions de €2 dans R.
(1) Admis.
Il reste alors & démontrer que ces v.a.r. sont discrétes, autrement dit que

leur support est au plus dénombrable.
Les v.a.r. X et Y étant discrétes, on peut noter :

x Y(Q)={y; | jeJ}touJCN.

Ainsi : (AX)(Q2) = {A\z; | ¢ € I}. Comme I C N, la v.a.r. AX est bien
discréte.
D’autre part :

(X +Y)(Q) ={zi+y; | (i,5) € I x J}
et (XY)(Q) ={zy; | (4,4) € I x J}

Or I x J est une partie de N? donc est au plus dénombrable.
Ainsi, X +Y et XY sont bien des v.a.r. discrétes. O

ECE1-B 2015-2016

Le terme général n?¢™~! apparait comme la somme de :

x n(n —1)¢", qui est le terme général d'une série géométrique dé-
rivée seconde de raison ¢ vérifiant 0 < g < 1,

x ng" 1, qui est le terme général d'une série géométrique premiére
de raison ¢ vérifiant 0 < ¢ < 1.

On en conclut que la v.a.r. X admet une variance.

Calculons V(X) a l’aide de la formule de Keenig-Huygens.

« Tout d’abord, on a :

9 +oo 9 1 “+oo 1
E(X?) = > n°pg" " =p3 (n(n—1)+n)q""
n=1 n=1

400 —+o0
= pgy, n(n—=1)¢""% + pY. ng" !

n=1 n=1
2 N 1
= pq P
(1-q)3 (1—q)?
2q P
= R JT —_
p? p?
_ 20-p) o _2-p
p? p? p?

1\? 1
« D’autre part : (E(X))? = A -
p

Ainsi : V(X) = E(X?) — (E(X))? = —

41
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Démonstration. ITI. Lois discrétes infinies
1) Par définition de g(X), on a: g(X)(Q2) = g(X(Q)) = {g(=z;) | i € T}.

III.1. Loi géométrique
2) Le support de g(X) est indéxé par I C N, ensemble au plus dénom-

brable. On ne démontre pas le point (). Définition
3) Soit y € g(X)(2). Alors on a : e On dit qu’une v.a.r. X suit la loi géométrique de paramétre
p€]0,1] si:
[g(X) =y] = {weQ]g(X(w)) =y} .
= {weQ| X(w)e{z|ielet g(z;)=y}} a) | X(2)=N
- U X=a)
mﬁwmmnc b) VkeN*, | P((X =k])=p "' |avecq=1—-p
On obtient ainsi [¢(X) = y] comme union dénombrable d’événements ) O\b :ﬁ\EmmS w boﬁmiow X = G (p) pour signifier que X suit la loi
deux & deux incompatibles. En effet, {i € I | g(x;) = y} C I est au geomeétrique de parametre p.
plus dénombrable et [X = ;] N[X = z;] = @ pour ¢ # j. On a alors :

Exemple
On considére une expérience aléatoire qui consiste en une succession in-
Plg(X) =y]) =P &.WW (X =] ) = %MW P(X = zi]) finie d’épreuves indépendantes, chacune d’entre elles ayant deux issues :

g(zi)=y glzi)=y O succés obtenu avec probabilité p et échec obtenu avec probabilité g = 1—p.

Autrement dit, 'expérience consiste & effectuer une infinité d’épreuves de

Bernoulli identiques (méme paramétre) et indépendantes (le résultat de

Etude de la loi de Y = g(X) sur quelques exemples. I'une ne dépend pas du résultat des autres). Alors la v.a.r. donnant le rang

Soit X une v.a.r. discréte. On considére la v.a.r. discréte Y = g(X) pour d’apparition du premier succés de 'expérience suit la loi géométrique de

les applications g suivantes. parametre p.

1) Sig:x—ax+boua#0.

o On considére I'expérience du jeu de P ou F' ou l'obtention de P est
obtenue avec probabilité p (et F' avec probabilité 1 — p).

Alors Y(Q) = g(X)(Q) ={g9(z) | z € X(Q)} ={ax+b | z € X(Q)} L’expérience consiste & répéter indéfiniment ce jeu de pile ou face.
La loi de Y est donnée par, pour tout y € Y (2) : On note X la v.a.r. égale au rang d’apparition du premier P.
Alors : X < G (p)
—-b . sidér S S .
P(Y =¢]) =P(aX +b=y]) =P | X = Y O“b oo\b.ﬁ.iﬁm une urne nowdm:%,; r voﬁmﬁ rouges et v Uo:_.mw vertes
a L’expérience consiste au tirage infini d’une boule avec remise.
On note X la v.a.r. donnant le rang d’apparition de la premiére boule
—b ) r
En effet, si w € [aX + b =y] alors aX (w) +b =y i.e. NAEVH@ . rouge. Eoﬁlxﬂlvmﬂﬂ.fev
a
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1.2. Espérance d’une variable aléatoire discréte
1.2.a) Définition
Définition
Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (€2, .o7).
1) Si X est finie : et que X (Q) = {x1,..., 2}

Dans ce cas, si la série ) z, P([X = z,]) est absolument conver-
gente, on appelle espérance de la v.a.r. X et on note E(X) :

E(X) = M £ P(IX = 1)

3) Sous réserve d’existence, ’espérance s’écrit donc :

E(X)= > «P(X=2])=>) = P(X =z
z€X(Q) iel

L’espérance est un moyenne pondérée : on somme chaque
valeur possible pour X pondérée par la probabilité que X
prenne cette valeur.

12
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I1.5. Loi hypergéométrique (BONUS)

Définition

o Soit (N,n) € (N*)2 tel que 1 <n <N etsoit p€]0,1[ (¢ =1—p).

o On dit qu’une v.a.r. discréte X suit la loi hypergéométrique de
paramétre (N,n,p) si:

a) | X(Q) = [max(0,n — Ng), min(n, Np)]

b) Vk € [max(0,n — Ng¢), min(n, Np)],
() (%)
(%)

« On utilisera la notation X — H (N,n,p) pour signifier que X suit la
loi hypergéométrique de paramétre (N, n, p).

Exemple

« On considére une urne qui contient a boules blanches et b boules noires.
L’expérience consiste a tirer simultanément n boules dans 'urne (on
suppose n < a + b).

On note X la v.a.r. égale au nombre de boules blanches obtenues.

.Eoﬂm“umrviAvaF? a v
a+b

Autrement dit, on a :

(&) (.20

(“2")

d’'odt Np=a et Nqg=10)

Vke X(Q), P(X=k])=

a
a+b

(ici, N=a+bet p=

37
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@ e Une v.a.r. discréte FINIE admet TOUJOURS une espérance.

e Une v.a.r. discréte INFINIE n’admet pas nécessairement une es-
pérance. L’hypothése de CONVERGENCE ABSOLUE est nécessaire
pour la bonne définition de la notion d’espérance.

A quoi sert I’hypothése de convergence absolue ?

Elle est nécessaire pour la bonne définition de la notion d’espérance. I1
faut bien comprendre que la notation >, zP([X = z]) ne permet pas
z€X(Q)

de savoir dans quel ordre sont sommés les éléments.
Il n’y parait rien, mais c’est primordial comme I’énonce le résultat suivant.
Théoréme 6. (CULTURE)

Soit > u, une série semi-convergente.

. > up converge

i.e.

> |up| diverge

Alors, pour tout o € R, il existe une permutation o de N telle que :

n
U —r
\aMHUo (k) n—-+oo

Remarque

o Cet énoncé est parfois nommé théoréme de réarrangement.

« Il signifie qu’étant donnée une série semi-convergente, on peut, en modi-
fiant 'ordre de sommation, créer une série qui converge vers n’importe
quel o € R choisit & Pavance (on peut méme prendre o« = +00 ou
o= —00).

o Ce résultat est contraire a l'intuition : on ne s’attend pas a ce que la
somme de tous les termes u; dépende de ’ordre de sommation.

o Ceci ne se produit que sous I'hypothése de semi-convergence.
L’hypothése de convergence absolue est celle qui permet de parler de

convergence d’une série indépendamment de ’ordre de sommation choisi.

14

n n—1
Or, pour k € [1,n], on a : wva :A\al Hv.

Y S AN n—1\ n—1
Ainsi : k va = szwIHv = zwA\AIHv.

Afin de pouvoir se débarraser du k restant, on remarque : k =
(k—1)+1.
On en déduit alors que, pour tout k& € [2,n] :

i@uv - iféuvﬁﬁuv

On a alors :

E(X?) = 3 \%AMV P

n n—1 n n—1
— k—1 k n—k k n—k
Bt y) s £ ()
z n—=1\ 4 ok
= S () e
—92 -
n n—2
= £ aw-n(}y) re e w
—92 -
M= 2\ s (k42)
= n(n-1) P q + np
k=0

k
2 "2 (=2 ok
= nm-1)p WUO e )P + np

n(n—1)p?+np

35
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2) Soit a € R.
Le réel a peut étre vue comme une v.a.r. discréte. C'est la v.a.r.
constante X, : Q — R qui vérifie X,(w) = a pour tout w € Q.
Ainsi X,(2) = {a}. Comme X, est finie, elle admet une espérance
et :

EX)= Y P(Xa=2])=aP[X,=a]=aP@Q) =a
zeX(Q)

La seconde égalité est obtenue par linéarité :
E(aX +b) =E(aX)+E(b) =aE(X)+ b

3) Notons X(Q) = {x; | i € I}.

La condition X > 0 signifie que pour tout w € Q, X(w) > 0.
Autrement dit, X (Q) C RT et pour tout i € I, z; > 0.

L’espérance E(X) est alors la somme d’une série a termes positifs (son
terme général est z; P[X = z;]). Elle est donc positive.

4) Notons tout d’abord que X — Y admet une espérance (d’aprés 1).
On utilise alors le résultat précédent.
X-Y20doncE(X-Y)20et E(X -Y)=E(X) -E(Y).

5) Supposons que X > 0 et E(X) = 0.

Avec les mémes notations que précédemment, on a donc z; > 0.
Supposons x; > 0. Alors nécessairement P[X = ;] = 0.
Si on suppose, par ’absurde, que cette probabilité est non nulle, on
obtient :
E(X)Z2x; P X =x;]>0
ce qui contredit ’hypothése.
Ainsi, pour tout 7 tel que z; # 0, P[X = ;] = 0.
On a donc forcément P[X = 0] = 1. O

Remarque

o La linéarité de 'espérance est une propriété logique puisque I’'espérance
est définie a ’aide d’un opérateur de sommation.

« On retiendra notamment que la somme de v.a.r. discrétes qui admettent
une espérance, admet une espérance.

16
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I1.4. Loi binomiale

Définition

e On dit qu’une v.a.r. discréte X suit la loi binomiale de paramétre
(n,p), ot n € N* et p €]0,1[ si :

a) | X(Q) =1[0,n]

b) Vk € [0,n], | P([X =k]) = AMV pPq"F | avecg=1—p

o On utilisera la notation X < B (n,p) pour signifier que X suit la loi
binomiale de paramétre (n,p).

Exemple

On considére une expérience aléatoire qui consiste en une succession de n
épreuves indépendantes, chacune d’entre elles ayant deux issues : succes
obtenu avec probabilité p et échec obtenu avec probabilité ¢ = 1 — p.
Autrement dit, 'expérience consiste a effectuer n épreuves de Bernoulli
identiques (i.e. de méme parameétre) et indépendantes (le résultat de 'une
ne dépend pas du résultat des autres). Alors la v.a.r. donnant le nombre
de succes de 'expérience suit la loi binomiale de parameétre (n,p).

« On considére l'expérience du jeu de P ou F ou l'obtention de P est
obtenue avec probabilité p (et F' avec probabilité 1 — p).
L’expérience consiste en n répétitions de ce jeu de pile ou face.
On note X la v.a.r. égale au nombre de P obtenus lors de ’expérience.
Alors : X < B(n,p)

« On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.
L’expérience consiste a tirer successivement n boules avec remise.
On note X la v.a.r. égale au nombre de boules rouges tirées.

.EOEHNFVQAP " v
r+uv
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« Sinon, g(X)(Q) = {y1,...,ym} avec m < n et pour chaque y;, il
existe au moins un ¢ € I tel que y; = g(x;).
Il s’agit alors de regrouper les x; qui admettent la méme image par

g.
On note alors I; = {i € I | g(z;) = y;}. On a:

E(9(X) = 3y B(la(X) = 3]
Il suffit alors de remarquer : [g(X) =y;] = U [X =]

Par o-additivité, on a :

yiP(9(X) =yl) = w2 P(X =) = > y; P(X = ai])

icl; icl;
~ % o(a) POX =21
Et ainsi : E(g(X)) = M 5 glan) PX = ) = M 9(@)P([X = 23]
2) Admis. ' 0

1.2.d) Variable centrée

Définition
Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (€, o).

e On dit que X est une variable centrée si X admet une espérance
nulle.

o Si X admet une espérance, la v.a.r. X — E(X) est appellée variable
centrée associée a X.

Remarque

Si X admet une espérance, la v.a.r. X —E(X) admet une espérance comme
somme de v.a.r. discrétes admettant une espérance.

Cette v.a.r. est centrée puisque, par linéarité, on a :

E(X — E(X)) = E(X) — E(E(X)) = E(X) — E(X) =0

18
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11.3. Loi de Bernoulli

Définition

e On dit qu'une v.a.r. X suit la loi de Bernoulli de paramétre
p€]0,1] si:

a) | X(Q) ={0,1}

b)| P(X=1)=p | et | P((X=0))=1-p |=¢

« On utilisera la notation X < B (p) pour signifier que X suit la loi de
Bernoulli de paramétre p.

Exemple

Considérons une expérience aléatoire possédant deux issues qui ne sont
pas forcément équiprobables. L’une de ces issues est nommée « succés » et
se produit avec probabilité p; 'autre est nommeée « échec » et se produit
avec probabilité 1 — p. Alors la v.a.r. X égale a 1 en cas de succes et 0 en
cas d’échec (i.e. calculant le nombre de succes) suit la loi de Bernoulli de
parametre p.

« On considére I'expérience du jeu de P ou F' ou 'obtention de P est
considéré comme le succés de I’expérience.

1
La v.a.r. qui vaut 1 si P est obtenu et 0 sinon suit la loi B va

Dans ce cas, cette loi coincide avec la loi uniforme ([0, 1]).
Si P est obtenu avec probabilité p, alors X — B (p).

« On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.
L’expérience consiste a tirer une boule.
On note X la v.a.r. de valeur 1 si on tire une boule rouge et 0 si on tire
une boule verte.

an“ximﬂ " v
r+ov

31



61

[+1] = s 07 unod

S AUPLO,P JUIUWLOUL UN JOUPD X SLOID L 2UPLO,P JUIULOUL UN JOWPD X 15
N D412 (L) NS 9324081 "4'D0 dUN Y 110G
‘2511qDqo.Ld 99ndsa un (J ‘7 ‘(5) 10S

g uorjisodoaq
(X)@ = (X)Tw ouop 1o xy = Y €U0 ‘T=.L1G *
1

T=(Dd = (X)0wouop 1o [ = (X ®UO ‘() =415 *
anbrewoy

(B) x>
(Xa=(z=xDd.r» K =(x)w

: DUOP ® UO ‘90UISIXd, P SAISSQI SNOG (&

0=?

(fr=x]d iz K =(x)'w
oot

1 (X)"w 910U ‘4 9IPIO,P JUSWIOUL UN JoWPR Y "I'B°A ®] anb 1Ip UO
‘9gua810ATI00 JuUOTN[OSqR 989 [“r = X|q 4 [ olI9s e[ 1s ‘sed 90 sue(

(X)) 9y0u ‘u
9IPIO P JUSWOW UN ‘N S .4 103 od ‘joupe Y "I'e°A B[ ‘Sed 99 sue(]
{tac Tz} = () x onb 30 : oy 10 X IS (7T
‘(7 ‘5) INS 9JQIVSIP "T'B°A dUN Y }10G
‘gs1yiqeqold aoedse un (¢ & ‘(5) 110G
4 9IPIOP SJUSWOJN UOIIULR(]

4 21pio,p syuswio]y (9°g']

9102-G10¢ d-TdDH

0¢
S ¥ ¢ ¢ 1 0
A S
o 3
B
-
—3
— 3 I
“([¢ ‘1]) 77 PuLIOJTUN TO] B JURAINS OIUY SJIISIP "I'B°A OUN 189 X 1S
uoryijredad ap UOIOUO]
4 4!
O = = (A= (XA
Crr-gb-9 1-a+v-g WA=
4 4
=1-04+ ——F———=(T—D + =
P TFato_g U~ 7d (Da = (x)a
MNpP U U ‘T —P+ L =X RUO ‘T+D— Y = fowwo) (&
oTuly
"TR'A QUN 89,0 IRD A@ozgw%@ aun >UOpP aov 90URLIBA OUN JowIpR X (&
I[+7—9q
Y = (T-r+y=xNd=(4¥=1+2—-XxDd= ([ = &)d
ce 10 ‘[T+1—q‘T] 4 oy mod ‘isury ‘[T+2—q‘1] = ()L e U0 (I
UOUDLSUOUD (T
4 4
=(X)A | =(x)da | - smdoaq (&
(c+v—q)(r—q) (x) q+v (x)

0UDIADO 2UN 79 wuﬁ@&\u&mu UN PWPD X "U4'DQ DT N@‘

(It+r—q1hn & swoy (1
THD— X = £ 210U U0
([g‘v]) 11 = X 2nb 27197 91uyf 279.4051p “4'D"0 dUN X 110G
'q > oanb a7 N 3 (q°D) pog

"€T QWRIOoT,

9T02-S10¢ qd-TdDH



ECE1-B 2015-2016

1.3. Variance

1.3.a) Définition

Définition
Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (€2, .o7).

e Sila v.ar. X admet une espérance E(X) et que la v.a.r. (X — E(X))
admet un moment d’ordre 2, on dit que X admet une variance, notée
V(X) :

V(X) = ma(X — E(X)) = E((X - E(X))?)

« Sous ces hypothéses on appelle écart-type et on note o(X) = /V(X)

Remarque

« Remarquons tout d’abord que la notion d’écart-type est bien définie.
Comme ((X — E(X))? > 0, alors V(X) = E(((X — E(X))?) > 0.
(cf point 8) du Théoréme 7)
« Par définition, la variance est le moment d’ordre 2 de la v.a.r. X —E(X)
qui est la v.a.r. centrée associée a X.
La variance V(X) est donc le moment centré d’ordre 2 de la v.a.r. X.
o La variance est une mesure moyenne de ’écart existant entre X et
E(X).
Mais pourquoi considérer un écart quadratique et pas un écart simple ?
Tout simplement car I’écart simple ne nous donne aucune information
puisque, comme on ’a déja souligné :

E(X — E(X)) = E(X)-EE(X)) = E(X)-E(X) = 0

o Il est alors naturel d’introduire 'écart-type (la racine de la variance)
pour gommer le « défaut quadratique » introduit par ce choix d’écart.

20
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Remarque

1 1
« Il s’agit bien de ————— et non de . En effet, il y a b—a+1 entiers
b—a+1 b—a )

entre a et b. Ce résultat est d’ailleurs cohérent avec le — précédent.
n
« La loi uniforme sur U([m, m]) coincide avec la loi certaine d’espérance
m.

Théoréme 12.

Soit X une v.a.r. discréte finie telle que X < U([1,n]) (n € N*).

1) La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

1 21
2) De plus : | E(X)= :w et | V(X)="ms

Démonstration.

1) X admet une variance (et donc une espérance) car c’est une v.a.r.

finie.
2. EX) = ¥ zB(X=a)=Y Nﬁgxuénw Sk
z€X(Q) =1 =
_ 1xn+])
o2
CE(XY)= 3 R B(X = k)= & 30 pr= L X NERED
wHH n k=1 n 6

On en conclut que :

o _ (n+1)(2n+1) (n+1)2

6 4

o+l _(n+1)(n—-1)
= 45 AwAmsl‘.ClwA:._‘Cvl% -

V(X) = E(X?) - (E(X))

29



1¢

(9oun.9dsa, )
ap 291409ul) Und)

(XA - x)a =
(@) + (A (x)HAE — (X)T =

)M+ (X (X)DAT — ((x)a =

()@ +x (xX)de—xX)aT =
((x)a—x))a

(X)A

‘onu

-I0J B[ SUOIJUOUWIYP 9 9OURLIRA 9UN jowIpe X onb jueuajuIre mQOmOQQSm

*00URIdSO SUN JURIIOUWPE SIPQIISTP "I'@°A OP SWITOS B[ 159 Ied dourerd

-0 oun jowpe ,((X)d — X) onb siofe arjuowgp opuapeoord 931[ese,
‘ooueI9dso ouN JoWIPe Y ‘HIP JUOWDIINY ‘| 9IPIO,P JUSWOW UN

JouIpe 9[o SIOfe ‘g 9IPIO,p JUSWIOW Un jowpe x Is ‘quowenboidngy (=)

-ooureIgdse aun dSUOP joUIPR A[[H
"90TRI

|@Qm® oun juajjowpe ~5U SOQIOSIP “I"€'A 9D oUIIOS B[ 1S9 N;X« retA ey

(@) — x (x)Ae+ (X))@ — X) = X :ouQq
AT+ x (X)F— X = J((x)T— X)

: 10 "eourerpdse oun juoyewpe (X )I — X) 1 X onb ympep ue uQ

"9oURLIRA OUN jowpe Y onb suosoddng (<)

‘UoOLIDLISUOWI (]

(@) - (x)d = (X)A

DD U0 DIUDDA dUN JPUPD X 15 ‘smyd o(T

G 24PLOo, D JUIUWOUL o 0UDIIDN U
un pPwWwpov X ‘40a oy WP X 400 DT

(g7 ‘05) 4ns 2794051p 4D 0 UN X 110G
‘as11qnqo.Ld 9ondsa un (J ‘7 ‘(5) 105

SuabAnfr-bru )y op 9)nwL0] *G DWRI0IY ],

9102-G10¢

d-THOH

8¢

(Ir'ol)n <= x « s1o1y

ol

QUUOP I90UR[ 9] IS () 10 J SO IedUR[ O IS T B 9[RS0 "I'®°A [ X 9j0U U()

-90r] 1o o1d op nel un us 9)SISU0D dOULLIIAXS, T
“991qImbe 9091d oun sI9pIsUOO U() *©

(lu‘1hn = x = story

"99d1) 9[NO( [ 9P OIQWINU NB d9[e39 "I'®'A B] Y 930U U()

"9[NO( 9UN ISII) B 9)SISU0D doualRdxe, T
‘U@ T 9P $99J0IWINU SO[NO( U JURUIIUOD SUIN SUN IJPISUOD U() *
‘so[qreqoxdmbg juos sonsst so] $9IN0Y JUOP (Isoue]
un / a8elr) un) WOroR | U JUSYSISUOD Mb soIojege seousLgdxae sop Ins
seruyop juos mb 1A op 10] ©[ IIUY9pP INod S99SI[IIN JUOS SOULIOJIUN STO] Sor]
o[durexy

18 (,N 2 v mod) [u ‘1] ms smrrofIUN 10] B[ 3INS X “Ie'A ounnb yp uQ) *

‘[q ‘] s ourrojIUN
10 ®] yns y onb Ioymuds mod ([q ‘p])y - X UOIRIOU ®[ RISSIIIN U() *

I+2—9¢

. ([r=xDd | ‘N>9A (a

[av]=@Wx |(»

: 18 [q ‘p] s surIojTUN 10]
B[ IS Y "I'eA un,nb 31p wo ‘9 > v 30 ,N 3 (g ‘D) 18 ‘yuoumIoRIUS SN[ g *

=([y=xDd | ‘N>3%A (q

[ut]l = @)x | (v

uonuygR(

owIojun 1077 “g'II

9T02-S10¢ d-THOH



ECE1-B 2015-2016

1.3.b) Propriétés de la variance
Théoréme 10.

Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé.

Soit X et Y deux v.a.r. discrétes sur (2, 97).

On suppose que X et Y admeltent chacune une variance.

L opérateur variance vérifie les propriétés suivantes.
1) Soit A € R. Les v.a.r. X +Y et AX admettent une variance. De plus :

V(X 4Y) = V(X) + V(Y) + 2 (E(XY) — E(X)E(Y))

o~

VIAX) = A\ V(X)

e

2) Pour tout (a,b) € R2?, la v.a.r. aX + b admet une variance. De plus :

V(a)=0 | et | V(aX +b) =a’>V(X)

3)| V(X) >0

Démonstration.

1) Soit A € R. On admet que X + Y et AX admettent une variance.
D’apreés la formule de Koenig-Huygens (et par linéarité de ’'espérance) :

V(X +Y)
= E(X+Y)?) — (E(X +Y))?
= E(X?2+2XY +Y?) — (E(X)+E(Y))?
= E(X2)+2E(XY) +E(Y?2) — (E(X))2 4 2E(X)E(Y) + (E(Y))?)
= E(X?)— (E(X))?++E(Y?2) — (E(Y))? +2E(XY) — 2E(X)E(Y)
= V(X)+V(Y)+2(EXY) - E(X)E(Y))

22
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Fonction de répartition

Si X est une v.a.r. discréte finie suivant une loi certaine (ou quasi-certaine)
telle que P([X =m]) = 1.

Proposition 3.

Soit X une v.a.r. discréte finie.

Alorsona: | V(X)=0 = X suit une loi quasi-certaine

Démonstration.

En effet, on a alors V(X) = E((X —E(X))?) = 0 avec (X —E(X))2 > 0. Ce
qui prouve (propri¢té du cours précédent) que : P([(X — E(X))? =0]) =
1. Il suffit alors de remarquer que

[(X ~E(X))* =0] = [X —~E(X) = 0] = [X =E(X)]

Ainsi, en notant m = E(X), on a P[X =m] = 1.
Autrement dit, X = m P-presque stirement. O

Remarque

« Cette propriété est une équivalence : la réciproque est justifiée par le
théoréme précédent qui donne le calcul de V(X).

o Ainsi, la propriété V(X) = 0 caractérise les v.a.r. X qui sont presque
slirement constantes et égales & leur moyenne.
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1.3.c) Variables centrées réduites
Définition
Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discrétes sur (§2, &).

a) Si X admet une espérance égale a 0 on dit que X est une variable
centrée.

b) Si X admet une variance égale & 1 on dit que X est une variable

réduite.
X - E(X)

¢) Si X admet une variance, la variable X* = —————= est appelée

o(X)

variable centrée réduite associée a X.

Remarque

e Si X admet une variance, la v.a.r. centrée réduite associée a X est,
comme son nom l’indique, centrée et réduite.
Remarquons déja que X* admet une espérance et une variance car

DAerit qr1a _ 1 _ _EX)
s’écrit sous la forme aX + b avec a = =x) € Retb= —5x) € R.
1) X™ est centrée car :
1 E(X)
E(X*) = aE(X)+b = E(X)— =0
(X') = aB(X) +b = —=BX) - S

2) X* est réduite car :

1 \? V(X)) V(X))
%sv V& = Gmpe T e T

V(X*) = a®V(X) = A

e On retiendra qu’a toute v.a.r. X qui admet une variance, on peut asso-
cier une v.a.r. X* centrée réduite. Considérer de telles v.a.r. peut étre
intéressant : cela permet de simplifier les raisonnements.
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I1I. Lois discrétes finies

Dans tout ce paragraphe, on étudie des v.a.r. discrétes finies. On
pourra alors noter X () = {z1,...,z,} le support de telles v.a.r. .

I1.1. Loi certaine

Définition

o On dit qu'une v.a.r. X suit une loi certaine s’il existe m € R tel que :

a) | X(Q) ={m}

b)| P([(X=m])=1

« On dira aussi que la v.a.r. X est certaine, égale & m.
e Si X est une v.a.r. discréte finie telle que X (Q) = {z1,...,2,} :

on dit que X suit une loi quasi-certaine si P([X = 21]) = 1.

Exemple
Les lois certaines (quasi-certaines) sont utilisées pour définir la loi de
v.a.r. qui sont définies sur expériences aléatoires dont 'issue est stire.

« On considére un dé pipé dont le résultat est toujours 6.
L’expérience aléatoire consiste en un lancer de ce dé.
On note X la v.a.r. donnant le résultat du dé.
X suit une loi quasi-certaine (X () = [1,6] et P([X =6]) = 1).
o On considére une urne contenant n boules de couleurs différentes qui
sont toutes numérotées par le méme chiffre 7.
L’expérience consiste a effectuer un tirage dans cette urne.
On note X la v.a.r. donnant le numéro de la boule sortie.
Alors X suit la loi certaine de support X (Q2) = {7}.
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