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ECE1-B 2015-2016

Exemple
Une v.ar. X telle que X — U([1,5]) admet-elle une densité ?
Rappelons la fonction de répartition d’une telle v.a.r.

o Ici, F est bien C! sur | —o0, 1[ U ]1,2[ U]2,3[ U ]3,4[ U ]4,5[ U ]5, +-o0].
« Par contre, F'x n’est pas continue sur R car non continue en les z;.

Ainsi, si une v.a.r. discréte finie suit une loi uniforme, alors X n’admet
pas de densité.

Remarque

o On rappelle que la forme en escalier est caractéristique des fonctions de
répartition des v.a.r. discrétes. La hauteur des contremarches est égale
aux valeurs successives des P([X = z]), pour z € X (Q).

« Rappelons alors que : Fx est continue en 2 € R & P([X =z]) =0.
Cela permet de tirer la conclusion suivante :

X est une v.a.r. discrete = X n’admet pas de densité

La définition de v.a.r. admettant une densité étant établie, il nous reste a
défnir la notion de densité elle-méme.

ECE1-B 2015-2016

Représentation graphique.
On considére une v.a.r. X telle que X < N (m, o).
La densité d’une telle loi est représentée par une courbe en cloche.

x Dans le cas d’une loi NV (0,1), cette cloche est centrée en 0.

x Dans le cas d'une loi N (m, o), cette cloche est centrée en m.

D’autre part, la forme de cette cloche (hauteur et largeur) dépend de o :
x plus o est petit, plus le pic est haut et fin;

x plus o est grand, plus le pic est bas et large.

Notez que Daire sous la courbe entre —oo et 400 est invariante (on a
“+o0

toujours \ fx(t) dt =1).
—00

« Représentation graphique de la densité fx de la loi N (m, o).

1

oV 2m

0 m

« Représentation graphique de la densité fx de la loi N (m, o).

47



‘0 € (4r) X/ onb jse eoualixe onos v “tx sof us X[ op
Imarea e[ juowgsoold sed JUTRINUOD OU UOIHUYIP B[ ‘1ofo UG 9}SUap op
9IUYUI SUN JoWIPR Y SIOR ‘QISUSP SUN Jowpe Y IS ‘uorruyep ey red o ©

Jrttxn o n Jer‘txfams g € X[ @ onb 1sure axjuow uQ
Jex‘tz[ms 0 € Xf =Xy & oz ‘lz[ s ojuessiorn X

e wo 10 (]%r ‘Tz[ IS 1101310} © OUOD
19) ¥ INS 9JURSSIOID 4S9 A[[d ‘UOIIIIRAYI O UOIOUOJ SUN 980 X, SUIUIO))
Jex ‘1z[> @ ymoy mod (z) X7 = () X[ onb [0 ;3 > (¢z ‘lx) j108

;X[ op jiysod a1990vIRd O] JUSIA NO (] ©

‘R,‘H v - v H.ﬁ
: anb [0} "9+ eguUOPIO IR AP {%x ‘" ‘Tx} sjurod so

RIOIOU UO ‘QY[RIQUIS op 9)10d SURS 10 ‘SUOIPRIISUOWIP SO I9JIDI[R] INOJ *

anbaewayy

(@)% = (@)X M\ S A
sonb og {Ux ¢ - ‘Tr} 99sTXO [T “YIp JUOWLIINY
‘syutod op TUY 9IqUIOU UN U9 Jnes ,J d9AR oploulod X[ (q
0L (@)X[ WS TA (0
118 Y Op 9}Isuap aun 1o y < ¥ : X/ uorpouoj sun,nb 31p uQ
"9)ISUSD OUN JURIIQUWIPR "I'€°A 9UN Y 10§
uonuged

‘IeTA UM P 93SU9( ‘T1

9

9102-G10¢ d-TdDH

(1= (x)A) sormpa1 3 (0 = (X)H)
S99I)UD juos mb 3o AAb“Ev.\/\ ¢- X) o[euLIOU I0] dUN juaAIms mb x
“I"e’A SOP 10] B[ JUOP }S0 JINPII 9YIJUSD S[BRULIOU 0] [ ‘}IP JUOWIINY
T=(X)A *
(T'ONEX 0=(x)d *
(o‘w) =X °
: B UO ‘JUSWIWIAPIAY *

T =0 1% (= 1w JUayLA (0 ‘w) sarjourered So] JUIOP S[[9D : BIYT]
-no1jred S[RULIOU [0] SUN JUOWS[AWIS 180 9INPT 9YIIUSD O[RULIOU 0] B ©

‘od Ay qredy | mod gsimn glop suoar snou onb o[ed 19 0 UOIIRIOU BT X

"« QUUSAOUI » SUWIIOD N[ 9139-4nad wi UoTRIOU B X

DUy C(X)A = g0 P (X)E = w sioe (0°w) N < X 1S
"0 90w suorje)ou sof oIpuardurod op jourrod oUWIRIO) 9)) ©

anbaeweoy

9T02-S10¢ qd-TdDH



ECE1-B 2015-2016

Exemple
Considérons une v.a.r. X dont la fonction de répartition F' est la suivante.

0 size]—o00,0]
Cela correspond a la fonction F : z— ¢ /5 siz € [0,5]
1 siz €5, +oo]
o Tout d’abord, remarquons que cette fonction vérifie bien les propriétés
caractéristiques des fonctions de répartitions.
x F' est croissante sur R,

x lim F(z)=0et lim F(z)=1,

T——00 xT—+00

x F est continue a droite en tout point de R.
e De plus, la v.a.r. X est bien une v.a.r. a densité puisque :
1) F est continue sur R,
2) F est C! (méme C*°) sur | — o0, 0], ]0,5], ]5, +00[ car polynomiale.
o Pour déterminer une densité de X, on commence par dériver la fonction
F sur les intervalles ouverts | — 00,0, ]0, 5[, |5, +00].

0 siz€]—o0,0]
fix—< 1/5 siz€]0,5]
0 sizelb +o0f

En choisissant la valeur (forcément positive) de f en 0 et 5, on définit
une densité de X. Par exemple, on peut prendre f(0) =1/5 = f(5).
Mais on pourrait tout autant choisir f(0) = 32 et f(5) = HWW\M

ECE1-B 2015-2016

(«=) On se sert ici du fait que X apparait comme transformée affine de la
var. X* Eneffet : X =0 X*+m (X =aX*+baveca=o0 et b=m).
On en déduit que, pour tout = € R, la densité de probabilité fx vérifie :

@) = & fe ATJ - L Afsv
lal a o o

On reconnait la densité de probabilité de la loi normale de paramétre
(m,o). Ainsi : X* — N (m,0). O
Théoréme 12.

Soit X une v.a.r. telle que X — N (m, o).
Alors, on a :

1) X admet une espérance.

2)| EX)=m (et V(X) = o?)

Démonstration.
Il y a deux maniéres de faire cette démonstration.
+o00
o La maniére directe consiste a étudier \ t fx(t) dt (bon exercice).
—o0
« La seconde maniére est plus élégante. Elle consiste a utiliser le théoréme
X —-m
précédent. Notons X* = ———. On a alors X =0 X* +m.
o

Par la linéarité (faible) de 'espérance, la v.a.r. X* admet une espérance
donnée par : E(X*) =0 E(X)+m=0cx0+m=m.

(de méme, V(X*) = 0?V(X) =0? x 1 = 0?)
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Démonstration.

Pour faire cette démonstration, on se place dans le cadre restreint : on
suppose que Fx est C! sur R tout entier et que fx = "% sur R. Ainsi la
densité fx est supposée C° sur R.

x
1) Soit x € R. Notons U la fonction définie par U(y) = \ fx(t) dt pour
y

y < 0. On a alors :

o) = [ 0d = [ Boa - (mo]
= Fx@) - Fx) o Fx()

En effet, lim Fx(y)= 0 par propriété des fonctions de répartition.
y——00

x
On en déduit que \ fx(t) dt est convergente et de valeur :
\ fx(@)dt = Fx(z) = P([X < z])

y
2) Notons V la fonction définie par V(y) = \ fx(t) dt pour y > 0.
0

v = [ etrde = [ R ae = [Fx )

Nﬂkﬁ\vlﬁkﬁov — Hlm‘NAOV

Yy——+o0

En effet, EW Fx(y) = 1 par propriété des fonctions de répartition.
y——+00

+o00
On en déduit que \ fx(t) dt est convergente et de valeur :
0

+o0o
\o \Vmﬁv dt = H|mﬂv~m©v
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I1.4. Loi normale (ou de Laplace-Gauss)

Définition

o On dit qu'une v.a.r. X suit la loi normale (ou loi de
Laplace-Gauss) de paramétre (m,o) (avec m € Ret o > 0) si:

a) | X(Q) =] = o0, +oo|

b) X admet pour densité la fonction fx définie par :

fx R = R
H_, 1(z=m)?2
o —— e 25"

o V2r

« On utilisera la notation X < N (m, o) pour signifier que X suit la
loi normale de parameétre (m, o).

Remarque

« L’expression de fx est proche de celle de ¢ : on obtient fx(x) en appli-
quant & = un transformation affine (& multiplication par w pres). Plus
précisément, notons t : R — R la fonction définie par

T—m

Ve eR, t(z) =
o

On a alors : Vo € R, fx(z) = W o(t(x)).

o On peut se servir de cette propriété pour déduire les propriétés de fx
de celle de . Par exemple, on peut vérifier que fx est bien une densité
de probabilité :

1) fx est CY sur R comme composée de deux fonctions C? sur R
2) VxeR, fx(z) =0

D [ e [T Loty ar=1 [ rotw) au

a

Q-
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Remarque

o Ce théoréme illustre I'intérét des v.a.r. a densité : on obtient la valeur de
la fonction de répartition Fx et donc la loi de X sous forme d’un calcul
d’intégrales (éventuellement impropres).

« Nous avons obtenu des résultats analogues dans le chapitre précédent.

Cas discret
(v.a.r. discréte)

Cas continu
(v.a.r. a densité)

Px<y) | T PEX=a) [ mwa
z<b
b
P(la < X < b)) > P(X =2z fx(t) dt
(avec a < b) HQMM.MMV \p )

P(la < X <H)
(avec a < b)

Fx (b) = Fx(a) + P([X = d])

Fx(b) — Fx(a)

S R(X=a)=1

zeX(Q)

“+oo
fx(t)dt=1

Régularité de
Fx

En tout point x € R :
o Fx continue a droite en

o IF'x admet une limite finie
a gauche en x

Fx continue sur R

ECE1-B

2015-2016

Table de la loi normale centrée réduite.
On utilise parfois (notamment en statistiques), des tables contenant les va-
leurs caractéristiques de certaines lois usuelles. La table ci-dessous contient

les valeurs de @, fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

u

t
1
() =P([X <t]) = —= ¢ 2du
R -
t 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 0.7831 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 | 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 1 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 | 0.9772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 | 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 | 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 | 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 | 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 | 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 | 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 |1 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 | 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986

Fig. 1 Table de la loi normale A (0, 1)
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Exemple
On définit une fonction f sur R par :

0 siz < —1
. 1+zx si —1<2<0
F@=91_7 so<z<1
0 sil<x

a. Montrer que f est une densité de probabilité et tracer son graphe.

b. Soit X une variable aléatoire de densité f. Expliciter Fx.

c. Caleuler P AT > WC ot P Q_x < WC

Démonstration.
a. D’aprés le théoréme précédent, il s’agit de démontrer que f vérifie trois
propriétés.
1. f est CO sur R\ {~1,0,1}. En fait, f est méme continue sur R
puisque : lim f(z)=0= lim = f(-1).

z——1" z——1*t
(et égalités analogues en O et 1)

2. Vz € R, f(z) > 0. Par exemple, si z € [-1,0[, alors 0 < 1+ < 1
et donc f(z) > 0siz e [-1,0[.

0
3. Notons U(y) = \ pour y < —1. On a alors :
y

\@o £t dt = \@L £ &+\M () dt
_ \lo_ £) dt = \M (14+1) dt = TLLB

- (55 -5 =

0
1
On en déduit que \ f(t) dt converge et vaut 5 On démontre de
—00

N =

1

+oo
méme que \ f(t) dt converge et vaut 7 En effet :
0

ECE1-B 2015-2016
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Représentation graphique.
On considére une v.a.r. X telle que X — A (0, 1).

« Représentation graphique de la densité .

0

« Représentation graphique de la fonction de répartition .
® n’admet pas d’expression « simple ». On représente donc graphique-
ment ®(z) comme aire sous la courbe de ¢ entre —co et .
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c. Il y a deux maniéres de rédiger cette question :

.a@kvﬁvuﬁg \S&HNH cLZI\Wg 0 dt

2 2

On peut aussi utiliser I'une ou 'autre de ces rédactions pour la question
suivante :

.a@kmﬁv|@2wmxm$v| WEV&HN WEV&

1
3
par parité. OH“\ (1—1¢t)dt= _Hw
0
<

.a@kmen@A ok

12
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I1.3. Loi normale centrée réduite

Définition

e On dit qu'une v.a.r. X suit la loi normale centrée réduite si :

a) | X(Q) =] = o0, +oo|

b) X admet pour densité la fonction ¢ définie par :

v R — R
1 A

xT
e 2

N

T =

N

« On utilisera la notation X < N (0,1) pour signifier que X suit la loi
normale centrée réduite.

Remarque

« On peut vérifier que ¢ est bien une densité de probabilité :
1) ¢ est continue sur R
2) Vx eR, p(x) =0

3) \\+8 o(t) dt =1 (Admis).

« La fonction ¢ est paire. Son graphe sera donc symétrique par rapport a
I’axe des ordonnées.

« La fonction de répartition associée a la loi normale centrée réduite n’ad-
met pas d’expression « simple ». On la note ®.

® R — Rt
[ Lota
T e 2
—0o V2T
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Déterminons une densité de Y.

1 — 1 —
1) Sia >0, m_onnﬂ\@vaﬁw Aa @v =-fx Aa @v

a

a

1 — 1 -
2) Sia <0, alors : Fj,(z) = - F Aa @v =—— fx A& @v

. 1 r—0b
On en conclut qu'une densité de Y est donnée par : x — j fx A v
a

Remarque

« Peut-on généraliser cette propriété : si X et Y sont des variables & den-
sité, la v.a.r. X 4+ Y est-elle a densité?

NON ! on peut par exemple considérer :
x une v.a.r. X suivant une loi uniforme sur [0, 1] (définition & suivre),
x et la v.ar. Y donnée par Y =1 — X.

Alors X +Y =1, ce qui montre que X () = {1}.
Ainsi, X +Y n’admet pas de densité en tant que v.a.r. discréte (finie).

« L’ensemble des v.a.r. & densité n’est donc pas stable par addition.
De ce fait, ce n’est pas un espace vectoriel.

ECE1-B 2015-2016
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Théoréme 9.
Soit X une v.a.r. a densité.

X suit une loi exponentielle si et seulement si :

1) | X(Q)=R"

2) V(s,t) € RT x RT, Prxsg([X > s +t]) = P([X > 1])

(on dit que la loi exponentielle est sans mémoire)

3) Vs € RT, P([X > s]) #0

Démonstration.
(=) S’il existe a > 0 tel que X — & («) alors :
1) X(Q) =R™* (par définition),
P([X >s]N[X >s+t]) PX>s+t])

2) Pixsg (X > s +1]) = P(X > o)) T B(X > )

En effet, [X > s+t C[X >s].Orona:
P(X >s])=1-P([X <s])=1—-Fx(s) = 1—(1—e*)

—Qs

= e
@\Qﬁrﬁlv
Ainsi : Pixsg([X > s+ 1]) = ——— = e =P([X > t]).

@lgm
3) SiseRT, P([X > s]) =e™* > 0.
(<) Ce résultat plus compliqué nécessite de savoir résoudre une équation
fonctionnelle. Plus précisément, si G est une fonction G : Rt — R*, on a :

. V(s,t) € (RT)2, G(s +t) = G(s) G(t)
« G(1) #0 _, JaeRT,

+ _ ot
o G est décroissante sur Rt VteRT, G(t) =e

En notant G : RT™ — R la fonction définie par G(t) = P([X > t]) (pour
t € R"), on démontre que G vérifie les propriétés ci-dessus et ainsi que :

Fx(t)=P(X<t])=1-P(X>t])=1-G(t)=1—e
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1.4. Espérance d’une v.a.r. a densité
Définition
Soit X une v.a.r. de densité fx.

+o0
o On dit que X admet une espérance E(X) si Uintégrale \ z fx(x) dx
—0o0
est absolument convergente.

+o00
o Dans ce cas,| E(X) H\ z fx(z) dzx

—0o0

Remarque

o Il faut bien comprendre que, méme si la notation est la méme que pré-
cédemment (E(X)), nous venons de définir un nouvel opérateur qui agit
sur les v.a.r. & densité et plus sur les v.a.r. discrétes.

« Il n’y a donc pas de raison pour que les propriétés classiques de 'opéra-
teur espérance des v.a.r. discrétes soient vérifiées pour 'opérateur espé-
rance des v.a.r. a densité.

« Une propriété aussi simple que la linéarité et notamment ’égalité :
E(X+Y)=E(X)+EY)

est problématique. En effet, on a vu que méme si X et Y sont a densité,
X +Y nel’est pas forcément. Il faut donc se demander ce que représente
les différents symboles E de cette égalité . ..

« En fait, il existe une théorie permettant d’unifier sous une méme écriture
le cas discret et le cas continu. Toutefois, c’est hors de notre portée et
nous n’en dirons donc pas plus.

ECE1-B 2015-2016
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I1.2. Loi exponentielle

Définition

e On dit qu'une v.a.r. X suit la loi exponentielle de paramétre «
(avec a > 0) si :

a) | X(Q) =10, +o0

b) X admet pour densité la fonction f définie par :

f IR — R
ae ™ sige|0,+o00]
T
0 sinon

« On utilisera la notation X < &£ («) pour signifier que X suit la loi
exponentielle de paramétre a.

Remarque

o On vérifie aisément que f est bien une densité de probabilité :
1) f est continue sur | — oo, 0[ U ]0, +00]
2) Vx eR, f(z) =0

+o00 +oo
3) \ f@) dt = \ f(t) dt converge. En effet, siy >0 :
o0 0

y Y y _e—at 1Y
\ f() de \ ae dt = Q\ e dt = o ﬁ%
0 0 0 a o

= e Wiel= %41 — 1
Yy—r+oo

+oo
Obmbmwmc;” \ \S&HH.

—0o0

33
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Exemple
Soit X une variable aléatoire de densité f donnée dans ’exemple précédent.
Démontrons que X admet une espérance.

0 -1 0
1) mZ\MIﬁocsoﬂmQ@VH\ ﬁ\S&H\\\é.T\ t(1+
y —1
t

t) d
0
Onadonc: lim U(y) = \ t (1+41t) dt, limite finie comme intégrale
Yy—>—00 1
d’une fonction continue sur un segment.

@mH@HOESOﬁma\AV \ w\v@v &I\H HXC\S&Lv ! &
D o

Yy——+00
d’une fonction continue sur un segment.

1
Onadonc: lim V(y) = \ t (1—t) dt, limite finie comme intégrale
0

On en déduit que X admet une espérance. De plus, on a :

E(X) \+8:S&|\MiHiV&Jr\oHiTs&

0 1
\ Au QI:X\&S._.\ t(1—¢)dt
1 0

_ |\OH iT:v&I\M E(L—t)dt=0

Ainsi : E(X) = 0.
(note : la densité f considérée ici est paire ; le calcul effectué tire partie du
caractére impaire de la fonction t — t f(t))
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Théoréme 7.
Soit X une v.a.r. telle que X — U([a,b]) (a <b).

Alors, on a :
1) X admet une espérance.
b
2) | E(x)= 2T
2
Démonstration.

+o0o
\ tf(t) dt converge comme intégrale sur le segment [a, b] de la restric-

tion sur [a, b] de la fonction ¢ — ¢f(t), continue sur [a,b]. En effet :

+oo +o00o
\ t () dt = §+\ t () dt + ?) dt

b b 2
t 1 1 t
Ja @I@&\@Ia\n N&\@Ia ﬁwﬁ

B W@MIQMIW@\.\@MQTT@V _a+b
2 b—a 2 b—=a 2
s . a+b
On en déduit que X admet une espérance et que E(X) = 5 O

Cas particulier de la loi uniforme sur [0, 1]

En Scilab, lopérateur rand permet de simuler la loi U([0,1]). Comme
on 'a vu en TP, cette fonction rand permet aussi la simulation des lois
uniformes sur [a, b]. Il suffit pour ce faire d’effectuer une simple transfor-
mation affine. Le résultat mathématique correspondant est le suivant.

Soit (a,b) € R? et a < b. Soit X une v.a.r. a densité.
Notons Y =a+ (b—a)X

X ou(o1]) < Y U(ab)

31
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Proposition 2.
Soit X une v.a.r. & densité f admettant une espérance.

Soit (a,b) € R? tels que a # 0.
1) Lav.a.r. Y =aX+b est une v.a.r.

2)| E(aX+b)=aEX)+0b

a densité et admet une espérance.

Démonstration.
Pour améliorer la lisibilité de la démonstration, on choisit a >

donc |a| = a (le cas a < 0 se traite de maniére analogue).

0. On aura

1) On a déja démontré que si X a UOE densité f m:oﬂm Y =aX +best

une v.a.r. a densité et fy(z) = — fx A& — @V - fx AH — @v

_3
+o0
t fy(t) dt est absolu-

Il s’agit donc de démontrer que l'intégrale \

—00

ment convergente.
0

e siy <0, notons U(y) = \ t fy(t) dt. On a alors :
y

b

0 - ~a
) = g [ e (550) de = 5 [ @) st wan
Y

a

b

= @N\Hm u fx(u) du + @N?M fx(u) du

a

b _b
a

N Q\Mg u fx(u) du + @\é Fx(w) du

Y——00

Qo

Or l'intégrale \ u fx(u) du est convergente car, par hypothése, X
—00

2o

fx(u) du est aussi conver-

admet une espérance. D’autre part, \
—00
0

gente (c’est Fx(— vv Ainsi, \ t fy(t) dt est convergente.

—00
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II. Lois & densité usuelles
I1.1. Loi uniforme sur un intervalle réel

Définition

« On dit qu’une v.a.r. X suit la loi uniforme sur [a,b] (pour a et b

deux réels tels que a < b) si :

a) | X(Q)= ?“S

b) X admet pour densité la fonction f définie par :

f IR = R
1
b si x € [a, b]
Tr -
0 sinon

o On utilisera la notation X — U([a, b]) pour signifier que X suit la loi

uniforme sur [a, b].

Remarque
o On vérifie aisément que f est bien une densité de probabilité :

1) f est continue sur | — oo, a[ U Ja, b U |b, +00[
2) Vz € R, f(z) >
+o00
3) \ ) dt converge en tant qu’intégrale sur le segment [a, b] de

la fonction \:@ p continue sur [a,b]. En effet :

\éo f(t) d §+\ f(@) &+§

—00

1 b—a

a

29
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Remarque Remarque

« On peut penser cette propriété comme une version faible de la propriété o Le théoréme 5 peut étre vu comme un cas particulier du théoréme de
de linéarité. transfert en prenant application g : x — (z — E(X))2.

o La propriété de linéarité existe mais demande le cadre de la théorie Théoréme 6. Formule de Kenig-Huygens

unificatrice citée précédemment. Soit X une v.a.r. o densité

Définition Variable centrée On suppose que X admet une espérance E(X).

Soit X une v.a.r. & densité. La v.a.r. X admet o La v.a.r. X admet un
o On dit que la variable X est une variable centrée si : une variance moment d’ordre 2
1) X admet une espérance, Et dans ce cas :
2) E(X) = 0. V(X) = E(X?) — (E(X))?

o Si X admet une espérance, alors la v.a.r. X —E(X) est centrée. Elle est
appelée v.a.r. centrée associée a X.

Démonstration.
La v.a.r. X admet une variance

SSI lav.ar. Y = X — E(X) admet un moment d’ordre 2

Remarque
IT
o Soit X une v.a.r. & densité admettant une espérance. Alors on a : SSI \ h (x —E(X))* fx(x) da est absolument convergente
1) la viar. X — E(X) est une v.a.r. a densité et admet une densité \%o
(¢f Proposition 2). SsI \ (z —E(X))? fx(z) de admet une limite quand s — —oo
2) d’aprés cette méme proposition, la v.aar. YV = X —E(X) (Y = s
aX +baveca=1etb=—E(X)) admet pour espérance : E(Y) = et \ (z —E(X))? fx(z) dz admet une limite quand ¢ — +oc.
E(X —E(X))=E(X)-E(X)=0. 0
P R . . t
« Ce type d’opération est & comprendre comme un opérateur de normali- On note alors U(s, t) = \ (z — ﬁ@mvvw fx(z) dz et on remarque que :
sation. Pour démontrer certains résultats, il est utile de se placer dans le ) ) s ) .
cas ou la v.a.r. X est centrée. On ne peut supposer, en toute généralité, (z —E(X))" = 2* = 2E(X)z + (E(X))*. On en déduit :
qu’une v.a.r. est centrée. Par contre, on peut montrer le résultat sur la t ) )
v.a.r. centrée Y = X — E(X) puis en déduire un résultat analogue sur U(s,t) = \ (z° = 2E(X)z + (E(X))") fx(z) dz
X. )

= \ 2% fx(z) &&.T\ —2E(X)z fx(x) &&._.\ (E(X))?* fx(z) dx

_ \“ 2 fx(x) do — 2E(X) \N z fx(x) %imgm\ Fx(@) da
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Définition
Soit X une v.a.r. a densité.

o Sila v.ar. X admet une espérance E(X) et que la var. (X — E(X))
admet un moment d’ordre 2, on dit que X admet une variance, notée

V(X) :

V(X) = ma(X — E(X)) = E(X ~ E(X))?)

« Sous ces hypothéses on appelle écart-type et on note| o(X) = /V(X)

Remarque

o Si X est une v.a.r. a densité alors Y = X —E(X) est une v.a.r. de densité
fy iz fx(z +E(X)) (¢f transformation affine). De méme, Z = Y?
est une v.a.r. & densité (¢f transformation polynomiale). Ainsi, SI X
ADMET UNE VARIANCE, I'opérateur espérance évoqué dans cette définition
est 'opérateur sur les v.a.r. a densité et on a :

+0oo “+oo
V(X) = E(Y?) = E(Z) = \ z fz(x) dz = \o x fz(x) dx

—0
puisque fz(z) =0six <0 (¢f transformation polynomiale).

« On remarque au passage que 1’écart-type bien défini puisque, si X admet
une variance, V(X) > 0. En effet, \+oo z fz(xz)dxr > Ocar fz est une
densité et est donc positive et que How 0 sur l'intervalle d’intégration.

o La variance d'une v.a.r. X consiste en le calcul du moment d’ordre 2 de
la variable Y = X —E(X). Cette v.a.r. est centrée. De ce fait, V(X) est
défini comme le moment centré d’ordre 2 de la v.a.r. X.

o La variance (comme 1’écart-type) est une mesure moyenne de 1’écart
existant entre X et E(X).

» Mais alors, pourquoi mesure-t-on le moment centré d’ordre 2 (=
moyenne du carré de 'écart entre X et E(X)) et pas simplement
le moment centré d’ordre 1 (= moyenne de 'écart entre X et E(X))?

24
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w  Tout simplement parce que l'espérance de la v.ar. Y = X —E(X), si
elle existe, est nulle (v.a.r. centrée). Le moment centré d’ordre 1 ne
nous fournit donc pas d’information sur la moyenne de 1’écart entre
X et E(X).

Théoréme 5.
Soit X une v.a.r. a densité fx.

On suppose que X admet une variance. Alors :

v = [ B0 e e

—00

Démonstration.
Notons Y = X —E(X) et Z = Y2 = (X — E(X))% On a vu dans la
remarque précédente que si une v.a.r. a densité X admet une variance,
celle-ci s’écrit :

V(X) = \o+oo x fz(x) dz AH lim ’ x fz(x) &&v

S$—+00 0

S
Considérons alors la quantité U(s) = \ x fz(z) dx. On a alors :
0

U(s)

\OM x fz(x) dz

s
_ \o v 5s (Vi) + fr(=Va) do

M s

5 [ VE o)+ (V) da
0

On effectue alors le changement de variable suivant.

H
e u=+/z donc &QHQQ& et dr=2udu
e Siz=0 alors u=+/0=0

e« Siz=3s alors u=+/s
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