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et
Im

f
6=

?
:
f
( �!0

E
)

=
�!0

F
donc �!0

F
2

Im
f.

•
Si

�
2

R
et

( �!y
1 , �!y

2 )2
(Im

f
)
2,

alors
il

existe
( �!x

1 , �!x
2 )2

E
2

tel
que

y
1

=
f
( �!x

1 )
et

y
2

=
f
( �!x

2 ).A
lors �!y

1
+

�
· �!y

2 2
Im

f
car

:
�!y

1
+

�
· �!y

2
=

f
( �!x

1 )
+

�
·f

( �!x
2 )

=
f
( �!x

1
+

�
·f

( �!x
2 )).

E
xem

p
le

R
eprenons

l’exem
ple

fondam
ental.

•
Soit

M
2

M
p
,n

(R
)

et
f

:
M

n
,1 (R

)
!

M
p
,1 (R

)
X

7!
M

X
.

A
lors

Im
f

=
{Y

2
M

p
,1 (R

)|9
X

2
M

n
,1 (R

),
Y

=
M

X
}.A

insi,
Im

f
est

l’ensem
ble

des
seconds

m
em

bres
Y

tels
que

le
systèm

e
M

X
=

Y
adm

et
une

solution.

•
Ilfaut

savoir
reconnaître

les
ensem

bles
écrits

com
m

e
des

im
ages.

P
ar

exem
ple,

F
=

{
✓

3
x

+
2
y

x
+

2
y

+
z

◆
2

M
2
,1 (R

)
|
0@

xyz

1A
2

M
3
,1 (R

)}
=

Im
f

où
l’application

linéaire
f

est
définie

par
:

f
:

M
3
,1 (R

)
!

M
2
,1 (R

)
0@

xyz

1A
7!

✓
3
x

+
2
y

x
+

2
y

+
z

◆
=
✓

3
2

0
1

2
1

◆
0@

xyz

1A
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D
ém

onstration.

1)
()

)
Soit

(�
,µ

)2
R

2
et

( �!x
, �!y

)2
F

2.C
om

m
e

F
est

stable
par

la
loi

·,on
a
�

· �!x
2

F
et

µ
· �!y

2
F

.C
om

m
e

F
est

stable
par

la
loi

+
,on

a
�

· �!x
+

µ
· �!y

2
F

.
((

)
La

propriété
étant

vraie
pour

tout
couple

(�
,µ

)
elle

l’est
pour

�
=

µ
=

1,
ce

qui
m

ontre
la

stabilité
de

F
par

la
loi

+
.
E

n
prenant

seulem
ent

µ
=

0,on
prouve

que
F

est
stable

pour
la

loi·
2)

D
ém

onstration
sim

ilaire.

P
rop

osition
3.

Soit
E

un
R

-espace
vectoriel.

F
sous-espace

vectorielde
E

)
F

est
un

espace
vectoriel

D
ém

onstration.
+

est
une

loide
com

position
interne

pour
F

(par
stabilité).

·est
une

loide
com

position
externe

pour
F

(par
stabilité).

D
e

plus,
ces

deux
lois

vérifient
les

axiom
es

des
espaces

vectoriels
puis-

qu’elles
font

déjà
de

E
un

espace
vectoriel.

E
xem

p
le

•
Si

E
est

un
ev,{ �!0

E }
et

E
sont

des
sev

de
E

.

•
L’ensem

ble
des

fonctions
de

R
dans

R
,
noté

F
(R

,R
),

est
un

R
-espace

vectoriel
(pour

le
dém

ontrer
:
m

ontrer
que

tous
les

axiom
es

sont
véri-

fiés).
L’ensem

ble
des

fonctions
réelles

bornées
/

polynôm
es

/
paires

sont
des

sous-espaces
vectoriels

deF
(R

,R
)

et
sont

donc
eux-m

êm
es

des
espaces

vectoriels.

•
{
0@

x
1

x
2

x
3 1A

2
M

3
,1 (R

)|
3x

1
+

2
x

2 �
x

1
=

0}
est

un
sev

de
M

3
,1 (R

).
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O
n

pe
ut

éc
ri

re
ce

no
ya

u
co

m
m

e
es

pa
ce

ve
ct

or
ie

le
ng

en
dr

é
pa

r
un

e
pa

r-
ti

e. K
er

f
=

{0 @
2
y y �
y

1 A
|y

2
R

}
=

{y
0 @

2 1 �
1

1 A
|y

2
R

}
=

V
ec

t

 
0 @

2 1 1

1 A
!

•
L’

en
se

m
bl

e
F

=
{0 @

x
1

x
2

x
3

1 A
2

M
3
,1
(R

)
|3

x
1
+

2
x

2
�

x
3

=
0}

es
t

un
ev

.

E
n

eff
et

,c
’e

st
le

no
ya

u
de

l’a
pp

lic
at

io
n

lin
éa

ir
e

f
:

M
3
,1
(R

)
!

R
0 @

x
1

x
2

x
3

1 A
7!

3x
1
+

2
x

2
�

x
3

=
�

3
2

�
1
�
0 @

x
1

x
2

x
3

1 A

O
n

pe
ut

éc
ri

re
ce

no
ya

u
co

m
m

e
es

pa
ce

ve
ct

or
ie

le
ng

en
dr

é
pa

r
un

e
pa

r-
ti

e. F
=

{0 @
x

1

x
2

3
x

1
+

2
x

2

1 A
2

M
3
,1
(R

)}

=
{x

1

0 @
1 0 3

1 A
+

x
2

0 @
0 1 2

1 A
|(

x
1
,x

2
)
2

R
2
}

=
V
ec

t

 
0 @

1 0 3

1 A
,

0 @
0 1 2

1 A
!

T
h
éo

rè
m

e
4.

So
ie

nt
E

et
F

de
ux

es
pa

ce
s

ve
ct

or
ie

ls
et

so
it

f
2

L
(E

,F
).

f
in

je
ct

iv
e

,
K

er
f

=
{�! 0 E

}

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
()

)
C

om
m

e
f

lin
éa

ir
e,

f
(�! 0 E

)
=

�! 0
F
.C

om
m

e
f

es
t

in
je

ct
iv

e,
s’

il
ex

is
te

un
au

tr
e

ve
ct

eu
r

f
(�! x

)
te

lq
ue

f
(�! x

)
=

�! 0
F
,c

’e
st

qu
e
�! x

=
�! 0 E

.

((
)
So

it
(�! x

,�! y
)
2

E
2

te
lq

ue
f
(�! x

)
=

f
(�! y

).
O

n
a

al
or

s
:f

(�! x
)�

f
(�! y

)
=

�! 0 F
,c

e
qu

is
’é

cr
it

f
(�! x

�
�! y

)
=

�! 0 F
.A

in
si

,�! x
�
�! y

2
K

er
f
,d

’o
ù
�! x

�
�! y

=
�! 0

E

et
�! x

=
�! y

.
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M
on

tr
er

qu
’u

n
en

se
m

b
le

F
es

t
u
n

es
p
ac

e
ve

ct
or

ie
l

A
fin

de
m

on
tr

er
qu

e
F

es
t

un
ev

,i
le

xi
st

e
de

ux
gr

an
de

s
m

ét
ho

de
s.

1)
V

ér
ifi

er
to

us
le

s
ax

io
m

es
d’

es
pa

ce
ve

ct
or

ie
l:

pl
ut

ôt
lo

ng
et

pé
ni

bl
e.

2)
M

on
tr

er
qu

e
F

es
t

en
fa

it
un

se
v

d’
un

ev
E

:p
lu

s
si

m
pl

e
et

ra
pi

de
!

O
n

do
it

al
or

s
dé

m
on

tr
er

qu
e

:

(i
)

F
✓

E

(i
i)

F
6=

?
:o

n
m

on
tr

e
gé

né
ra

le
m

en
t

qu
e
�! 0 E

2
F

(i
ii
)

Si
(�! x

,�! y
)
2

F
2
,

�! x
+

�! y
2

F

(i
v)

Si
�
2

R
et

�! x
2

F
,

�
·�! x

2
F

É
ta

nt
do

nn
ée

la
pr

op
ri

ét
é

pr
éc

éd
en

te
,l

es
po

in
ts

(i
ii

)
et

(i
v
)

pe
uv

en
t

êt
re

re
m

pl
ac

és
pa

r
la

pr
op

ri
ét

é
éq

ui
va

le
nt

e
:

(i
ii
)

Si
�
2

R
et

(�! x
,�! y

)
2

F
2
,

�
·�! x

+
�! y

2
F

Il
lu

st
ra

ti
on

su
r

u
n

ex
em

p
le

(f
on

d
am

en
ta

l!
)

•
M

on
tr

er
qu

e
{0 @

x
1

x
2

x
3

1 A
2

M
3
,1
(R

)
|3

x
1
+

2
x

2
�

x
1

=
0}

es
t

un
ev

.

•
G

én
ér

al
is

at
io

n.
So

it
n
2

N
et

so
it

M
2

M
p
,n

(R
).

O
n

co
ns

id
èr

e
:

F
=

{X
2

M
n
,1
(R

)
|M

X
=

0}

M
on

tr
on

s
qu

e
l’e

ns
em

bl
e

F
es

t
un

se
v

de
M

n
,1
(R

)
(e

t
do

nc
un

ev
).

(i
)

F
✓

E
.

(i
i)

F
es

t
no

n
vi

de
:

en
eff

et
le

ve
ct

eu
r

nu
l

de
M

n
,1
(R

)
es

t
un

e
so

lu
ti

on
du

sy
st

èm
e

M
X

=
0.

(i
ii
)

Si
X

1
et

X
2

so
nt

de
ux

so
lu

ti
on

s
du

sy
st

èm
es

,a
lo

rs
X

1
+

X
2

es
t

au
ss

is
ol

ut
io

n
du

sy
st

èm
e

ca
r
M

(X
1
+

X
2
)

=
M

X
1
+

M
X

2
=

0.

(i
v)

Si
�
2

R
et

X
2

M
n
(R

)
so

lu
ti

on
du

sy
st

èm
e

al
or

s
�
X

es
t

un
e

so
lu

ti
on

du
sy

st
èm

e
ca

r
M

(�
X

)
=

�
M

X
=

0.
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III.2.
N

oyau
d
’u

n
e

ap
p
lication

lin
éaire

D
éfi

n
ition

Soient
E

et
F

deux
espaces

vectoriels
et

soit
f
2

L
(E

,F
).

O
n

appelle
n
oyau

d
e

f
et

on
note

K
er

f
l’ensem

ble
:

K
er

f
=

{ �!x
2

E
|
f
( �!x

)
=

�!0
F }

T
h
éorèm

e
3.

Soient
E

et
F

deux
espaces

vectoriels
et

soit
f
2

L
(E

,F
).

A
lors

K
er

f
est

un
sous-espace

vectorielde
E

.

D
ém

onstration.

•
K

er
f
✓

E
(évident)

et
K

er
f
6=

?
:
f
( �!0

E
)

=
�!0

F
donc �!0

E
2

K
er

f,

•
Si

�
2

R
et

( �!x
, �!y

)2
(K

er
f
)
2,alors �!x

+
�

· �!y
2

K
er

f
car

:
f
( �!x

+
�

· �!y
)

=
f
( �!x

)
+

�
·f

( �!y
)

=
�!0

F
+

�
· �!0

F
=

�!0
F
.

E
xem

p
le

R
eprenons

l’exem
ple

fondam
ental.

•
Soit

M
2

M
p
,n

(R
)

et
f

:
M

n
,1 (R

)
!

M
p
,1 (R

)
X

7!
M

X
.

A
lors

K
er

f
=

{X
2

M
n
,1 (R

)|
M

X
=

0}.
A

insi,
K

er
f

est
l’ensem

ble
des

solutions
du

systèm
e

hom
ogène

M
X

=
0.(n

inconnues
et

p
équation)

•
Ilfaut

savoir
reconnaître

les
ensem

bles
représentant

des
noyaux.

P
ar

exem
ple,

F
=

{
0@

xyz

1A
2

M
3
,1 (R

)|
x

=
2y

et
z

=
�

y}
=

K
er

f

où
l’application

linéaire
f

est
définie

par
:

f
:

M
3
,1 (R

)
!

R
2

0@
xyz

1A
7!

✓
x
�

2
y

y
+

z

◆
=
✓

1
�

2
0

0
1

1

◆
0@

xyz

1A
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II.2.
S
ou

s-esp
ace

vectoriel
en

gen
d
ré

p
ar

u
n
e

p
artie

D
éfi

n
ition

Soit
E

un
R

-espace
vectoriel.

Soit
A

une
partie

non
vide

de
E

(A
✓

E
).

•
O

n
appelle

sou
s-esp

ace
vectorielen

gen
d
ré

p
ar

A
eton

note
V

ect
(A

)
l’ensem

ble
des

vecteurs
de

E
quis’écrivent

com
m

e
com

binaison
linéaire

d’élém
ents

de
A

.A
utrem

ent
dit

:

V
ect

(A
)

=
{

pPi=
1
�

i �!a
i |

p
2

N
⇤,(�

1 ,...,�
p )2

R
p,( �!a

1 ,..., �!a
p )2

A
p}

•
Side

plus,
A

=
{ �!a

1 ,..., �!am }
(i.e.

A
fini),

V
ect

(A
)

=
V
ect

( �!a
1 ,..., �!am

)
=

⇢
mPi=

1
�

i �!a
i

|
(�

1 ,...,�
m

)2
R

m

�

(on
note

V
ect

( �!a
1 ,..., �!am

)
en

lieu
et

place
de

V
ect

({ �!a
1 ,..., �!am }))

�
O

n
suppose

seulem
ent

que
A

est
une

partie
non

vide
de

E
.

E
n

au
cu

n
cas

on
n
e

su
p
p
ose

qu
e

A
est

u
n

esp
ace

vectoriel.
V

ect
(A

)
est

le
vectorialisé

de
A

.
P
artant

d’une
partie

A
,
on

lui
ajoute

tous
les

élém
ents

lui
perm

ettant
d’obtenir

une
structure

vectorielle
:

•
pour

tout
a
2

A
,on

ajoute
tous

les
�
a

avec
�
2

R
,

•
une

fois
ces

ajouts
effectués,on

ajoute
toutes

les
som

m
es

finies
d’élém

ents
de

cette
nouvelle

partie.

E
n

som
m

e,
partant

de
A

,
on

ajoute
toutes

les
com

binaisons
li-

néaires
d’élém

ents
de

A
.

O
n

obtient
ainsi

un
espace

vectoriel
:

c’est
V

ect
(A

).
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•
E

xe
m

pl
e

fo
nd

am
en

ta
l.

Si
M

2
M

p
,n

(R
),

al
or

s
:

L’
ap

pl
ic

at
io

n
f

dé
fin

ie
pa

r
f

:
M

n
,1
(R

)
!

M
p
,1
(R

)
X

7!
M

X
es

t
lin

éa
ir

e.

T
h
éo

rè
m

e
2.

So
it

n
et

p
de

ux
en

ti
er

s
na

tu
re

ls
no

n
nu

ls
.

T
ou

te
ap

pl
ic

at
io

n
lin

éa
ir
e

f
de

M
n
,1
(R

)
da

ns
M

p
,1
(R

)
es

t
de

la
fo

rm
e

:

f
:

M
n
,1
(R

)
!

M
p
,1
(R

)
X

7!
M

X

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
N

ot
on

s
B E

=
(�! e

1
,.

..
,�! e

n
)

la
ba

se
ca

no
ni

qu
e

de
E

=
M

n
,1
(R

).
N

ot
on

s
B F

=
(�! f 1

,.
..

,�! f p
)

la
ba

se
ca

no
ni

qu
e

de
F

=
M

p
,1
(R

).

T
ou

t
ve

ct
eu

r
X

=

0 B @
x

1 . . . x
n

1 C A
de

M
n
,1
(R

)
se

dé
co

m
po

se
de

m
an

iè
re

un
iq

ue

su
rl

a
ba

se
B E

:
X

=
x

1
·0 B B B @

1 0 . . . 0

1 C C C A
+

..
.
+

x
n
·0 B B B @

0 . . . 0 1

1 C C C A
=

x
1
·�! e

1
+

..
.
+

x
n
·�! e n

P
ar

ap
pl

ic
at

io
n

de
la

fo
nc

ti
on

f
,l

in
éa

ir
e,

on
ob

ti
en

t
:

f
(X

)
=

x
1
·f

(�! e
1
)
+

..
.

+
x

n
·f

(�! e
n
)

A
in

si
,f

(X
)

ne
dé

pe
nd

qu
e

de
s

va
le

ur
s

de
s

f
(�! e

i
)

:l
’im

ag
e

de
la

fo
nc

ti
on

f
es

t
un

iq
ue

m
en

t
dé

te
rm

in
ée

pa
r

la
va

le
ur

de
f

su
r

le
s

ve
ct

eu
rs

�! e i
.
E

n
fa

it
,
f

pe
ut

s’
éc

ri
re

so
us

la
fo

rm
e

m
at

ri
ci

el
le

f
:
X

7!
M

X
où

M
es

t
la

m
at

ri
ce

ob
te

nu
e

en
co

nc
at

én
an

t
le

s
ve

ct
eu

rs
f
(�! e

i
).

M
=

(
f
(�! e

1
)

,
..

.
,

f
(�! e

n
)

)
q

q

(

0 B @
a

1
1 . . .

a
p
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D
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n
ition

Soit
E

un
espace

vectoriel.
Soit

( �!e
1 ,..., �!e

n
)

une
fam

ille
de

vecteurs
de

E
.

•
La

fam
ille

( �!e
1 ,..., �!e

n
)

est
dite

gén
ératrice

si:

E
=

V
ect

( �!e
1 ,..., �!e

n )

A
utrem

ent
dit,

si
tout

vecteur
de

E
peut

s’écrire
com

m
e

com
binaison

linéaire
de

vecteurs
de

la
fam

ille.

•
La

fam
ille

( �!e
1 ,..., �!e

n
)

est
dite

lib
re

si:

8
(�

1 ,...,�
n
)2

R
n
,

✓
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1
�

i �!e
i

=
�!0

)
�

1
=

···
=

�
n

=
0 ◆

O
n

dira
aussi

que
les

vecteurs
( �!e

1 ,..., �!e
n
)

sont
lin

éairem
ent

in
d
é-

p
en

d
ants

:
aucun

des
�!e

i
ne

peut
s’exprim

er
com

m
e

com
binaison

li-
néaire

(non
triviale)

des
autres

vecteurs.
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rop

osition
6.

Soit
E

un
espace

vectoriel.

La
fam

ille
( �!e

1 ,..., �!e
n
)

de
E

est
une

base
de

E
,

1)
C
’est

une
fam

ille
génératrice.

2)
C
’est

une
fam

ille
libre.
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l’espace
R

3.
T
out

point
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3
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anière
unique
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la

form
e

:
x �!i

+
y �!j

+

z �!k
avec

x
(abscisse),

y
(ordonnée)

et
z

(cote),coordonnées
du

point
P

.
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D

e
m

êm
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R
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,

0BB@
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1CCA
,
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,
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pace
de

dim
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E
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5
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dim

ension
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...

P
rop
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Soit
E
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espace

vectoriel.

B
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( �!e
1 ,..., �!e

n
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n
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de
E

)
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=
V
ect

( �!e
1 ,..., �!e

n )
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ém

onstration.
C
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de
E

,tout
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ent �!x
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décom
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m

anière
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com
m

e
com

binaison
linéaire
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ents
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B
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à
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1 ,..., �!e
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✓
10

◆
,
✓

11

◆
,
✓

01

◆ ◆
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◆
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✓
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◆
,
✓
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◆
◆

n’est

pas
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base
de

E
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