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Définition
Un ensemble non vide E est un espace vectoriel sur R si :

1) F est muni d’une loi + qui vérifie les propriétés suivantes.

a) + est une loi de composition interne
b) V(z,y) € E*, x+y=y+a (commutativité)
c) V(z,y,2) €EE?, 2+ (y+2)= (v +y)+2z (associativité)

d) 30p € Etelque : Vx € E, x+0g =0+ =2  (élément
neutre)

e) Ve B,JyeE, c+y=y+x=0g (y opposé de x)

2) E est muni d’une loi - qui vérifie les propriétés suivantes.

a) - est une loi de composition externe

b) VA, u) EREV(z,y) € E?, XN (z+y)=X-z+A-y
c) VO u) € REV(2,y) € B2, A+p)-z=X-a+p-x
d) VO, pu) eR2 Ve e B, (A\u)-x=X-(u-x)

e) VO, u) ER2Vz € E, l-z=x

Vocabulaire
Soit E un espace vectoriel sur R.

On parle aussi de R-espace vectoriel. A notre niveau, on pourra méme
omettre le R et parler simplement d’espace vectoriel.

Les éléments de E sont appelés vecteurs.

Afin de faire la différence entre réels et vecteurs on note souvent les
vecteurs a I'aide d'une fléche : 7.

— .
L’élément neutre O de E est unigue.
On pourra le noter simplement 0 s’il n’y a pas ambiguité.

Si 7 e E, Vopposé de 7 par + est unique et est noté 7.
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c) & = \/.o|mv =N (Z+(=Z)) =X T+ (=7) et on ajoute I'opposé
de -7 de chaque cot
De méme, T=07= A+ (=N) -7 =27 + (-\)7.
l

d) Supposons \- @ = 0 et A # 0. On aura alors : wg%v
l

~
]
=g
—
g]]
I
o
=
S
sl
I
o
=
I
>|=
o
S
I
=
S|

Illustration sur un exemple.
Pour comprendre plus facilement ce que représentent ces propriétés, traduisons-
les sur I'exemple simple de E = .#31(R).

_ 0
Notons tout d’abord que : 0O = [ 0
0
0 0
a) \- (0] =10
0 0
Tl 0
b) 0- | xo =10
T3 0
- 1 1
n& y . —I3 = A|>v . T2 = — vf . T2
—x3 3 x3
X1 0 X1 0
d) N [z] =10 = A=00U [z | =|{0
z3 0 x3 0
Définition
Soit E un R-espace vectoriel et m € N*.
Soit (4], ..., un) une famille de vecteurs de E.

« Un vecteur ¥ € E est une combinaison linéaire des vecteurs sﬂv ey :|Sv

s’il existe (A1,..., Am) € R™ tel que

7 V= MUt 4 Ab + -+ Al

ECE1-B 2015-2016

Remarque
On a déja utilisé cette propriété sans la citer. En effet, si 'on considére
de nouveau ’application linéaire f :

.\ : &whﬁwv — &w,;%v

x

y s 3T+ 2y _
% T+ 2y+ 2

Alors Im f s’écrit sous la forme :
3 2 0
w(3) +u(3) +=(0) I@wer?

e (1) ().

I
1
Vect | f 0
0

Im f

~
oo =
~
= o o

II1.4. Conclusion : montrer qu’un ensemble F est un ev

Nous pouvons maintenant compléter notre liste de méthodes permet-

tant de montrer qu'un ensemble F' est un espace vectoriel.

1) Revenir a la définition et vérifier tous les axiomes.
Long et pénible — a éviter.

2) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel F' d'un ev E.
Méthode classique (fonctionne toujours!) a connaitre absolument.

8) Montrer que F s'écrit sous la forme : F = Vect @i, . . ., @.
Plus élégant et rapide.

4) Montrer que F' s’écrit sous la forme : F = Ker f
ou f est une application linéaire.
Plus élégant et rapide.

5) Montrer que F' s’écrit sous la forme : F' = Im f
ou f est une application linéaire.
Tout aussi €légant et rapide.

25
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Démonstration.

1) (=) Soit (A, p) € R? et (77, 7) € F2. Comme F est stable par la loi
Lonal-T eFet t.% € F. Comme F est stable par la loi +, on
a7+ e Yy eF.

(<) La propriété étant vraie pour tout couple (A, u) elle I'est pour
A = =1, ce qui montre la stabilité de F' par la loi +. En prenant
seulement p = 0, on prouve que F' est stable pour la loi -

2) Démonstration similaire.

Proposition 3.
Soit E un R-espace vectoriel.

F sous-espace vectoriel de E = F est un espace vectoriel

Démonstration.

+ est une loi de composition interne pour F (par stabilité).

- est une loi de composition externe pour F (par stabilité).

De plus, ces deux lois vérifient les axiomes des espaces vectoriels puis-
qu’elles font déja de E un espace vectoriel. O

Exemple
. —
o Si F est un ev, {Og} et E sont des sev de E.

« L’ensemble des fonctions de R dans R, noté F(R,R), est un R-espace
vectoriel (pour le démontrer : montrer que tous les axiomes sont véri-
fiés).

L’ensemble des fonctions réelles bornées / polynémes / paires sont des
sous-espaces vectoriels de F(R, R) et sont donc eux-mémes des espaces
vectoriels.

x1

o {| 2| € #5,1(R) | 3z1 +2x2 — 21 = 0} est un sev de 453 (R).

ECE1-B 2015-2016

II1.3. Image d’une application linéaire

Définition
Soient E et F' deux espaces vectoriels et soit f € Z(E, F).
On appelle image de f et on note Im f I'ensemble :

Taxnﬁ%mw_m%mméniwx 7

Théoréme 5.
Soient E et F deux espaces vectoriels et soit f € Z(E,F).
Alors Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration.

o Im f C F (évident) et Im f # & : \ﬁﬂmv Holﬁv donc oﬂw €Imf.

e SideRet (¥1,72) € (Imf)2, alors il existe (71, Z2) € E? tel que
y1 = f(T1) et ys = f(3). Alors gl + X -5 € Im [ car :
TN = f(T) XA f(T2) = (@1 + A f(T)). O

Exemple
Reprenons 'exemple fondamental.

) \ : .&:LA%V — &,HA%V
o Soit M € M, (R) et X - MX

AlorsIm f ={Y € #, 1 (R) | 3X € #,1(R), Y = MX}. Ainsi, Im f
est I’ensemble des seconds membres Y tels que le systtme M X =Y
admet une solution.

« Il faut savoir reconnaitre les ensembles écrits comme des images.
x

Par exemple, F = { Aawﬂmm.\w.wwv € Mi(R)| |y | € #:1(R)} =
z

Im f ou 'application linéaire f est définie par :
[ s i (R) — Mo (R)

* . 3z+2 \ _ /3 20 *
w r+2y+ =z 1 21 Y

z

23
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I1.2. Sous-espace vectoriel engendré par une partie
Définition

Soit E un R-espace vectoriel.

Soit A une partie non vide de E (A C E).

« On appelle sous-espace vectoriel engendré par A et on note Vect (4)

I’ensemble des vecteurs de E qui s’écrivent comme combinaison linéaire
d’éléments de A. Autrement dit :

p
Vect (4) = {> i@} | pe N, (A1,...,\y) €RP, (ai,...,a,) € AP}
=1

« Side plus, A = {ai,...,an} (i.e. A fini),

<§§|§O:&T;§|A S Nap | Ayr...,ysvm%sW
=1

(on note Vect @i, ..., an) en lieu et place de Vect {ai,... ,am}))

ECE1-B 2015-2016

%W On suppose seulement que A est une partie non vide de FE.

En aucun cas on ne suppose que A est un espace
vectoriel.
Vect (4) est le vectorialisé de A. Partant d’une partie A, on lui
ajoute tous les éléments lui permettant d’obtenir une structure
vectorielle :

« pour tout a € A, on ajoute tous les Aa avec A € R,

« une fois ces ajouts effectués, on ajoute toutes les sommes finies
d’éléments de cette nouvelle partie.

En somme, partant de A, on ajoute toutes les combinaisons li-
néaires d’éléments de A. On obtient ainsi un espace vectoriel :
c’est Vect (4).

I11.2. Noyau d’une application linéaire

Définition
Soient E et F' deux espaces vectoriels et soit f € Z(E, F).
On appelle noyau de f et on note Ker f I'ensemble :

Ker f = {T € E | f(7) = 07}

Théoréme 3.
Soient E et F deux espaces vectoriels et soit f € ZL(E,F).
Alors Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
o Ker f C E (évident) et Ker f # @ : \Aﬂwv = % donc o|vm € Ker f,
e SideRet A%“ %v € (Ker f)?, m_oH.w'%v + XY €Kerf car :

F@+0-7) = F(@) + A f(F) = 0p + A 0p = Op. .

Exemple
Reprenons 'exemple fondamental.

: oo dna(R) — Ay (R)
o Soit M € M, (R) et Y MY

Alors Ker f = {X € #,1(R) | MX = 0}.
Ainsi, Ker f est ’ensemble des solutions du systéme homogéne M X =
0.

(n inconnues et p équation)

« Il faut savoir reconnaitre les ensembles représentant des noyaux.

Par exemple, F = { € M1(R) |z =2yet z=—-y} = Kerf

IS SIS

ou l'application linéaire f est définie par :

.\v : .&wbﬁ%v — R2

T —2y _ (1 =20
= A@+Nleo 1 Hv

IS SIS
IS

21



O “(g) 1997 2 £ 0uop 0 g > v ® uo 7 moj mod hmHHM }/ ewruio))

a2 () e a3 () mod oty =z siory
(V) 199A D L Nos W g 3 v suosoddng (9
() 1997 = ((7) 199A) 199\ dUOp Ad UN 159 (|/) 1997 (¢

"Ad UM 989 7 SIO[R ‘Ad UN 389 () 199\ awWtIod ‘() 190A = /1S (=)

Y = () 100 Uty
' yreuajuod 7 op Ao 13ed snyd of 489 7 sIofe ‘ae un 9o /1§ (<) (¥

“(7) 199, IU8JU0D DUOP 0P 10 (Ad,p UOIYUYIP
Ted) J/ op S)ULWIP,P SOIIRYUI] SUOSIRUIGUIOD SI] S9NOY IIUIO0D J10D
Vv quenjuod mb /7 op Ass Inoj snb snbrewnsr uo ‘snid o( - 30 4 Ied
a1qe)s ‘5 op apIa uou o1Yred aUN 1S90 IRD F SP AdS UN WAL 159 (/) 1997 (&

() 199A D L = p -1 judnqo uo ‘v o 2 ‘1 =Ty ‘1 = d queuaad ug (7
() 199A 2 @ =2 -0 1wnqo uo 'y > p ‘o= Ty ‘T =d jueuard uy (1
“UOUDLISUOULD (T

@PAS F) WA <= g5V (9
‘() 199A = ((7) 199A) 199/ : yuamIuIRIOU ® U() (§
TS 199\ = |/ & A9 UM 1S9 v\i (¥

7 'V yueuejuod 57 op aes 913ad snid of 989 () pum\i (&
)1A DV (&
. H
(7)322A > %0 (1

(# S V) o °p SpTA ot aryred oun 7 310§
‘[PLI0300A 9oedSo-y UN 7 }10G
9jeradoag

0¢

0 .QNVFH = MNSN : B UO ‘UOIIRIOU 99190 D9AR ‘}oJjo UH
udyy 1dp
ulp Tip
I 1
( @ 0 (B2 ) =n

"({2)/ smo300A O] JURUYIEOUOD U ONUIYO DILIYRUL
®[ 180 Jy MO X JN < X © § O[[PIOIIjeul oULIO] e[ SNos oI1109,s jnod [ ‘yrej
Uy "9 sImMo}ooA sof s [ op amofea e[ red sguruiolop juswenbrun 4so [
UOT}OUO] ] Op 9FeWL,] : QNVM sop simofea sop anb puadgp ou () ‘sury

(12)f -t o+ () = ()

: Juerqo uo ‘earegur] ‘f uorouoj el op uoryestjdde req

1 0
0 : .
ﬁ.:&._. .llm;a = | U4 + 0 lx = x  dgoeseqelans
0 T
Y
anbrun a1gruewr ap asoduwodgp as () 14y~ op m = X IN9309A NQ]T,
Tz
(W) Viy = o op onbruoueo oseq ey (4f -+ ‘1f) = dg suojoN
. . S
‘(M) T4y = i op anbruoued aseq e @W T AWV = dg suojoN
“UOUDLISUOU (]

XN X
'y~ @Y% | f

s owtof ] ap 359 ()9 suvp (M) U%y ap [ auwpuy) uoyvoyddp a3nog,

%Nﬁﬁ\ uou %NQL\\SSQ S491JUI H:@Mww d 72 U EQ%
'g OWIRIOQYT,

9102-G10¢ d-TdDH

XN — X
“9IIRQUI] )50 . w Ted otugo uorjeordde,
D )ity e gy | g R S monmaddnd
s s1ofe ‘(M) “Yp 3 v 1 Terusurepuoj o[dwoxy] o
9T02-S10¢ qd-TdDH



ECE1-B 2015-2016

Exemple
o« Si A= AdvT on a Vect (4) = A = AdJ

« SiA={d} avec @ # T alors Vect (A ={\d | e R}.
On notera simplement Vect (@) au lieu de Vect ({(@'}).

. SiA={d, vwm/\oo%mmdv@alvmm@vm_oﬂmobm”
Veot (4) = {A@ + 8D | (A B) € R2).

On notera simplement Vect AMV, va au lieu de Vect vau NJV

e On a notamment :
T

{yv| € #1R) | z=2yet z=—y}

z

2y 2 9
= {|v ] lveR ={y| 1t | |[yeR} = Vect 1
) —1 1
o Et aussi :
3r+2
((02)) e toa®) | @p,2) € Mo (R))

(z,y) € R?}

(R) |
(7)) +v(3) c
Vect A,UA W
Vect AWVA

Proposition 4.
Soit E un R-espace vectoriel.
Soit A une partie non vide de E (AC E).

1) Si a mmo|m‘ on a Vect Amvuoﬂuwv H<moﬁ§.

2) De maniére générale, on a :

—veer ((1). (1)) = ®

Umti € Vect @i, ..., w0 = /Ixmmwomml.w.: Ivv

352%..7<§§t:;&,:;® Vect @, . .. :%:

ECE1-B 2015-2016

10

Propriété
Soient F et F' deux espaces vectoriels.
Soit f € Z(F, F) une application linéaire. Alors :
— —
1) f(0p) = Op
2) V¥ € B, f(-7) = — ()
8) V(A1,..., \n) € R®Y(ZT,..., %) € E™,

PO 4+ A T0) = M- f@) 4+ A f(@0)
(compatibilité de f avec les combinaisons linéaires)

Remarque
Une application linéaire est donc a la fois convexe et concave.

Exemple

« L’application nulle de E dans F, définie par f(7') = % pour tout

Z € F est une application linéaire.
« L’application identité de E, définie par \A%v = 7 pour tout ¥ € F
est une application linéaire.

« Considérons F = R et des applications f : E — E.

, .. f IR = R .
a) L’application s = 0 est linéaire.
, . f R - R | o
b) L’application s o 1 B est pas linéaire.
En effet, f(0) =1#0.
, " f IR = R P
¢) L’application o 3 est une application linéaire.
En effet, f(0)=1#0
, L. f R — R , e
d) L’application s > 3z42 ™ est pas linéaire.
En effet, f(0)=2#0
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Exemple Théoréme 1.
a) Sion prend E = #51(R). Soit E un espace vectoriel non réduit ,ﬁomw
. 1 o Si E admet une base B de cardinal fini n € N, alors toutes les bases de
o La famille A on v n’est pas une base de F. E sont finies et de cardinal n.
En effet. 7 = on ne peut s’écrire sous la forme \ AHV ) o Ce nombre n est appelé dimension de l’espace vectoriel E, noté
! 0 dim E.
. . —
o La famille A va , va v est une base de .5 1(R). o Par convention, on note dim({0g}) =
Elle est appelée base canonique de .#5 1(R). Démonstration.
] Ce n’est pas un attendu du programme de premiére année.
e La famille A A v A v v est elle aussi une base de ./#2,1(R). On ne développera donc pas la démonstration ici. O
o La famille A A v va A v v n’est pas une base de E. Remarque
o dim (21 (R)) = 2.
En effet, va = Auv A v HMAHV\ on im (A,1(R))
! 0 ! ! « dim (31 (R)) = 3.
b) Sion prend E = .#3,1(R)

o dim (1 (R)) = 4.

—_

o La famille n’est pas une base de F.

0
0
0 1
En effet, 7= A 1 | ne peut s’écrire sous la forme A | 0
0
1
0
0

0
0 0
« La famille 1], (o est une base de .31 (R).
0 1
Elle est appelée base canonique de .3 1(R).
1 0 0
o Lafamille o], (1], (o est elle aussi une base de .#5 1 (R).
0 1 1
1 0 0 0
o La famille o, {1],1],[o n’est pas une base de F.
0 0 1 1

12 17
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1 0 0
. o], 1 0 constitue une base de 'espace R3. Tout
0 0 1
. 3 N . - =
@mvsd P de R” s’écrit de maniére unique sous la forme : z i +y j +
z k avec x (abscisse), y (ordonnée) et z (cote), coordonnées du point

P.

¢) De méme, R* s’identifie a Vect

S o o=
SO = O
O = OO
= o oo

pace de dimension 4.

d) Et aussi R® espace vectoriel de dimension 5.
e)

Proposition 5.
Soit E un espace vectoriel.

7 B=(el,...,e,) € E" une base de E = E = Vect(e],..., e, 7

Démonstration.
Comme B est une base de E, tout élément @ se décompose (de manieére
unique) comme combinaison linéaire d’éléments de B donc appartient a

<mo:m|wi.;ﬂv. O

Remarque
Il n’y a pas équivalence. Par exemple, si on prend E = .#51(R).

o 2 =t () (1), (1)) 0 () (3): (5) ) e

pas une base de F.

ECE1-B 2015-2016
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Définition
Soit E un espace vectoriel.
Soit (ef,...,e,) une famille de vecteurs de E.

o La famille (7, ...,¢,) est dite génératrice si :

HH<®Q@VT.;&

Autrement dit, si tout vecteur de E peut s’écrire comme combinaison
linéaire de vecteurs de la famille.

« La famille Amif ce WU est dite libre si :
n D - -
,QA\/?...n\/\:va%ﬂ M\(@HO = M=--=\ =
i=1

On dira aussi que les vecteurs Amﬂ ce &v sont linéairement indé-

'V

pendants : aucun des e; ne peut s’exprimer comme combinaison li-

néaire (non triviale) des autres vecteurs.

Proposition 6.
Soit E un espace vectoriel.

La famille Amlﬂvu s m|:J de E 1) C’est une famille génératrice.
4
est une base de E 2) C’est une famille libre.
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