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1.2. Reégles de dérivation

Pour f, g R — R, pour a € R, les égalités suivantes sont vérifiées sur tout
ensemble E ot les fonctions f et g sont dérivables.

(af) = af
(f+9) = f'+d
(fxg) = flg+fd

1\’ =

) -

A\v\ _ fla—1d

g 92

Pour les régles de dérivation de I'inverse et du quotient, il faut ici veiller
a se placer sur un ensemble E sur lequel g ne s’annule pas.

Remarque
Cette liste n’est pas exhaustive et il faudra la oo:%r#ﬁ avec les régles

/\

f sur tout ensemble F ou f est dérivable et strictement positive.

que l'on verra dans ’année. Par exemple : (v/f) = est vérifiée pour

1.3. Théoréme de la bijection
1.3.a) Un premier théoréme

Théoréme 1.
Soient a et b deux réels tels que a < b.
Soit f : [a,b] — R une fonction :
x continue sur [a,b].
x strictement croissante sur [a, b].

On a alors :

Yy € [f(a), f(b)], Fle € [a,b], y = f(e)

ECE1-B 2015-2016

Exercice
Montrer que: Vo € R, [z] = —|—xz]. En déduire la valeur de | —z |+ |z ].

Exercice
Tracer la courbe représentative de la fonction z — = — |x].
Quelle est cette fonction ?

Etude graphique d’une fonction contenant une partie entiére

On considére ici une fonction f : x — |g(z)] ou g(z) est une quantité
dépendant de x. L’étude graphique de f peut se faire comme suit.

1. On commence par 1'étude de g.
On déterminera notamment 'ensemble Im(g), image de la fonction g.

2. Pour tout x € Z,, on a :
lg(@)] =k & k < glx) < k+1

Pour k € Z NIm(g), on va donc chercher a déterminer 1’ensemble des
éléments x tels que : k< g(z) < k+ 1.

3. D’apreés la propriété fondamentale, on a : g(z) —1 < |g(z)] < AHV
En tragant les courbes des fonctions = — g(z) — H et z — g(z) o
repére graphiquement les intervalles ou |g(z)| =

Exemple
Etude de la fonction f : z +— [(z —2)?].

1. La fonction g : # + (z — 2)? est a valeurs dans RT (Im(g) = RY).
2. Soit k € ZNRT autrement dit k € N.

[z —2)? =k & k< (x-2)? < k+1
E < (z—2)? ET (-2 < k+1
V=22 ET /(z—-2)2 < VEk+1
|z — 2| ET lzr—2| < VE+1
<lz—-2 < VE+1

S
NN

Vk
Vi
/\l

31
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Représentation graphique.
Soit f : E — F une application bijective de E sur F'.

o Par définition de la bijectivité, tout élément y; de F' posséde un unique
antécédent x; dans F par f.

« Par définition de fonction, tout élément x; de E ne posséde qu’une
image y; dans F'.

De maniére non formelle, si f : E — F' est une bijection de E sur F, alors
il y a « exactement autant » d’éléments dans E et dans F.
Graphiquement, cela se traduit par le fait que ’on peut relier les x; au
Yi

x par les fleches rouges. C’est la fonction f: F — F.

x par les fleches vertes, obtenues en orientant dans ’autre sens les fléches

rouges. C’est la fonction f~' : F — E.

Propriété

Soit f : F — F une bijection de F sur F.

Et f~!: F — E sa réciproque.
On a alors :

1) | Ve e BE\VyeF, (y=f(z) & z=f'(y))

2)| YyeF, f(f ') =y

3)| VeeE, [T{(f(x)=x

4) f~': F — E est une bijection de F sur E.

ECE1-B 2015-2016

VII. Fonction partie entiére

VII.1. Définition
Définition
On appelle fonction partie entiére la fonction suivante.
|.] : R - Z
x — |xz] = lepus grand entier n € Z tel que n < x
Remarque

o On peut aussi définir |z] comme 'unique entier relatif vérifiant la pro-
priété :n < x <n+1.

o De maniére informelle, |z ] peut étre défini comme étant « entier relatif
directement plus petit que = ».

e De ce fait, on parle parfois de partie entiére par défaut, ce qui
permet aussi de marquer la différence avec la fonction partie entiére
par excés, notée [x] et définie comme suit.

[.] : R - Z
x — [x] = le pus petit entier n € Z tel que z < n

o On peut aussi définir [z] comme 'unique entier relatif vérifiant la pro-
priété :n—1 < x < n.

o De maniére informelle, [z] peut étre défini comme étant « entier relatif
directement plus grand que x ».

o Il est immédiat que :
a. Vne€Z, |n| =n
b. Vn€Z, [n] = n

0 si Z

c. Vz e R, TLTLIA v c

1 sinon

29
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1.3.c) Le théoréme de la bijection

Théoréme 2. Théoréme de la bijection
Soit a et b deux réels tels que a < b.
Soit f: [a,b] = R une fonction :
x continue sur [a, b].
x strictement croissante sur [a, b].
On a alors :
1) f est une bijection de [a,b] sur [f(a), f(b)].
2) De plus, sa bijection réciproque f=1: [f(a), f(b)] — [a,b] est :
x continue sur [f(a), f(b)].

x strictement croissante sur [f(a), f(b)].

Démonstration.
1) C’est I'énoncé du TVI traduit avec le vocabulaire des fonctions bijec-
tives.

2) On en reparlera ... O]

Remarque

Les extensions précédentes peuvent aussi étre appliquées a ce théoréme :
on peut I’écrire avec des intervalles du type [a, b[, ]a, b], ]a, b[; si la fonction
f initiale est strictement décroissante, la conclusion sera alors la stricte
décroissance de f1.

Par exemple :

Soit f :]a,b] — R une
fonction :

o fTL[f (D), f(a)] = Ja,b] est :

continue sur |a, b
: Ja o] = x continue sur [f(b), f(a)]

x strictement
décroissante sur |a, b]

o [ est une bijection de ]a, b] sur [f(b), f(a)]

x strictement croissante sur [f(b), f(a)]

ECE1-B 2015-2016

VI.4. BONUS : définition des fonctions racines n®™me
VI.4.a) Via le théoréme de la bijection
Si n € N*, la fonction f: x +— x™ est :
x continue sur [0, 4+00],
x strictement croissante sur [0, +oco].
D’aprés le théoréme de la bijection on a donc :

1) f est une bijection de I’ensemble [0, +o0o[ sur 'ensemble :
F([0,+00]) = [f(0), lim f(z)[=[0,+o0[.
T—+o0
2) f admet une bijection réciproque, continue et strictement croissante
sur [0, +oo[ : c’est la fonction racine né™me.

QW“%+IV%+
x = Yz

De par cette définition, on a les propriétés suivantes.

1) | VzeRT Wy e R, (y=2" & z={/y)

2)| WweRY, (¢Yy)"=y 3) | VzeR",

V(zn) ==z

VI.4.b) Via les puissances quelconques

Pour n € N*, la fonction racine n®™ peut aussi étre définie comme un
opérateur puissance quelconque. Plus précisément :

o/ . RY* — Rt
1

xr = Jr=2xn

« Dans ce cas, la fonction racine n®™ est définie seulement sur RT*. On

peut la prolonger par continuité en 0 en posant : onw =0.

o Cette définition coincide avec celle obtenue par le théoréme de la bijec-
tion sur I’ensemble RT.
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I1.2. Propriétés Propriété de dérivée
Propriété 1. La fonction x — % est dérivable sur RT*.
1. Ve eR,| |z| >0 2. Yz eR,| |z|=]|— x| Va € R,Vz € R™, (2%) = a 2o~
(ceci signifie que la fonction | . | est paire)
3. Ve eR,| [2]=0 = 2=0 2. Siu:R — R est une fonction, on a:| (u*) =a u* ! xu
4. VZTERVYyeER, |z|=y] = z=y 0U z=—y Cette formule est valable sur tout ensemble E sur lequel :

x la fonction u est strictement positive (pour que u® soit définie),

5. Vx e R Vy e R,)| |z xy|=|z| x|y

x la fonction u est dérivable (pour que u' soit définie).

6. Vz € R,Vy € R* T ll Démonstration.
y g 1. Soit v € R. Notons f :  + 2® = @) et u(x) = aln(z).
7. Inégalité triangulaire. Pour tout € R et tout y € R, on a : La fonction f est dérivable sur tout ensemble F sur lequel :
oyl <lel 41yl || Je—yl <lal+lyl || ll2l = lyll <o -yl < west derivable
Ainsi, f est dérivable sur ]0, +oo].
Propriété de dérivée Pour tout z € 0, +o0[, on a :

1) La fonction | . | est dérivable sur |0, +oo[.| Vz € ]0,+oo], (|z])’ =1

\_\ARV _ C\A.&.v m:@v — o mQ_SA&V _ ax _ Q&QIH
x x
2) Lafonction | . | est dérivable sur ]—oo,0[.| Vo € ] —o0,0[, (|2]) = -1
2. Cette régle s’obtient en écrivant : u® = e, M
11.3. Représentation graphique Exercice

Ensemble de dérivabilité et calcul des dérivées des fonctions suivantes.

3z + 2| y = |z

\ /Y

1 2 1
a. f:xw— 23 b. g:x— (22 +2x+1)3

S
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ITI. Fonction inverse

Définition
On appelle la fonction inverse la fonction :

1

- R* —» R*

' 1

T = —
x

Dans ce qui suit, on notera f la fonction inverse. On réalise I’étude gra-
phique de f a ’aide de la méthodologie présentée en début de chapitre.

1) 2y =R".
N -1
2) Vz e R, \\AHVHM < 0.
3) Construction du tableau de variations de f.

x —00 0 “+00
Signe B _
de f'()
0 400
Variation /
de f /
—00 H

4) Les limites sont affichées dans le tableau de variation.

5) L’équation de la tangente au point d’abscisse a (i.e. au point (a, f(a)))
est donnée par la formule :

y = f'(a)(z—a)+ f(a)

On en déduit que :
x la droite y = —z + 2 est la tangente de la fonction au point (1,1).

x la droite y = —x—2 est la tangente de la fonction au point (—1, —1).
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VI.2.c) Représentation graphique

Les fonctions exponentielle et logarithme étant bijections réciproques
I'une de 'autre, la courbe représentative de la fonction exponentielle est
obtenue par symétrie de la courbe représentative de la fonction In par
symétrie d’axe y = x.

|
%

Ne

. y = In(x)
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« Par définition, on dira qu’une fonction f est paire si :

Vo e Py, f(—z) = f(x)

Dans ce cas, on a alors I'équivalence suivante :

T@vmﬁ © A;wvmﬁ

Ainsi, si f est une fonction paire, sa courbe représentative ¢y admet

I’axe des ordonnées comme axe de symétrie.

. . . . 1 1
« La fonction inverse est impaire puisque : Vo € R*, — = ——.
—x x

On en déduit que sa courbe représentative est symétrique par rapport &
I'origine du repére ((0,0)). Ainsi, le tracé de € sur | — 0o, 0] se déduit,
par symétrie, du tracé de €y sur )0, 4o0[.

On réduit ainsi I'étude de cette fonction a ’ensemble ]0, +oo].

IV. Fonctions puissances entiéres

IV.1. Définition

Définition Fonctions puissances (entiéres)
e Soient x € R et n € N*. La fonction élévation a la puissance n est
définie comme suit.
TR - R
n—1 multiplications

—~
T = I = T XTX...XZT

o On peut aussi définir I’élévation & une puissance entiére négative.

Siz € R* et n € N*| la quantité 27" est définie par :| z7" = —

« Par convention, l'opérateur élévation a la puissance 0 est la fonction
1

constante égale a 1 :| Ve eR, 20 =
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VI.2. Fonction exponentielle
VI.2.a) Définition
Définition
La fonction f : z — In(x) est :
x continue sur |0, +o00[,
x strictement croissante sur |0, +o0o].
D’apres le théoréme de la bijection on a donc :
1) f est une bijection de ’ensemble |0, +o00[ sur I'ensemble :

70,450 = | i f(@), lim _ f(z)[ =] - o0, +oo = R
2) f admet une bijection réciproque, continue et strictement croissante

sur |0, 4+00[ : c’est la fonction exponentielle.

exp : R — RT*
z — €&

De par cette définition, on a les propriétés suivantes.

1) | V2 eR™ VY eR, (y=lnz & z=¢)

2)| VyeR, In(eY) =y 3) | Vz e R™, @ =3

VI.2.b) Propriétés

Propriété fondamentale

Vo e R, Vy € R, Y =e% x ¥

Démonstration.
Soit z€RetyeR. On a:

¥ =% x ¥ < In(e*™) =1n(e* x e¥) < z+y=In(e?)+In(e?
(") ( ) y = In(e”) + In( VD

z Y

21
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Exercice

Ensemble de dérivabilité et calcul des dérivées des fonctions suivantes.
1

Q.»\.”Rlﬂm@.MITM.HLI.NVw @.Qalﬁ

Etude pour les petites valeurs de n

e Sin = 2 : la fonction z — 22 est paire, strictement décroissante sur
R, strictement croissante sur RY.

e Sin =3 :lafonction z — z3 est impaire, strictement croissante sur R.

IV.3. Représentation graphique

\ / I

LTy i Al

\\ |

EEEN| EEEN
\\
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Exercice
Faire ’étude graphique des fonctions :
a. f:x In(z?) b. g:x+— 2In(x)

Propriété de dérivée

1
1. Lafonction In(.) est dérivable sur |0, +oo[.| Vo € R™, (In(z)) = =
x

2. Siu:R — R est une fonction, on a : | (Inu) =

S

Cette formule est valable sur tout ensemble E sur lequel :
x la fonction u est strictement positive (pour que In(u) soit définie),
x la fonction u est dérivable (pour que u’ soit définie),

x la fonction u ne s’annule pas (pour que w soit définie).

Exercice
Ensemble de dérivabilité et calcul des dérivées des fonctions suivantes.

a. f:x—In(2z?-2) b. g: x> In(y/(22 +2)%)

Propriété de limite

1. | lim In(z)=—o0 2. lim In(z) =400
z—0+ r—+00
Exercice

Montrer (dans cet ordre!) les propriétés suivantes.

1) Ve e R™ In(z) < = 3) lim In(z) _0
T—400 x
2) Vz € R, In(z) < 2¢/7 4) &_lmwﬁ zln(z) =0

19
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Propriété de dérivée

1. La foncti ~est dérivable sur ]0, .| vz €]o, , = ——
afonction |/~ est dérivable sur |0, +oo[.| Va € ]0, +-oo[, (Vz) NG

§\

2Vu

Cette formule est valable sur tout ensemble E sur lequel :

2. Siu:R — R est une fonction, on a : | (vu) =

x la fonction u est positive (pour que \/u soit définie),
x la fonction u est dérivable (pour que u’ soit définie),

x la fonction u ne s’annule pas (pour que % soit définie).

Exercice
Ensemble de dérivabilité et calcul des dérivées des fonctions suivantes.

a. f:z— Va2 -2 b. g:x— /(22 +2)°

V.3. Représentation graphique

On obtient la courbe de la fonction /- par symétrie de la courbe élévation
au carré par rapport a la droite y = x.

Y

<
I
8

16

ECE1-B 2015-2016

Parenthése : retour sur la fonction inverse

On peut aussi appliquer le théoréme de la bijection a la fonction f : x —
1

m.

x f est continue sur ]0, +o0],

x [ est strictement décroissante sur ]0, +o0],

D’aprés le théoréme de la bijection, on a donc :

1) f est bijection de I'ensemble |0, +o00[ sur 'ensemble :
700, +oo]) =] lim_f(z), lim 7(2)[ =0, +ool

2) Sa bijection réciproque f~1 :]0, +oo[ — ]0, +oo[, continue et stricte-
ment décroissante n’est rien d’autre qu’elle méme! On a en effet :

Ve e R™ 1/(1/z) ==z

Ainsi, €y admet la droite y = x comme axe de symétrie et on aurait pu
limiter 1'étude de la fonction inverse a I'intervalle |0, +o0].

VI. Fonctions logarithme et exponentielle

VI.1. Fonction logarithme

VI.1.a) Définition

Définition

« La fonction logarithme népérien, notée In (.) est la primitive sur RT*
qui s’annule en 1 de la fonction inverse.

o Autrement dit, c’est la fonction définie par :
In(1)=0
Ve e R™, (In(z)) =

8=
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