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e On a notamment :
a < Vtruc € N, 32xtruetl 4 giruct2 gt yn multiple de 7)

Par la suite, on gardera la notation n, plus adaptée.

1.0. Une premiére tentative de preuve

Intéressons-nous a cette propriété P(n) : 32+l 4 9n+2 egt un multiple de
7 et tentons de voir si nous pouvons la démontrer pour tout n € N.

On a : 32X0+1 4 2042 — 7
— on en déduit que P(0) est vérifié

Ona 32X+l 4 ol+2 —33 1 93 — 9741 8=35=7x5
— on en déduit que P(1) est vérifié

On a: 32¥2+1 4 9242 = 35 4 24 = 243 + 16 = 259 = 7 x 37
— on en déduit que P(2) est vérifié

Remarque

« Nous avons montré P(0), P(1) et P(2). Pour démontrer que la propriété
est vérifiee pour tout n € N il faudrait aussi démontrer P(4), P(5) .
Ce type de démonstration n’est évidemment pas raisonnable puisqu’elle
demande ’étude d’un nombre infini de cas.

« Changeons de point de vue. Au lieu de montrer chaque cas, on démontre
que le passage d'un cas & un autre (symbolisé par la fleche mv est valide.

« Supposons que l'on est capable de démontrer que tous ces passages
(toutes les fleches rouges) sont valides.
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1.2. Modéle de rédaction

Montrons par récurrence que : Vn € N, P(n). ou P(n)

1. Initialisation : P(0)?

donc P(0) est vérifiée.
2. Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et montrons P(n+1) (ie ...)

...donc P(n+1) est vérifiée.

Ainsi, par principe de récurrence, on a : Vn €N, P(n).

Remarque (erreurs classiques)

Il est (malheureusement !) fréquent de voir dans les copies, les trois types
d’erreurs suivantes.

1) Montrons par récurrence que : X P(n).

— par récurrence, on démontre qu'une propriété est vraie pour tout
n € N, pas seulement & un rang n donné.

2) ...ouP(n): ¥wreX,.
— nous avons déja discuté de ce point dans la premiére remarque du
cours : une propriété commencant par Vn € N est indépendante de
n!
3) Supposons que : Y=Y, P(n) et démontrons P(n + 1).
— ceci n’a pas de sens! On ne peut supposer la propriété vraie pour
tout n : c’est précisément ce que 'on souhaite démontrer.

ECE1-B 2015-2016

6) Produit sur une union d’ensembles

z Ui X : U;
icA i€B
: W — 1€
ieAuB T w
1€ANB

Remarque
Ces formules s’obtiennent traduction des formules sur les sommes suivant
le dictionnaire suivant :

> 1l

+ — X
- — /

Via ce dictionnaire, nous avons donc affaire aux mémes formules.

IV.3. Fonction factorielle
Définition
« Pour n € N* on nomme factorielle n et on note n! la quantité :

nl = [[k=nxn-1)xn-2)x...x2x1
k=1

« Par convention, on note : 0! = 1.

0
(correspond a Uécriture : 0! = [[ k= [ k= [] k =1, la quantité
k=1 ke[1,0] keo
1 étant I’élément neutre pour le produit)

Propriété immédiate

VneN, (n+1)! = (n+1) xn!

33



(u)d, ‘N D uA : ® 0 ‘9oualmo9r op admurid 1ed

"99ULIOA 989 (T + ), 10 L op o[diynur un 9so I+un ‘1sury

ATEN —46) L= Clvmt& +(32)6 = Ttun

1 ouop ' UQ) YL = “n onb [0} 7 S y 9ISIXA [1 ‘YIp JuewraIiny 2 op aydiy
-[ur un 9se ¥n : enb gres uo ‘((u)q,) 9oULIMOYI op aserodAy red ‘10

(6=C) g4uC+ "6 = g4ul X g€ — gpul + "N o€ =
g+l + (g4ul = ") g€ = grul + (11ug€)e€ =

g+ul + grugf = gr(+w)s Tt a(rrugt = TR

:e o ‘(“n) 9IS ] Op UONUYIP Ie]

(L

op oldnnuu un 388 IT+¥n 91) (] + u)g, suoruow 3o () suosoddng
‘N> ujos : UPAIOH '@

"9 LIgA DTOP 380 (), 9¥9trdord ey

", op o[dimu un 40 0n ULy "L = 7+ € = 71T + 140zE = O 1 B UO
uonjesienuay 1
'), op o[diynur un 980 “n | (u)d 0O
(u)d, ‘N D up : onb 0oue1mo91 red SUOIJUOIN
“ul T 14ug€ = "N ‘N D up © Ied (Yn) 0yms e[ JIUGOP UO : UORION

"L op odinur un 380 ;7 + 4uzE N D UA 1 onb Ioruopn
o[dwexy

143

9102-G10¢ d-THOH

= o
T+un T+3n : }

0=?
1—up, : = In :
A_Hlﬁ

in n 1=

T+unp - T+3n E

0=,

0=?
1—up, : = In :
u

u

sonbidoosa2) sympoiad (¢

T 90IPUIL,] & JURIUOWIIOD SOUIMOS SO
m Inod oIre[IWIs 9[NULIO} dUTN 9ILIY nad u()

: sues aIjne,| suep AN

JHw=1
J+l=1quesodus 77'n [ =
Jtu
0=4 w={
w— =y wesodwo wWhin [ = fn ]
w—u u
t=y 1=y o=¢ |
z=in [ = T-n = ] : 90Tpul,p oJe[RI9(]
ttu I+u u

sooIpul,p sjuowaduey) (7

2 uoryedrdiynur op SOIPUL] Op
quepuadgpul Y JUSWR[9 N0) Inod s[qe[ea 3so a[nurLIo} srgtweld e

1=
fa 1] o 1=F 1=¢ 1=f 1=
u = — 11 10 5: X?ﬁ: HA.SX.?&:
mﬁ\ :
u
910¢-910¢ d-THOH



ECE1-B 2015-2016

1.3. Initialisation en ng

On rencontrera souvent des énoncés du type : Vn > ng, P(n) pour un
certain ng € N. Le schéma précédent s’adapte a ce type d’énoncé.

Théoréme 2.

Soit P une propriété définie sur N et telle que :
1. Initialisation :  P(ng) est vérifiée

2. Héredité : Vn > ng, (P(n) = P(n+1))

Alors la propriété est vérifiée pour tout entier naturel n > ng.
Autrement dit : | ¥n = ng, P(n)

Exemple
Montrer que : Vn > 4, 2™ < n!
Montrons par récurrence que : Vn = 4, P(n)
ot P(n): 2™ < nl.
1. Initialisation
Ona:2'=16et 4 =4x3x2x1=24
Or:16 < 24.
La propriété P(0) est donc vérifiée.
2. Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et montrons P(n +1) (i.c. 271 < (n+1)!).

Remarquons tout d’abord que : 271 =2 x 27
Or, par hypotheése de récurrence (P(n)), on sait que : 2" < nl.D’ou:

ontl — 9% on

(n+1)xn! (car2<n+1 puisquen >4>1)
—_———
(n+1)!

Ainsi P(n + 1) est vérifiée.

Par principe de récurrence, on a : Vn € N, P(n).
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IV. Produits finis

IV.1. Définition
Notation Symbole ]

e Le produit fini des éléments uq, uo, . .., u, est noté comme suit.

n
:Q@HQHX@MX...XQ:
i=1

On reéalise I'étude des produits finis par analogie avec celle des sommes
finies.

IV.2. Reégles de calcul

Propriété
Soit A € R, a € R et (m,n) € N? tels que m < n.

1) Produit fini d’une constante

SQ — QS m a = D3\5+H
i i=m

o Ces formules sont valables pour tout élément a indépendant de
Pindice de multiplication i.

2) Produit par paquets

:Q&H::&X m U;

=1 i=1 i=m+1

3) Comportement de [] vis a vis de \u; et u; X v;

[T Aui = Aug X Aug X -+ X dup, = A" [ w
i=1 i=1

31
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Par définition de la suite (uy,), on a :

Unt2 = m@3+~|®§§

= 5 (272 — gn+ly _g(antl — 3n) (par HR (P(n) ET P(n+1)))

= 2" (5x2-6)—3" (=643 x5)
_ wﬁ‘: 4—-3"9 = w:+w|w3+m

Ainsi P(n + 2) est vérifiée.
Par principe de récurrence double, on a : Vn € N, P(n).

Remarque
« On peut aussi réaliser des récurrences triples, quadruples ...

« Le choix du type de récurrence a effectuer est dicté par la forme de 'objet
considéré dans la propriété. Ici, il s’agit d’une suite récurrente linéaire
d’ordre 2. La récurrence double est donc plus adaptée.

« Le principe de récurrence double peut sembler plus puissant que le prin-
cipe de récurrence simple. Ces principes sont en fait équivalents.

o Plus précisément, on peut résoudre ’exercice précédent a ’aide d’une
récurrence simple. On démontre alors que : Vn € N, (P(n) ET P(n+1)).
(ce qui démontre notamment que : Vn € N, P(n))

1.5. Récurrence forte

Théoréme 4.

Soit P une propriété définie sur N et telle que :

1. Initialisation :  P(0) est vraie

2. Hérédité :  Vn € N, (P(0) ET P(1) ET P(2) ET ... ET P(n) = P(n +
1))

Alors la propriété est vérifiée pour tout entier naturel n > 0.

Autrement dit :| Vn € N, P(n)
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I11.2.b) Sommation des termes du triangle supérieur strict

On calcule maintenant uniquement les termes du triangle supérieur strict.

U1 U2 Ut Ui p
U2,1 U222 U23 . s U2, s s uz,n
Uil U2 0 Uiq Ui+l - ce te Uijn
Ujl  Uj2 ot Ugg T Ujj  Ujg+1 o Ujn
Un—1,n
Un,1  Un,2 S Upy - Un,j R A Un,n

o En sommant suivant les lignes, on obtient :

n n n—1 n
U= Yug+...+ X un1y = > | X Ui
j=2 j=n i=1 J=i+1
o En sommant suivant les colonnes, on obtient :
1 n—1 n j—1
U= Y ug+...4+ 3 tin = > (¥
i=1 i=1 j=2 \u=1
Ces deux sommes étant égales, on obtient la formule :
n—1 n n j—1
2 wig o= | > wig )| =20 | X iy
1<i<j<n i=1 \j=i+1 j=2 \i=1
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Remarque

« Encore une fois, c’est la forme de 'objet considéré dans la propriété qui
nous a amené a faire une récurrence forte : ’objet u,1 est défini a I'aide
de tous les u; précédents.

« Cet exemple est en fait artificiel puisque 'on pourrait démontrer qu’a
partir du rang 1, la suite (u,) est une suite géométrique de raison 2. On
a en effet : Vn € N*| upqq = 2uy,.

« Le principe de récurrence forte peut sembler plus puissant que le principe
de récurrence simple. Ces principes sont en fait équivalents.

« Plus précisément, on peut résoudre l'exercice précédent a l'aide d’une
récurrence simple. On démontre alors que : Vn € N, (Vk < n, P(k)).
(ce qui démontre notamment que : Vn € N, P(n))

II. Sommes finies

En mathématiques, il est fréquent de tomber sur des quantités définies
comme des sommes finies. Considérons les exemples suivants.

Exemple de sommes finies
1) 3* +3° 436 ...+ 315

2) J+2+3+F%+ -+
Put L4
4)2—-446-84---450

La maniére dont on a défini ces quantités n’est pas trés satisfaisante. On
utilise notamment la notation « ... » qui n’est pas rigoureuse. On va donc
introduire un symbole qui va nous permettre de définir rigoureusement ces
quantités.

10
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I11.2. Sommes doubles & indices dépendants
II1.2.a) Sommation des termes du triangle supérieur

Considérons maintenant un tableau carré (n = p) et calculons la somme
des termes se trouvant au-dessus de la diagonale.

Uil ur2 v Uiy v Ul ot Uln
U2,1 U2 v U5 vt U5 o U2n
Wil Wi o Wi e Wiy e Uip
ujr  Ujz2 Uyj,i Uy, Ujn
Unp,1 Up2 - Upi "~ Upj - Upnp

« En sommant suivant les lignes, on obtient :

n
T = MﬁﬁxT...
j=1

+
]
<

g
Il
I
N
£

o En sommant suivant les colonnes, on obtient :
1 n n 7
T = MQ&H+...+M\§.:H M Mﬁsﬁ.
i=1 i=1 j=1 \i

Ces deux sommes étant égales, on obtient la formule :
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« On utilisera, sans distinction, I'une ou ’autre des notations suivantes :

Lowp= 3 up = ) u

i=m i€[m,n] m<i<n
n
On a notamment, sim >n: > u; = >, u; = 0
i=m 1€
m
etsim=n: > u = up
=m

Exercice
Ecrire a l’aide du symbole Y les sommes précédentes.

n .
1) 20421423 4420 =3 2
=0

15
2) 34 +3°+36+... 4305 = T3
=4
1,2,.3, 4 10 10
3) stitstEt ot om = | H%
i=
2 n n Q&
kwﬁnT%j.lQ‘wunT...nT:ﬂ — Mwﬂ
i=
25 A
i=1
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II1.1.c) Formule d’interversion des sommes finies

Bien entendu, nous calculons la méme somme avec ces deux méthodes,
d’ou la formule d’interversion des sommes finies.

M3U Mﬁu Uij | = Mﬁu A 3H Sg.v

i=1 \j=1 j=1 \i=

« On peut aussi noter ces sommes sous forme compacte.

M:nmmﬁnm AM :v
1<i<n, i=1 \j=1 =1 \i=1
1<j<p

e Sin = p, on pourra utiliser la notation suivante :

n n

> Uiy = D> | Xuig | = Mw AMzU ::v

1<i j<n i=1 \j=1

Nombre de termes sommés
Il y a deux maniéres de calculer le nombre de termes sommés.

1) Il y en a n X p puisqu’on somme tous les éléments d’un tableau com-
portant n lignes et p colonnes.

2) On peut noter que chaque terme u; ; compte pour un élément sommé.
Le nombre de termes est donc donné par la somme double :

3. 3
MHHMMHHM@!XE
1<i<n, =1 \j=1 i=1

1<j<p

25
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3) Linéarité de ’opérateur )

ST Au; = Aug + Aug + -
i=1

+ Au, = A

MU:&

=1

n
> (uj+v) =
j=1

n

>

13
uj+ > v
j=1

o La premiére formule est valable pour tout A indépendant de I’in-

dice de sommation i.

o Par exemple, si ¢ # 1, on a :
6

3 @.|m$+WQ|§

i=0

D’autre part, on a :

6 6 6 6
S Bi—5g 4T 2
i=0 i=0 i=3 i=3

6 6 6 6
330 —=5> ¢+ > 7T—-2>"14
i=0 i=0 i=3 i=3

6 6 2 6
3> i—2% 1 = AMUsnTMUv 23
1=0 =3 =0 =3
2 6
= wMUN..TwMUN.ImMUs.HmMUN.nTMUS.
1=0 =3 =3 i=0 =3
_ wwaw.Tov._.»wa._.@ — 9418 — 27
2 2
6 . H|Qﬂ
et : 5 =5 ——
sMQ H\Q
6
enfin: > 7 (6—-34+1)x7 28
i=3

14

Démonstration.

Soit ¢ € R et (m,n) € N? tels que m < n. Alors on a :

Nk Nk Nk
(1-q) > ¢ = X ¢"= X ¢
k=m k=m

k=m
_ M AQ\A _ Qw.zv _ QS _ Q:.I 0
k=m
Exemple
Calculer les sommes finies suivantes.
n_ 3k 5
a. b. >k (3k* - 2)
= 4k+1 =0
Not 3k 3k 135 1 /3\*
. Notons u;, = - 2 -2 - (Z)
“ BTG T 44k T o348 T 4 \4
On a alors :
k k 3\1 3\n+1
n B n o1 3 \H n 3 \HANV |AMV:
\@MHWSO a MHU 4 A%v B N»MHW A&v T4 -3
u\_\w O 33\ 3 (3Y
4 M\ 4 4 4 4
5 5 ) 5 5
b. S k(3K -2) = > Bk -2k) = > 3k3- Y 2k
k=0 =0 k=0 k=0
5 5 2
k=0 k=0 2 2

= 3(15)2-2x15 = 3x225—-30

= 675 —-30 = 645

23
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5) Sommes télescopiques I1.3.c) Sommes des n premiers cubes d’entiers
n
Uk+1 — Uk) = Up+1l — UL n n n2(n 4+ 1)2
\WUHA + ) nt R,=Y = Muwwnt = 5,2
k=0 k=1 4
n
En effet : Y (ugi1 — ug) Démonstration.
k=1 Montrons par récurrence que : Vn € N*, P(n)
n n n 2 1 2
= D U1 D Uk o P(n) : MU\%HE.
k=1 k=1 E—1 4
ntl n ar changement 1. Initialisation
= M Uk — M Uk QW . g
=, = d’indice) 1 . 12(1+1)2 4
n ntl L n (par sommation k=1
= ur + Ug) — ug + U,
A\& \@HM:NL k) A»MHW k z k) par paquets) Donc P(1).
= Upi1 —uy 2. Hérédité : soit n € N*.
i ; .ol (n+1)%(n + 2)?
« On peut généraliser la formule précédente : Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. > k° = +v
k=1
n+1 3 n 3 3
n Orona: k° = E)Y4+ (n+1
Y (Ugy1 —ugp) = Unt1 — U NAMHU_ AwMHUH )+ )
e n?(n+1)>2
= ——— 4+ (n+1)3 (par HR P(n))
Exercice 4
On souhaite calculer la somme S,, = M:U b oun > 2. = E (n?+4(n+1))
=2 k% =k 4
1 n+1)>2 n+1)2
1) zobﬁmw @:m. e M + %“ ol « et 3 sont deux réels que = { (n?+4n+4) = { (n+2)?
vous déterminerez. Ainsi P(n + 1) est vérifiée.
lcul a 'ai él i .
2) Caleuler Sy & laide de sommes télescopiques Par principe de récurrence, on a : Vn € N*, P(n). O

16 21



LT

N 2 v mod 9 — .0 P UOTYeSLI0}DR] SUN dUIYUI dP IOUUO(]

0=
&Ii@&@ M X AQ - @v = H+§Q - ~+§@

‘N D ¢ 1mog mod anb IeIjUouId(] "S[P9I XNAP q 10 D JUdI0g

Q010I0X
(6n+2n) + (TTn 4+ 6n + Sn + ¥n 4 on + In) =
N J— I - qg>1 Vo
A:§+m3+m§+HSV+A®§+m§+v§+N§V = In ”W +'n ”W
DB UO ‘uguy
qguy>?
6n +n = n “W X
anyat

Tin+6n4+Sn+Im4an4+In = n mw X
{6ct=guy ~
{ir'e'sveit=gny *
ceuo {11621} =g P {6‘¢‘v‘¢} = v puoid uo 18 ‘ofduroxe IeJ ¢

qUy s g0 Vo qanys?

m —mZ+mX = m

Se[qUUAsUa, P UOIUN dSUMN JINS U)oy (9

=2 c=? =2

§§+N3N = Nﬁmwn_uﬂﬁ = sﬁw
u

I—u u

1 QILINY

IDUIDIIP JNod U() "DUWUIOS B 9P SULIOY UN JUSUI[NSS 9)IRIY © U0 |
no syonbed red uoryewruuos ey op Iornoryred nod un ses un 9sIIN B U() ©

anbareway

9102-G10¢ d-TdDH

(

0¢

O ((g+u) 4nd 495110300f 2] ou0p Nad UO fPUIIDL DUULOD G— JUWPD ]t LU
219D D] UD g 2ubdp 2p dwoufijod un 359 9+-u)+-ug = (u)d 2nb 930U uo)

“(u)d ‘4N D UA : ® U0 ‘9oue1moI op adourid IeJ
"OYLIRA 980 (T + U)d, 1SUTY

9 9

(¢ +ug)(z +u) = (9+uL+ ;ug) =

I+u

(1+wo+(1+uzy) o =
9

T+u

(W ol 0d)  (1+u) 4 —————— =

(T +ug)(1 + u)u

1= 1=
T+ (@ X) = 4 K 1rw010
U T+u

9

(c+u)c+uw(I+u)

=4
2 K o1) (T + u)g suoryuowgp 39 (u)g, suosoddng
T+u
«N > U 3108 © 9JIPRIRH F

(T)d ouoQq
9 _ 9
9 (I+1x3)T+1)1

=Y
1,1 =y M reuQ °
uonyesienuy 1

. 9 _ o, 2E
(U)d, ‘4N D up : onb 2oue1mo91 red SUOIIUOIN

UOLOLISUOWI (]

@ =Y 0=
(T+ug)(1+wu & S

sIa1jua,p s9i1Ied siotwadd u sop sewriog (q €11

9T02-S10¢ qd-TdDH



ECE1-B 2015-2016

I1.3. Sommes usuelles

Dans cette section, on choisit (m,n) € N2 tels que 0 < m < n.

I1.3.a) Sommes des n premiers entiers

Si= S k= | 3=t
=0 =1 2

n
mﬁ‘ m—1 = M\&.H 9

Démonstration.
Montrons par récurrence que : Vn € N*, P(n)
n(n+1)

oun P(n): > k = —.
k=1 2

1. Initialisation

L 1(1+1 2
e Ona: MU\AHHQEH\HH Donc P(1).
k=1 2 2

2. Hérédité : soit n € N*.

n+1
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. > k = %
k=1

)

n+1

Orona: 5k = @M&ii:

= M) 1) par R P(n)

n+1
- L m+2)

Ainsi P(n + 1) est vérifice.

Par principe de récurrence, on a : Vn € N*, P(n). O

18

ECE1-B 2015-2016

Remarque
« La formule (S, —S,,—1) peut se retenir comme étant le résultat du demi-
produit :
x du nombre de termes de la somme (n —m + 1),
x par la somme (n +m) formée du 1°* terme (m) et du dernier
(n).

« Cette formule se démontre a 'aide de la précédente.
n m—1 n
Remarquons tout d’abord que : Y~ k = > k+ > k.
k=1 k=1 k=m

On en déduit que :

k= S k- Yk

g

(on note que P(n) = n? +n —m? + m est un polynome de degré 2 en
la variable n ; il admet —m comme racine; on peut donc le factoriser par
(n+m))

Exercice
Que vaut la somme des n premiers entiers pairs 7 impairs ?

Démonstration.
Notons U, la somme des n premiers entiers pairs et V;, la somme des n

premiers entiers impairs. On a alors :
n n
1
U= 3 k) =23 k= 2D
k=1 k=1 2

o D’autre part, on a :
n n n

Vi = S @k-1=3 (2k)->1=2k-n
k=1 k=1 k=1 k=1
3A3+CI

2 n = n((n+1)—1)=n? O

= 2
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