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x définies seulement & partir du rang 2 : (In(n — 1)),>2

1
x définies seulement & partir du rang m (pour m € N) : A;v
n—(m— M

I1.2. Comment définir une suite ?
a) Par formule explicite

e VneN, u, =5n+3
e Vn eN, u, =2.7"

b) Par formule récurrente

ug = 3
* YneN, upy1 = up+5
(cette suite est arithmétique, cf plus loin)

ug = 2
* ﬁ Yn eN, upp1 = 7Xuy,
(cette suite est géométrique, cf plus loin)
u = —v2
. uy = MMBAwV
Vn €N, upro = 7 X upy1 — 4duy,
(cette suite est dite récurrente linéaire d’ordre 2, cf plus loin)
uy = 8
. uy = 10
Yn €N, upto = 7ln(upt1) + 4 41

Un

(cette suite n'est ni arithmétique, ni géométrique ... )

¢) Par restriction sur N d’une fonction réelle
f R — R

et YneN, u, = f(n) =nxe VI
z = xxe VA

Evidemment, ce type de définition n’est possible que si la fonction
f est définie sur un ensemble qui inclut N.
On obtient ainsi une formule explicite pour la suite.

ECE1-B 2015-2016

2) On considére la suite (vy,) définie par :

vy = 2
n—1

VneN* v, = > (k+ 1y
k=0

Démontrer que : Vn > 2,v, = (n + 1)!
On pourra se servir du fait que : (k+1) = ((k+2) —1)

3) On considére la suite (wy,) définie par :

goHH
VneN, wpp1 =wo+wr + -+ wy
Montrer que : Vn € N, w,, < 2".

Remarque
Ces exemples sont assez artificiels.
On peut en effet les traiter par récurrence simple en remarquant que :

1
.N\ Up+1 = AHIT VSBu

n+1
2) Vpy1 = (n+ 2)vy,

%y Wp+1 = Mﬁcﬁ
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Meéthodologie
Pour montrer qu'une suite est croissante, il faut démontrer que :

VneN, upt1 = upn

Cherchons a simplifier cette inégalité. Soit n € N.

1) En déplagant u, de 'autre coté de 'inégalité :

Un+1 = up & ﬁ:JrH\Q\:WO

A retenir : pour étudier la monotonie d’une suite (un), on peut
étudier le signe de la quantité upr1 — Uy

2) En divisant par u, :

. Un41
a. Siu,>0: U1 = up & s >1

Unp

. Un+41
b. Siu, <0: upp1 = u, & nt <1

Unp

Dans le cas des suites de signe oo:mﬁbﬁ on peut donc étudier la mo-
notonie de (uy,) en formant le quotient. Plus précisément :

A retenir : pour étudier la monotonie d’une suite (uy,),

o Si (uy) est une suite strictement positive (Vn € N, u, > 0)

Un+1
Un,

(up) croissante < Vn € N, >1

1 U
(up) décroissante < Vn € N, L <1

Un

o Si (up) est une suite strictement négative (Vn € N, u,, < 0)

. u
(uy) croissante < Vn € N, mtl <1

Un,

Un+1
Un,

(uy) décroissante < Vn € N, >1

(pour monotonie stricte : remplacer inégalités larges par des strictes)
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II1.1.c) Modéle de rédaction : illustration sur un exemple

On consideére la suite (u,) définie par :

uyg = H“ uyp = -5
Vn €N, Upyo = Supt1 — Buy,

Montrer que : Vn € N, u, =8 x 2" — 7 x 3™.
(ou par la méthode d’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre 2)

Démonstration.
Montrons par récurrence double que : Vn € N, P(n)
o P(n): up, =8x2"—7x 3"
1. Initialisation
o D’une part, 8 x 20 — 7 x 30 =8 — 7 =1 et d’autre part up = 1.
Donc P(0).

e D’'une part, 8x 2! —7x 3! =8x2—-7x3 =16—21 = —5 et d’autre
part u; = —5.
Donc P(1).
2. Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et P(n + 1) sont vérifiées.
Démontrons P(n + 2). (i.e. upo = 8 x 272 — 7 x 3n+2)
Par définition de la suite (u,), on a :

Upt2 = Ddupy1 — 6uy,

5(8 x 2"l — 7 x 3nHh) —6(8 x 2" — 7 x 3") (par H.R.)
8x2M(5x2—6)—7x3"(5x3—6)

= 88X 2Mx4—-Tx3"x9 = §x2"2 7 x3"t2

Donc P(n + 2) est vérifice.

Par principe de récurrence, on a : Yn € N, P(n). O
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1.3.b) Bornes d’une suite réelle

Définition (Notion de majorant, minorant)

« Une suite (uy,) est dite majorée si elle admet un majorant.

IMeRVREN, u, <M

o Une suite (u,) est dite minorée si elle admet un minorant.

ImneRVneEN, u, >m

o Une suite a la fois majorée et minorée est dite bornée.

) 2
n ) ’ ’ X Un X
(up) est bornée < I(m, M) e R*,VneN, m <u, < M

Remarque

« Si une suite (u,) admet un majorant M, tout réel R > M est aussi
majorant de la suite puisqu’on a alors : Vn € N, u, < M < R.

« Ainsi, si la suite (u,) admet un majorant, elle en admet une infinité.

« Un majorant d’une suite (uy) est un réel indépendant de la valeur de
n.
Par exemple, si on a (uy,) telle que : Vn € N, u, < n
pas en conclure que (u,) est majorée.
(par exemple, on a :¥n € N, n < n? mais la suite (n) n’est pas majorée)

2 on ne peut

Exemple

1
Considérons la suite Aw - v
n

Si=

« Elle est majorée par 2 puisque : 2 — — < 2.
7

5 V37

o Parmi ces majorants, il convient de distinguer « le meilleur » i.e. celui
qui apporte le plus d’information sur la suite.
Il s’agit ici de 2, le plus petit des majorants de la suite.

o Elle est donc majorée par : 2, 2.1, e, 3,

ECE1-B 2015-2016

o On en déduit la formule explicite de (uy,) : Vn € N, w,, = AXr"+puxra™
ol les valeurs A et p sont données par le systéme :

(S) 0 = A + ] (valeur en n=0)
1 = Axmr + wpxry (valeurenn=1)

Résolvons-le.

-1 = (re—r2) r1x(L1)—(L2)
S) &
A v ﬁ -1 = Q.w - ﬁHv A rax(L1)—(L2)
1 5 1—-+/5
Notons enfin que : ro — 71 = +mx\ — w/\ = /5.
On en déduit que : A = _ L et u= !

V5 NG
« Ainsi, pour tout n € N, on a :
1 (1-V5 :+ 1 (1+v5\"
U = —_—— - -
" NG 2 NG 2
L [(1+v8\" (1-v5)"

V5 2 2

Remarque

« Dans cette résolution, on a conservé ry et ro dans le systéme (5).
Ce choix a été fait uniquement pour alléger les calculs qui suivent.

o Généralement, on utilise directement les valeurs de r; et ro pour écrire
et résoudre le systéme (.5).
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Remarque

Les notions de maximum et de borne supérieure sont différentes.

1) Si une suite admet un maximum, alors elle admet aussi une borne
supérieure qui est égale & ce maximum.

2) Ainsi, si une suite n’admet pas de borne supérieure, elle n’admet pas
non plus de maximum. (¢’est la contraposée du point précédent)

3) Une suite peut admettre une borne supérieure mais pas de maximum.
Autrement dit, la borne supérieure d’une suite n’est pas forcément
atteinte (i.e. n’est pas forcément un élément de la suite).

(considérer par exemple la suite (2 — 1))

Exercice

1
a) La suite AH —

n+1
Admet-elle une borne supérieure ? Une borne inférieure ?

v est-elle majorée 7 Minorée 7

1
b) Répondre aux mémes questions dans le cas de la suite AH + n Hv.
n

Propriété (Caractérisation des suites bornées)

(un) est bornée < 3IM >0,VneN, |u,| < M

Autrement dit : (uy,) est bornée ssi la suite (Ju,|) posséde un majorant.
Démonstration.
On procéde par double implication.

(=) Si (uy) est bornée, il existe m; et M; tels que : Vn € N, m; < up, <
M;.
Notons M = max (Jm|, |M;]). On a alors :

Vn €N, |u,| < M

(<) Il suffit de remarquer que (propriété de la fonction valeur absolue) :

_QS_MNSAHV‘EMQSMNS !
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I1.4. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
II.4.a) Définition
Définition

o Une suite (uy,) est dite récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe deux
réels (non nuls) a et b tels que :

VneN, upto = a X Upt1 +b X uy,

« On appelle équation caractéristique associée a la suite (uy,) I'équa-
tion (en la variable x) #2 = ax + b. On peut la réécrire :

22 —axr—b=0

I1.4.b) Méthode d’étude

Cette méthode est basée sur le calcul des racines de 1’équation caracté-
ristique. On a ainsi trois cas différents, en fonction du discriminant A du
polynéme caractéristique.

Théoréme 3.
Soit (uy) une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Il existe donc a # 0 et b # 0 tels que : Yn € N, upy9 = aupq1 + buy.

1) SiA=a>+4b>0

Alors le polynome admet deuz racines réelles distinctes r1 et ro.
La formule explicite de (uy) est donnée par :

Up = AX T+ pxry

ot les réels \ et y sont donnés par

A + u up
AXTry + pxXry = u

17
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II. Suites usuelles
I1.1. Suites arithmétiques
Définition

« Une suite (u,) est dite arithmétique s’il existe un réel r tel que :

VneN, upt1 =up +r

« Dans ce cas, le réel r est appelé raison de la suite.

Théoréme 1. (Caractérisation des suites arithmétiques)

(up) arithmétique < IreR,VneEN, u, =up+nxr

Exemple
La suite (uy,) suivante est arithmétique.

ug = 3

VneN, uptr1 =u, +5
Elle a pour formule explicite : Vn € N, u,, = 5n + 3.

Propriété (D’autres caractérisations)

Up—1 + Un+1

1. (up) arithmétique < Vn e N*, u, = >

2. (up) arithmétique < FIreR,Vn e N,¥p €N, u, = up+(n—p)r

Démonstration.
La caractérisation 2 est relativement immeédiate.
La caractérisation 1 se démontre en formant la différence u,, — up—1. O
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II.3. Suites arithmético-géométriques

11.3.a) Définition

Définition

« Une suite (uy,) est dite arithmético-géométrique s’il existe a € R\

{0,1} et un réel b # 0 tel que : VneN, upr1 =axXu,+b

« On appelle équation de point fixe associée & la suite (u,) U'équation

(en la variable z) suivante : r=axz+b

(si on note f : x — a.x+b, cette équation se réécrit : f(x) = x, faisant
ainsi de l’élément € R un point fixe de f)

11.3.b) Méthode d’étude

Considérons une suite arithmético-géométrique (uy,).
On va ramener 'étude de ce type de suites a ’étude des suites géomé-
triques.

1) Résolution de l’équation de point fivre t =a X x + b

b
1—a’
2) Utilisation d’une suite auziliaire (vy,) (géométrique)

Cette équation admet pour unique solution A =

On écrit : Upt1 = a X up, + b (L1)
A= a x X + b (L2)
et donc  upp1—A = a X (up—A) (L1) — (L9)

Notons alors (v,) la suite de terme général v, = u, — A
De par I'égalité précédente, on a : vp41 = a X vp.

3) Obtention de la formule explicite pour (vy,)

La suite (v,,) est géométrique de raison a. Ainsi : Vn € N, v, = a™ Xvy.
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Sommes des premiers termes d’une suite arithmétique / géométrique

1) Soit (uy,) suite arithmétique de raison r. Alors :

n n n n
Sup = Y. (uwotkxr) = > u+r Yk
k=0 k=0 k=0 k=0
nn+1 n
2) Soit (uy) suite géométrique de raison g # 1.
e Sig#1,ona:
n n & n k 1 |Q§+H
DU = ), ¢ Xup = ugX ), q = ug X
k=0 k=0 k=0 1—¢
e

n

On rappelle que sim € [0,n], ona: > ¢¢F = —~F——
) - k=m 1- q

Ce qu’on peut montrer aussi en écrivant la somme en extension :

n
M Q\A — QS:TQS.I N ITQ: — QSAHlTQIT ITQ:I.SV
k=m
n—m 1— Q3I3@+H QS _ QS.TH
= q" A > %v = q" =
k=0 l—¢q 1—¢q

3) Sig=1,ona:

n

n n
S = S 1 xug = Yu = (n+1) xu
k=0 k=0 k=0

Exercice (somme d’une suite arithmétique)
Soit (uy) une suite arithmétique.

a. Montrer que : Vk € [0,n], ux + tn_r = uo + un.
Uy + Un

n
b. En déduire que : Vn € N, >~ up = (n+1) 5
k=0

n
c. Retrouver la valeur de > k a l’aide de cette formule.
k=0
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Exercice

a.

Que peut-on dire du sens de variation d’une suite arithmétique ?
Soit (uy,) suite arithmétique de raison r. Alors :

Upgl — Uy = T

La suite (u,) est croissante si r > 0, décroissante sinon.

Que peut-on dire du sens de variation d’une suite géométrique ?
Soit (uy,) suite géométrique de raison gq.

e Siug =0 ouq =0, la suite est constante nulle.

Elle est donc & la fois croissante et décroissante.

« On suppose maintenant uy # 0 et g # 0.
On a donc : Vn € N, u, # 0 (récurrence immédiate).
1) Traitons le cas ug > 0.

x si¢g>0,on aalors:Vn €N, u, >0.

Un+1
Un

= 4q

La suite (u,) est croissante si ¢ > 1, décroissante sinon.
x si ¢ < 0, la suite change de signe d’un rang a ’autre.

La suite (u,) n’est donc ni croissante ni décroissante.

2) Le cas up < 0 est similaire.
Il faut cependant faire attention.
En effet, si la suite (u,) est négative on a :

Un+1
Un,

§§+HW§3AHV MH

x sig>0,on aalors:Vn €N, u, <0.

La suite (up,) est croissante si ¢ < 1, décroissante sinon.
x si ¢ <0, la suite change de signe d’un rang a l'autre.

La suite (u,) n’est donc ni croissante ni décroissante.

13



