
E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

II
I.
2.

c)
M

od
èl

e
d
e

ré
d
ac

ti
on

:
il
lu

st
ra

ti
on

su
r

u
n

ex
em

p
le

E
xe

rc
ic

e
M

on
tr

er
qu

e
to

ut
en

ti
er

n
>

2
es

t
m

ul
ti

pl
e

d’
un

no
m

br
e

pr
em

ie
r.

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
M

on
tr

on
s

pa
r

ré
cu

rr
en

ce
fo

rt
e

qu
e

:8
n
>

2
,P

(n
)

où
P

(n
)

:
n

es
t

m
ul

ti
pl

e
d’

un
no

m
br

e
pr

em
ie

r.

1.
In

it
ia

li
sa

ti
on

2
es

t
m

ul
ti

pl
e

d’
un

no
m

br
e

pr
em

ie
r

:l
ui

-m
êm

e.
A

in
si

,P
(2

)
es

t
vé

ri
fié

e.

2.
H

ér
éd

it
é

:
so

it
n
>

2
.

Su
pp

os
on

s
qu

e
la

pr
op

ri
ét

é
es

t
vé

ri
fié

e
ju

sq
u’

au
ra

ng
n

(a
ut

re
m

en
t

di
t,

P
(2

)
et

P
(3

)
et

..
.e

t
P

(n
)

so
nt

vr
ai

es
).

D
ém

on
tr

on
s

P
(n

+
1)

(i
.e

.
n

+
1

es
t

m
ul

ti
pl

e
d’

un
no

m
br

e
pr

em
ie

r)

D
eu

x
ca

s
se

pr
és

en
te

nt
.

•
Si

n
+

1
es

t
pr

em
ie

r
:

A
lo

rs
n

+
1

es
t

m
ul

ti
pl

e
de

lu
i-m

êm
e.

D
on

c
P

(n
+

1)
es

t
vé

ri
fié

e
da

ns
ce

ca
s.

•
Si

n
+

1
n’

es
t

pa
s

pr
em

ie
r

:
A

lo
rs

,p
ar

dé
fin

it
io

n,
n

+
1

ad
m

et
un

di
vi

se
ur

d
au

tr
e

qu
e

1
et

lu
i-

m
êm

e.
C

e
di

vi
se

ur
es

t
da

ns
l’e

ns
em

bl
e

J2
,n

K.
O

r,
pa

r
hy

po
th

ès
eS

de
ré

cu
rr

en
ce

(c
’e

st
P

(d
)

qu
in

ou
s

se
rt

ic
i)

,o
n

sa
it

qu
e

:d
es

t
m

ul
ti

pl
e

d’
un

no
m

br
e

pr
em

ie
r

p
.

P
ar

su
it

e,
n

+
1

es
t

m
ul

ti
pl

e
de

p
.

D
on

c
P

(n
+

1)
es

t
au

ss
iv

ér
ifi

ée
da

ns
ce

ca
s.

A
in

si
P

(n
+

1)
es

t
vé

ri
fié

e.

P
ar

pr
in

ci
pe

de
ré

cu
rr

en
ce

,o
n

a
:8

n
2

N
,

P
(n

).

24

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

C
H

V
:G

én
ér

al
ité

s
su

r
le

s
su

ite
s

ré
el

le
s

I.
N

ot
io

n
de

su
it

e

I.
1.

D
éfi

n
it

io
n

gé
n
ér

al
e

D
éfi

n
it

io
n

U
ne

su
it

e
de

no
m

br
e

ré
el

s
u

es
t

un
e

ap
p
li
ca

ti
on

de
N

da
ns

R
i.e

.
un

e
fo

nc
ti

on
de

N
da

ns
R

te
lle

qu
e

to
ut

él
ém

en
t

n
2

N
po

ss
èd

e
un

e
im

ag
e

pa
r

u
.

u
:

N
!

R
n
7!

u
(n

)

N
ot

at
io

n

•
O

n
ut

ili
se

ra
la

no
ta

ti
on

u
n

po
ur

re
pr

és
en

te
r

u
(n

),
l’i

m
ag

e
de

l’a
pp

lic
a-

ti
on

u
au

po
in

t
n
.

•
P
ou

r
ce

t
él

ém
en

t
u

n
,
on

pr
éf

ér
er

a
pa

rl
er

de
va

le
ur

de
la

su
it

e
au

ra
ng

n
ou

en
co

re
de

te
rm

e
gé

n
ér

al
d
e

la
su

it
e.

•
U

ne
te

lle
ap

pl
ic

at
io

n
u

se
ra

gé
né

ra
le

m
en

t
no

té
e

(u
n
) n

2N
ou

to
ut

si
m

-
pl

em
en

t
(u

n
).

R
em

ar
qu

e
O

n
po

ur
ra

au
ss

ic
on

si
dé

re
r

de
s

su
it

es
:

⇥
dé

fin
ie

s
se

ul
em

en
t

à
pa

rt
ir

du
ra

ng
1

u
:

N
⇤
!

R

n
7!

1 n

v
:

N
⇤
!

R
n
7!

ln
(n

)

1



E
C

E
1-B

2015-2016

2)
O

n
considère

la
suite

(v
n
)

définie
par

:
8<:

v
0

=
2

8
n
2

N
⇤,

v
n

=
n�

1
Pk
=

0

(k
+

1)v
k

D
ém

ontrer
que

:8
n
>

2
,v

n
=

(n
+

1)!
O

n
pourra

se
servir

du
fait

que
:
(k

+
1)

=
((k

+
2)�

1)

3)
O

n
considère

la
suite

(w
n
)

définie
par

:
⇢

w
0

=
1

8
n
2

N
,

w
n
+

1
=

w
0
+

w
1
+

···
+

w
n

M
ontrer

que
:8

n
2

N
,

w
n
6

2
n.

R
em

arqu
e

C
es

exem
ples

sont
assez

artificiels.
O

n
peut

en
effet

les
traiter

par
récurrence

sim
ple

en
rem

arquant
que

:

1)
u

n
+

1
=

✓
1

+
1

n
+

1 ◆
u

n ,

2)
v
n
+

1
=

(n
+

2)v
n ,

3)
w

n
+

1
=

2w
n .

23

E
C

E
1-B

2015-2016

⇥
définies

seulem
ent

à
partir

du
rang

2
:

(ln
(n
�

1))
n>

2

⇥
définiesseulem

entà
partirdu

rang
m

(pour
m
2

N
): ✓

1

n
�

(m
�

1) ◆

n>
m

I.2.
C

om
m

ent
d
éfi

n
ir

u
n
e

su
ite

?

a)
P
ar

form
u
le

exp
licite

•
8
n
2

N
,

u
n

=
5n

+
3

•
8
n
2

N
,

u
n

=
2.7

n

b)
P
ar

form
u
le

récu
rrente

•

⇢
u

0
=

3
8
n
2

N
,

u
n
+

1
=

u
n

+
5

(cette
suite

est
arithm

étique,
cf

plus
loin)

•

⇢
u

0
=

2
8
n
2

N
,

u
n
+

1
=

7⇥
u

n

(cette
suite

est
géom

étrique,
cf

plus
loin)

•

8<:
u

0
=
�
p

2
u

1
=

2
ln

(3)
8
n
2

N
,

u
n
+

2
=

7⇥
u

n
+

1 �
4
u

n

(cette
suite

est
dite

récurrente
linéaire

d’ordre
2,

cf
plus

loin)

•

8<:
u

0
=

8
u

1
=

10
8
n
2

N
,

u
n
+

2
=

7
ln

(u
n
+

1 )
+

4u
n

+
1

(cette
suite

n’est
ni

arithm
étique,

ni
géom

étrique
...)

c)
P
ar

restriction
su

r
N

d
’u

n
e

fon
ction

réelle

•
f

:
R
!

R
x
7!

x
⇥

e � p
|x|

et
8
n
2

N
,

u
n

=
f
(n

)
=

n
⇥

e � p
|n|

É
videm

m
ent,ce

type
de

définition
n’est

possible
que

sila
fonction

f
est

définie
sur

un
ensem

ble
quiinclut

N
.

O
n

obtient
ainsiune

form
ule

explicite
pour

la
suite.

2



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

II
I.
2.

R
éc

u
rr

en
ce

s
fo

rt
es

II
I.
2.

a)
P
ou

r
qu

el
s

ty
p
es

d
’é

n
on

cé

C
e

pr
in

ci
pe

de
ré

cu
rr

en
ce

es
t

ad
ap

té
lo

rs
qu

e,
po

ur
dé

m
on

tr
er

un
e

pr
op

ri
ét

é
à

un
ce

rt
ai

n
ra

ng
,i

le
st

né
ce

ss
ai

re
de

sa
vo

ir
qu

e
ce

tt
e

pr
op

ri
ét

é
es

t
vé

ri
fié

e
à

to
u
s

le
s

ra
n
gs

p
ré

cé
d
en

ts
.I

le
st

do
nc

cl
as

si
qu

e
d’

op
ér

er
pa

r
ré

cu
rr

en
ce

fo
rt

e
po

ur
pr

ou
ve

r
de

s
pr

op
ri

ét
és

su
r

de
s

su
it

es
(u

n
)

qu
i

so
nt

dé
fin

ie
s

so
us

la
fo

rm
e

:

⇢
u

0
do

nn
é

8n
2

N
,u

n
+

1
=

f n
(u

0
,u

1
,.

..
,u

n
)

où
f n

es
t

un
e

fo
nc

ti
on

à
n

+
1

va
ri

ab
le

s.

II
I.
2.

b
)

A
sp

ec
t

th
éo

ri
qu

e

T
h
éo

rè
m

e
5.

So
it

P
un

e
pr

op
ri

ét
é

dé
fin

ie
su

r
N

et
te

lle
qu

e
:

1.
In

it
ia

lis
at

io
n

:
P

(0
)

es
t
vr

ai
e

2.
H

ér
éd

it
é

:
8n
2

N
,(

P
(0

)
E
T

P
(1

)
E
T

P
(2

)
E
T

..
.
E
T

P
(n

)
)

P
(n

+
1)

)

A
lo

rs
la

pr
op

ri
ét

é
es

t
vé

ri
fié

e
po

ur
to

ut
en

ti
er

na
tu

re
ln

>
0.

A
ut

re
m

en
t
di

t
:
8n

>
0,

P
(n

)

E
xe

m
p
le

1)
O

n
co

ns
id

èr
e

la
su

it
e

(u
n
)

dé
fin

ie
pa

r
:

8 < :
u

0
=

2

8n
2

N
⇤ ,

u
n

=
n
�

1
P k
=

0

u
k

k
+

1

D
ém

on
tr

er
qu

e
:8

n
>

2
,u

n
=

n
+

1
.

22

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

I.
3.

P
ro

p
ri

ét
és

-
vo

ca
b
u
la

ir
e

I.
3.

a)
S
en

s
d
e

va
ri

at
io

n

U
ne

su
it

e
es

t
cr

oi
ss

an
te

si
el

le
dé

fin
it

un
e

fo
nc

ti
on

cr
oi

ss
an

te
.

(u
n
)

cr
oi

ss
an

te
,

(8
m
2

N
,8

n
2

N
,

(m
6

n
)

u
m

6
u

n
))

O
n

ut
ili

se
en

fa
it

la
dé

fin
it

io
n

su
iv

an
te

qu
i

ti
re

pa
rt

ie
de

s
pr

op
ri

ét
és

de
N

.

D
éfi

n
it

io
n

(S
en

s
de

va
ri

at
io

n
de

s
su

it
es

)

•
U

ne
su

it
e

(u
n
)

es
t

di
te

cr
oi

ss
an

te
si

:
8n
2

N
,

u
n
+

1
>

u
n

•
U

ne
su

it
e

(u
n
)

es
t

di
te

d
éc

ro
is

sa
nt

e
si

:
8n
2

N
,

u
n
+

1
6

u
n

•
D

an
s

le
ca

s
où

ce
s

in
ég

al
it

és
so

nt
st

ri
ct

es
,

on
pa

rl
er

a
de

cr
oi

ss
an

ce
st

ri
ct

e
et

de
d
éc

ro
is

sa
n
ce

st
ri

ct
e.

•
U

ne
su

it
e

(u
n
)

es
t

di
te

(s
tr

ic
te

m
en

t)
m

on
ot

on
e

si
el

le
es

t
:

⇥
so

it
(s

tr
ic

te
m

en
t)

cr
oi

ss
an

te
,

⇥
so

it
(s

tr
ic

te
m

en
t)

d
éc

ro
is

sa
nt

e.
•

U
ne

su
it

e
à

la
fo

is
cr

oi
ss

an
te

et
dé

cr
oi

ss
an

te
es

t
co

n
st

an
te

.

(u
n
)

co
ns

ta
nt

e
,
9a
2

R
,8

n
2

N
,

u
n

=
a

,
8n
2

N
,

u
n

=
u

0

,
8n
2

N
,

u
n
+

1
=

u
n

•
U

ne
su

it
e

es
t

di
te

st
at

io
n
n
ai

re
si

el
le

es
t

co
ns

ta
nt

e
à

pa
rt

ir
d’

un
ce

r-
ta

in
ra

ng
.

9n
0
2

N
,8

n
2

N
,

(n
>

n
0
)

u
n

=
u

n
0
)

•
D

e
m

an
iè

re
gé

né
ra

le
,
on

di
t

qu
’u

ne
pr

op
ri

ét
é

P
(.

)
es

t
vé

ri
fié

e
à

pa
rt

ir
d’

un
ce

rt
ai

n
ra

ng
si

:
9n

0
2

N
,8

n
2

N
,

(n
>

n
0
)

P
(n

))

E
xe

rc
ic

e
M

on
tr

er
qu

e
ce

s
de

ux
no

ti
on

s
de

cr
oi

ss
an

ce
so

nt
éq

ui
va

le
nt

es
.

3



E
C

E
1-B

2015-2016

III.1.c)
M

od
èle

d
e

réd
action

:
illu

stration
su

r
u
n

exem
p
le

O
n

considère
la

suite
(u

n
)

définie
par

:
⇢

u
0

=
1,

u
1

=
�

5
8
n
2

N
,

u
n
+

2
=

5u
n
+

1 �
6
u

n

M
ontrer

que
:8

n
2

N
,

u
n

=
8⇥

2
n�

7⇥
3

n.
(ou

par
la

m
éthode

d’étude
des

suites
récurrentes

linéaires
d’ordre

2)

D
ém

onstration.
M

ontrons
par

récurrence
double

que
:8

n
2

N
,P

(n
)

où
P

(n
)

:
u

n
=

8⇥
2

n�
7⇥

3
n.

1.
In

itialisation

•
D

’une
part,

8⇥
2
0�

7⇥
3
0

=
8�

7
=

1
et

d’autre
part

u
0

=
1.

D
oncP

(0).

•
D

’une
part,

8⇥
2
1�

7⇥
3
1

=
8⇥

2�
7⇥

3
=

16�
21

=
�

5
et

d’autre
part

u
1

=
�

5.
D

oncP
(1).

2.
H

éréd
ité

:
soit

n
2

N
.

SupposonsP
(n

)
etP

(n
+

1)
sont

vérifiées.

D
ém

ontronsP
(n

+
2).

(i.e.
u

n
+

2
=

8⇥
2

n
+

2�
7⇥

3
n
+

2)
P
ar

définition
de

la
suite

(u
n
),on

a
:

u
n
+

2
=

5
u

n
+

1 �
6u

n

=
5(8⇥

2
n
+

1�
7⇥

3
n
+

1)�
6(8⇥

2
n�

7⇥
3

n
)

(par
H

.R
.)

=
8⇥

2
n
(5⇥

2�
6)�

7⇥
3

n
(5⇥

3�
6)

=
8⇥

2
n⇥

4�
7⇥

3
n⇥

9
=

8⇥
2

n
+

2�
7⇥

3
n
+

2

D
oncP

(n
+

2)
est

vérifiée.

P
ar

principe
de

récurrence,on
a

:8
n
2

N
,

P
(n

).

21

E
C

E
1-B

2015-2016

M
éth

od
ologie

P
our

m
ontrer

qu’une
suite

est
croissante,ilfaut

dém
ontrer

que
:

8
n
2

N
,

u
n
+

1
>

u
n

C
herchons

à
sim

plifier
cette

inégalité.Soit
n
2

N
.

1)
E

n
déplaçant

u
n

de
l’autre

côté
de

l’inégalité
:

u
n
+

1
>

u
n
,

u
n
+

1 �
u

n
>

0

À
reten

ir
:pour

étudier
la

m
onotonie

d’une
suite

(u
n
),on

peut
étudier

le
signe

de
la

quantité
u

n
+

1 �
u

n .

2)
E

n
divisant

par
u

n
:

a.
Si

u
n

>
0

:
u

n
+

1
>

u
n
,

u
n
+

1

u
n

>
1

b.
Si

u
n

<
0

:
u

n
+

1
>

u
n
,

u
n
+

1

u
n

6
1

D
ans

le
cas

des
suites

de
signe

constant,on
peut

donc
étudier

la
m

o-
notonie

de
(u

n
)

en
form

ant
le

quotient.P
lus

précisém
ent

:

À
reten

ir
:pour

étudier
la

m
onotonie

d’une
suite

(u
n
),

•
Si

(u
n
)

est
une

suite
strictem

ent
positive

(8
n
2

N
,
u

n
>

0)

(u
n
)

croissante
,
8
n
2

N
,

u
n
+

1

u
n

>
1

(u
n
)

décroissante
,
8
n
2

N
,

u
n
+

1

u
n

6
1

•
Si

(u
n
)

est
une

suite
strictem

ent
négative

(8
n
2

N
,
u

n
<

0)

(u
n
)

croissante
,
8
n
2

N
,

u
n
+

1

u
n

6
1

(u
n
)

décroissante
,
8
n
2

N
,

u
n
+

1

u
n

>
1

(pour
m

onotonie
stricte

:rem
placer

inégalités
larges

par
des

strictes)

4



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

II
I.

R
et

ou
r

su
r

le
pr

in
ci

p
e

de
ré

cu
rr

en
ce

II
I.
1.

R
éc

u
rr

en
ce

d
ou

b
le

II
I.
1.

a)
P
ou

r
qu

el
s

ty
p
es

d
’é

n
on

cé
s

C
e

pr
in

ci
pe

de
ré

cu
rr

en
ce

es
t

ad
ap

té
lo

rs
qu

e,
po

ur
dé

m
on

tr
er

un
e

pr
op

ri
ét

é
à

un
ce

rt
ai

n
ra

ng
,i

le
st

né
ce

ss
ai

re
de

sa
vo

ir
qu

e
ce

tt
e

pr
op

ri
ét

é
es

t
vé

ri
fié

e
au

x
d
eu

x
ra

n
gs

p
ré

cé
d
en

ts
.I

le
st

do
nc

cl
as

si
qu

e
d’

op
ér

er
pa

r
ré

cu
rr

en
ce

do
ub

le
po

ur
pr

ou
ve

r
de

s
pr

op
ri

ét
és

su
r

de
s

su
it

es
(u

n
)

qu
i

so
nt

dé
fin

ie
s

so
us

la
fo

rm
e

:

⇢
u

0
,u

1
do

nn
és

8n
2

N
,u

n
+

2
=

f
(u

n
+

1
,u

n
)

où
f

es
t

un
e

fo
nc

ti
on

à
de

ux
va

ri
ab

le
s.

II
I.
1.

b
)

A
sp

ec
t

th
éo

ri
qu

e

T
h
éo

rè
m

e
4.

So
it

P
un

e
pr

op
ri

ét
é

dé
fin

ie
su

r
N

et
te

lle
qu

e
:

1.
In

it
ia

lis
at

io
n

:
P

(0
)

et
P

(1
)

so
nt

vr
ai

es

2.
H

ér
éd

it
é

:
8n

>
0
,

(P
(n

)
E
T

P
(n

+
1)
)

P
(n

+
2)

)

A
lo

rs
la

pr
op

ri
ét

é
es

t
vé

ri
fié

e
po

ur
to

ut
en

ti
er

na
tu

re
l.

A
ut

re
m

en
t
di

t
:
8n

>
0,

P
(n

)

E
xe

rc
ic

e
O

n
co

ns
id

èr
e

la
su

it
e

(u
n
)

dé
fin

ie
pa

r
:

⇢
u

0
=

1,
u

1
=

4
8n
2

N
,

u
n
+

2
=
p

u
n
u

n
+

1

M
on

tr
er

qu
e

:8
n
2

N
,
u

n
es

t
bi

en
dé

fin
ie

t
te

lq
ue

u
n

>
0.

20

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

E
xe

rc
ic

e
So

it
(u

n
)

un
e

su
it

e
te

lle
qu

’il
n’

ex
is

te
au

cu
n

ra
ng

à
pa

rt
ir

du
qu

el
el

le
es

t
de

si
gn

e
co

ns
ta

nt
.M

on
tr

er
qu

e
(u

n
)

n’
es

t
pa

s
m

on
ot

on
e.

R
em

ar
qu

e
La

fo
rm

e
de

u
n

no
us

pe
rm

et
de

dé
ci

de
r

qu
el

le
qu

an
ti

té
co

ns
id

ér
er

:

⇥
si

u
n

es
t

dé
fin

ie
«

à
l’a

id
e

de
so

m
m

es
»,

on
fo

rm
e

la
qu

an
ti

té
u

n
+

1
�

u
n
.

⇥
si

u
n

es
t

dé
fin

ie
«

à
l’a

id
e

de
qu

ot
ie

nt
s
»,

on
fo

rm
e

la
qu

an
ti

té
u

n
+

1

u
n

.

E
xe

m
p
le

D
ét

er
m

in
er

le
se

ns
de

va
ri

at
io

n
de

s
su

it
es

(u
n
)

et
(v

n
)

dé
fin

ie
s

pa
r

:

a)
8n
2

N
⇤ ,

u
n

=
n P k
=

1

1 k

So
it

n
2

N
⇤ .

O
n

a
:u

n
+

1
�

u
n

=
1

n
+

1
>

0
.

A
in

si
,l

a
su

it
e

(u
n
)

es
t

cr
oi

ss
an

te
.

(e
lle

es
t

m
êm

e
st

ri
ct

em
en

t
cr

oi
ss

an
te

pu
is

qu
e

1

n
+

1
>

0
)

b)
8n
2

N
⇤ ,

v n
=

n
!
p

n
.

So
it

n
2

N
⇤ .

C
om

m
e

n
!
>

0
et
p

n
>

0,
on

a
:v

n
>

0
.

La
su

it
e

(v
n
)

es
t

st
ri

ct
em

en
t

po
si

ti
ve

.O
r

:

v n
+

1

v n
=

(n
+

1
)!

p
n

+
1
⇥
p

n

n
!

=
(n

+
1)
⇥

(n
!)

p
n

+
1

⇥
p

n

n
!

=

p
n

+
1
⇥
p

n
+

1
p

n
+

1
⇥
p

n
=
p

n
+

1
⇥
p

n
>

1

A
in

si
la

su
it

e
(v

n
)

es
t

st
ri

ct
em

en
t

cr
oi

ss
an

te
.

5



E
C

E
1-B

2015-2016

•
O

n
en

déduitla
form

ule
explicite

de
(u

n
):8

n
2

N
,

u
n

=
�⇥

r
1
n
+

µ⇥
r
2
n

où
les

valeurs
�

et
µ

sont
données

par
le

systèm
e

:

(S
)

⇢
0

=
�

+
µ

(valeur
en

n
=

0)
1

=
�
⇥

r
1

+
µ
⇥

r
2

(valeur
en

n
=

1)

R
ésolvons-le.

(S
)
,
⇢
�

1
=

(r
1 �

r
2 )

µ
r
1 ⇥

(L
1
)�

(L
2
)

�
1

=
(r

2 �
r
1 )
�

r
2 ⇥

(L
1
)�

(L
2
)

N
otons

enfin
que

:
r
2 �

r
1

=
1

+
p

5

2
�

1�
p

5

2
=
p

5.

O
n

en
déduit

que
:
�

=
�

1p5
et

µ
=

1p5 .

•
A

insi,pour
tout

n
2

N
,on

a
:

u
n

=
�

1p5

 
1�
p

5

2

!
n

+
1p5

 
1

+
p

5

2

!
n

=
1p5

" 
1

+
p

5

2

!
n�

 
1�
p

5

2

!
n #

R
em

arqu
e

•
D

ans
cette

résolution,on
a

conservé
r
1

et
r
2

dans
le

systèm
e

(S
).

C
e

choix
a

été
fait

uniquem
ent

pour
alléger

les
calculs

quisuivent.

•
G

énéralem
ent,on

utilise
directem

ent
les

valeurs
de

r
1

et
r
2

pour
écrire

et
résoudre

le
systèm

e
(S

).

19

E
C

E
1-B

2015-2016

I.3.b
)

B
orn

es
d
’u

n
e

su
ite

réelle

D
éfi

n
ition

(N
otion

de
m

ajorant,
m

inorant)
•

U
ne

suite
(u

n
)

est
dite

m
ajorée

sielle
adm

et
un

m
ajorant.

9
M
2

R
,8

n
2

N
,

u
n
6

M

•
U

ne
suite

(u
n
)

est
dite

m
in

orée
sielle

adm
et

un
m

inorant.

9
m
2

R
,8

n
2

N
,

u
n
>

m

•
U

ne
suite

à
la

fois
m

ajorée
et

m
inorée

est
dite

b
orn

ée.

(u
n
)

est
bornée

,
9
(m

,M
)2

R
2,8

n
2

N
,

m
6

u
n
6

M

R
em

arqu
e

•
Si

une
suite

(u
n
)

adm
et

un
m

ajorant
M

,
tout

réel
R

>
M

est
aussi

m
ajorant

de
la

suite
puisqu’on

a
alors

:
8
n
2

N
,

u
n
6

M
6

R
.

•
A

insi,sila
suite

(u
n
)

adm
et

un
m

ajorant,elle
en

adm
et

une
infinité.

•
U

n
m

ajorant
d’une

suite
(u

n
)

est
un

réel
indépendant

de
la

valeur
de

n.P
ar

exem
ple,

si
on

a
(u

n
)

telle
que

:8
n
2

N
,

u
n
6

n
2,

on
n
e

p
eu

t
p
as

en
conclure

que
(u

n
)

est
m

ajorée.
(par

exem
ple,on

a
:8

n
2

N
,

n
6

n
2
m

ais
la

suite
(n

)
n’estpas

m
ajorée)

E
xem

p
le

C
onsidérons

la
suite

✓
2�

1n ◆
.

•
E

lle
est

m
ajorée

par
2

puisque
:
2�

1n
6

2.

•
E

lle
est

donc
m

ajorée
par

:
2,

2.1,e,
3,

72 , p
37

...

•
P
arm

ices
m

ajorants,ilconvient
de

distinguer
«

le
m

eilleur
»

i.e.
celui

quiapporte
le

plus
d’inform

ation
sur

la
suite.

Ils’agit
icide

2,le
plus

petit
des

m
ajorants

de
la

suite.

6



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

2)
Si

�
=

a
2
+

4
b

=
0

A
lo

rs
le

po
ly

nô
m

e
ad

m
et

un
e

ra
ci

ne
do

ub
le

r.
La

fo
rm

ul
e

ex
pl

ic
it
e

de
(u

n
)

es
t
do

nn
ée

pa
r

:

u
n

=
�
⇥

rn
+

µ
⇥

n
⇥

rn

où
le

s
ré

el
s
�

et
µ

so
nt

do
nn

és
pa

r
⇢

�
=

u
0

�
r

+
µ
⇥

r
=

u
1

3)
Si

�
=

a
2
+

4
b

<
0

A
lo

rs
le

po
ly

nô
m

e
n’

ad
m

et
pa

s
de

ra
ci

ne
ré

el
le

.
U

ne
fo

rm
ul

e
ex

pl
ic

it
e

po
ur

la
su

it
e

(u
n
)

ex
is
te

bi
en

m
ai

s
ne

se
ra

pa
s

do
nn

ée
ic

i
(H

or
s

P
ro

gr
am

m
e)

.

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
H

or
s

pr
og

ra
m

m
e

et
do

nc
no

n
dé

ve
lo

pp
ée

ic
i.

E
xe

rc
ic

e
(s

ui
te

de
F
ib

on
ac

ci
)

O
n

co
ns

id
èr

e
la

su
it

e
do

nn
ée

pa
r

:
8 < :

u
0

=
0

u
1

=
1

8n
2

N
,

u
n
+

2
=

u
n
+

1
+

u
n

D
on

ne
r

un
e

fo
rm

ul
e

ex
pl

ic
it

e
de

ce
tt

e
su

it
e.

•
L’

éq
ua

ti
on

ca
ra

ct
ér

is
ti

qu
e

as
so

ci
ée

à
la

su
it

e
(u

n
)

es
t

:x
2

=
x

+
1
.

N
ot

on
s

P
le

po
ly

nô
m

e
:P

(X
)

=
X

2
�

X
�

1.
So

n
di

sc
ri

m
in

an
t

es
t
�

=
(�

1)
2
�

4
(�

1)
=

1
+

4
=

5
>

0.
C

e
po

ly
nô

m
e

ad
m

et
do

nc
de

ux
ra

ci
ne

s
di

sc
ti

nc
te

s
:

r 1
=

1
�
p

5

2
et

r 2
=

1
+
p

5

2

18

E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

D
éfi

n
it

io
n

(N
ot

io
n

de
bo

rn
e

su
pé

ri
eu

re
,
in

fé
ri

eu
re

)
•

T
ou

te
su

it
e

ré
el

le
(u

n
)

m
aj

or
ée

ad
m

et
un

e
b
or

n
e

su
p
ér

ie
u
re

:
pa

r
dé

fin
it

io
n,

c’
es

t
le

pl
us

pe
ti

t
de

s
m

aj
or

an
ts

de
la

su
it

e.

O
n

no
te

ra
su

p
n
2N

u
n

la
bo

rn
e

su
pé

ri
eu

re
de

(u
n
).

•
T
ou

te
su

it
e

ré
el

le
(u

n
)

m
in

or
ée

ad
m

et
un

e
b
or

n
e

in
fé

ri
eu

re
:

pa
r

dé
fin

it
io

n,
c’

es
t

le
pl

us
gr

an
d

de
s

m
in

or
an

ts
de

la
su

it
e.

O
n

no
te

ra
in

f
n
2N

u
n

la
bo

rn
e

in
fé

ri
eu

re
de

(u
n
).

R
em

ar
qu

e
•

P
ar

dé
fin

it
io

n,
la

bo
rn

e
su

pé
ri

eu
re

de
(u

n
)

(s
i
el

le
ex

is
te

!)
es

t
un

m
a-

jo
ra

nt
de

(u
n
).

O
n

es
t

do
nc

da
ns

l’u
n

de
s

de
ux

ca
s

su
iv

an
ts

:
⇥

so
it

(u
n
)
es

t
m

aj
or

ée
et

,d
an

s
ce

ca
s,

el
le

ad
m

et
un

e
bo

rn
e

su
pé

ri
eu

re
,

⇥
so

it
(u

n
)

n’
es

t
pa

s
m

aj
or

ée
et

,d
an

s
ce

ca
s,

el
le

n’
ad

m
et

pa
s

de
bo

rn
e

su
pé

ri
eu

re
.

•
Il

es
t

à
no

te
r

qu
e

la
bo

rn
e

su
pé

ri
eu

re
de

(u
n
)

(s
ie

lle
ex

is
te

!)
n’

es
t

pa
s

fo
rc

ém
en

t
un

él
ém

en
t

de
la

su
it

e.
•

P
ar

ex
em

pl
e,

la
su

it
e

(u
n
)

de
te

rm
e

gé
né

ra
le

u
n

=
2
�

1 n
ad

m
et

po
ur

bo
rn

e
su

pé
ri

eu
re

su
p

n
2N

u
n

=
2
.E

t
2

n’
es

t
ja

m
ai

s
at

te
in

t
(8

n
2

N
,

u
n
6=

2
).

•
Si

le
«

m
ei

lle
ur

»
de

s
m

aj
or

an
ts

es
t

at
te

in
t,

on
pa

rl
e

de
m

ax
im

um
.

D
éfi

n
it

io
n

(N
ot

io
n

de
m

ax
im

um
,
m

in
im

um
)

•
O

n
di

ra
qu

’u
ne

su
it

e
(u

n
)

ad
m

et
un

m
ax

im
u
m

at
te

in
t

au
ra

ng
n

0
si

:

9n
0
,8

n
2

N
,

u
n
6

u
n

0

U
n

m
ax

im
um

at
te

in
t

au
ra

ng
n

0
se

ra
no

té
:u

n
0

=
m

a
x

n
2N

u
n
.

•
O

n
di

ra
qu

’u
ne

su
it

e
(u

n
)

ad
m

et
un

m
in

im
u
m

at
te

in
t

au
ra

ng
n

0
si

:

9n
0
,8

n
2

N
,

u
n
>

u
n

0

U
n

m
in

im
um

at
te

in
t

au
ra

ng
n

0
se

ra
no

té
:u

n
0

=
m

in
n
2N

u
n
.

7



E
C

E
1-B

2015-2016

II.4.
S
u
ites

récu
rrentes

lin
éaires

d
’ord

re
2

II.4.a)
D

éfi
n
ition

D
éfi

n
ition

•
U

ne
suite

(u
n
)

est
dite

récu
rrente

lin
éaire

d
’ord

re
2

s’ilexiste
deux

réels
(non

nuls)
a

et
b

tels
que

:

8
n
2

N
,

u
n
+

2
=

a⇥
u

n
+

1
+

b⇥
u

n

•
O

n
appelle

équ
ation

caractéristiqu
e

associée
à

la
suite

(u
n
)

l’équa-
tion

(en
la

variable
x)

x
2

=
a
x

+
b.O

n
peut

la
réécrire

:

x
2�

a
x
�

b
=

0

II.4.b
)

M
éth

od
e

d
’étu

d
e

C
ette

m
éthode

est
basée

sur
le

calcul
des

racines
de

l’équation
caracté-

ristique.O
n

a
ainsitrois

cas
différents,en

fonction
du

discrim
inant

�
du

polynôm
e

caractéristique.

T
h
éorèm

e
3.

Soit
(u

n
)

une
suite

récurrente
linéaire

d’ordre
2.

Ilexiste
donc

a
6=

0
et

b6=
0

tels
que

:8
n
2

N
,

u
n
+

2
=

a
u

n
+

1
+

bu
n .

1)
Si

�
=

a
2
+

4
b

>
0

A
lors

le
polynôm

e
adm

et
deux

racines
réelles

distinctes
r
1

et
r
2 .

La
form

ule
explicite

de
(u

n
)

est
donnée

par
:

u
n

=
�
⇥

r
n1

+
µ
⇥

r
n2

où
les

réels
�

et
µ

sont
donnés

par
⇢

�
+

µ
=

u
0

�
⇥

r
1

+
µ
⇥

r
2

=
u

1
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R
em

arqu
e

Les
notions

de
m

axim
um

et
de

borne
supérieure

sont
différentes.

1)
Si

une
suite

adm
et

un
m

axim
um

,
alors

elle
adm

et
aussi

une
borne

supérieure
quiest

égale
à

ce
m

axim
um

.
2)

A
insi,siune

suite
n’adm

et
pas

de
borne

supérieure,elle
n’adm

et
pas

non
plus

de
m

axim
um

.(c’est
la

contraposée
du

point
précédent)

3)
U

ne
suite

peut
adm

ettre
une

borne
supérieure

m
ais

pas
de

m
axim

um
.

A
utrem

ent
dit,

la
borne

supérieure
d’une

suite
n’est

pas
forcém

ent
atteinte

(i.e.
n’est

pas
forcém

ent
un

élém
ent

de
la

suite).
(considérer

par
exem

ple
la

suite
(2�

1n
))

E
xercice

a)
La

suite
✓

1�
1

n
+

1 ◆
est-elle

m
ajorée?

M
inorée?

A
dm

et-elle
une

borne
supérieure?

U
ne

borne
inférieure?

b)
R

épondre
aux

m
êm

es
questions

dans
le

cas
de

la
suite

✓
1

+
1

n
+

1 ◆
.

P
rop

riété
(C

aractérisation
des

suites
bornées)

(u
n
)

est
bornée

,
9
M

>
0,8

n
2

N
,

|u
n |

6
M

A
utrem

ent
dit

:
(u

n
)

est
bornée

ssi
la

suite
(|u

n |)
possède

un
m

ajorant.

D
ém

onstration.
O

n
procède

par
double

im
plication.

()
)

Si
(u

n
)

est
bornée,ilexiste

m
1

et
M

1
tels

que
:8

n
2

N
,

m
1 6

u
n
6

M
1 .

N
otons

M
=

m
ax

(|m
1 |,|M

1 |).O
n

a
alors

:

8
n
2

N
,

|u
n |6

M

((
)

Ilsuffi
t

de
rem

arquer
que

(propriété
de

la
fonction

valeur
absolue)

:

|u
n |

6
M
,
�

M
6

u
n

6
M

8
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4)
C
on

cl
us

io
n

:
ob

te
nt

io
n

de
la

fo
rm

ul
e

ex
pl

ic
it
e

po
ur

(u
n
)

O
n

a
do

nc
,p

ou
r

to
ut

n
2

N
:

u
n
�
�

=
a

n
⇥

(u
0
�
�
)

O
n

ob
ti

en
t

do
nc

un
e

fo
rm

ul
e

ex
pl

ic
it

e
po

ur
(u

n
).

8n
2

N
,

u
n

=
a

n
⇥

(u
0
�
�
)
+
�

R
em

ar
qu

e
•

Le
pr

in
ci

pe
de

la
dé

m
on

st
ra

ti
on

es
t
de

fa
ir

e
ap

pr
aî

tr
e

u
n

co
m

m
e

so
m

m
e

d’
un

e
pa

rt
ie

gé
om

ét
ri

qu
e

(v
n
)

et
d’

un
él

ém
en

t
(�

)
:u

n
=

v n
+
�
.

•
Le

ss
ui

te
sa

ri
th

m
ét

ic
o-

gé
om

ét
ri

qu
es

ap
pa

ra
is

se
nt

ai
ns

ic
om

m
e

de
ss

ui
te

s
gé

om
ét

ri
qu

es
tr

an
sl

at
ée

s
de

�
.

•
O

n
no

te
qu

e
la

pa
rt

ie
gé

om
ét

ri
qu

e
da

ns
la

dé
fin

it
io

n
de

(u
n
)
(u

n
+

1
=

a
⇥

u
n
+

..
.)

se
re

tr
ou

ve
da

ns
la

fo
rm

ul
e

ex
pl

ic
it

e
(u

n
=

a
n
⇥

(u
0
�
�
)+

..
.)

.

E
xe

rc
ic

e
N

ot
on

s
(u

n
)

la
su

it
e

dé
fin

ie
pa

r
u

0
=

0
et

:8
n
2

N
,

u
n
+

1
=

3
⇥

u
n

+
2
.

D
on

ne
r

un
e

fo
rm

ul
e

ex
pl

ic
it

e
de

(u
n
)

pu
is

ca
lc

ul
er

n P k
=

0

u
k
.

1)
L’

éq
ua

ti
on

de
po

in
t

fix
e

as
so

ci
ée

à
la

su
it

e
(u

n
)

es
t

:x
=

3
⇥

x
+

2
.

O
r

:x
=

3
⇥

x
+

2
,

2
⇥

x
=
�

2
C

et
te

éq
ua

ti
on

a
do

nc
po

ur
un

iq
ue

so
lu

ti
on

:�
=
�

1
.

2)
O

n
éc

ri
t

:
u

n
+

1
=

3
⇥

u
n

+
2

(L
1
)

�
=

3
⇥

�
+

2
(L

2
)

et
do

nc
u

n
+

1
�
�

=
3
⇥

(u
n
�
�
)

(L
1
)
�

(L
2
)

N
ot

on
s

al
or

s
(v

n
)

la
su

it
e

de
te

rm
e

gé
né

ra
lv

n
=

u
n
�
�
.

3)
La

su
it

e
(v

n
)

es
t

gé
om

ét
ri

qu
e

de
ra

is
on

3
.

A
in

si
:
8n
2

N
,

v n
=

3n
⇥

v 0
=

3n
(u

0
�
�
)

=
3n

(0
�

(�
1)

)
=

3
n
.

4)
O

n
a

do
nc

,p
ou

r
to

ut
n
2

N
:

u
n

=
v n

+
�

=
3

n
�

1.

E
nfi

n,
n P k
=

0

u
k

=
n P k
=

0

(3
k
�

1)
=

n P k
=

0

3k
�

n P k
=

0

1
=

1
�

3n
+

1

1
�

3
�

(n
+

1)

=
2

(3
n
+

1
�

1)
�

n
�

1
=

2
⇥

3n
+

1
�

n
�

3
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I.
3.

c)
S
u
it

es
ex

tr
ai

te
s

D
éfi

n
it

io
n

So
it

(u
n
)

es
t

un
e

su
it

e.
So

it
'

:
N
!

N
un

e
ap

pl
ic

at
io

n
st

ri
ct

em
en

t
cr

oi
ss

an
te

.

•
La

su
it

e
(u

'
(n

))
es

t
un

e
so

u
s-

su
it

e
(o

u
su

it
e

ex
tr

ai
te

)
de

(u
n
).

E
xe

m
p
le

C
on

si
dé

ro
ns

la
su

it
e

(u
n
)

de
te

rm
e

gé
né

ra
lu

n
=

(�
1
)n

n
+

1
.

•
Si

on
no

te
v n

=
u

2
n
,

al
or

s
(v

n
)

es
t

un
e

su
it

e
ex

tr
ai

te
de

(u
n
)

dé
fin

ie
pa

r
:

8n
2

N
,

v n
=

(�
1
)2

n

(2
n
)
+

1
=

1

2
n

+
1
.

•
Si

on
no

te
w

n
=

u
2
n
+

1
,a

lo
rs

(v
n
)

es
t

un
e

su
it

e
ex

tr
ai

te
de

(u
n
)

dé
fin

ie

pa
r

:
8n
2

N
,

w
n

=
(�

1)
2
n
+

1

(2
n

+
1
)
+

1
=
�

1

2n
+

2
.

•
La

su
it

e
(u

n
�

3
) n

>
3

es
t

au
ss

iu
ne

su
it

e
ex

tr
ai

te
de

(u
n
).

•
La

su
it

e
(u

ln
(n

))
n
>

1
n’

es
t

pa
s

un
e

su
it

e
ex

tr
ai

te
de

(u
n
).

E
xe

rc
ic

e

O
n

co
ns

id
èr

e
la

su
it

e
(S

n
)

de
te

rm
e

gé
né

ra
l:

S
n

=
n P k
=

1

(�
1)

k
+

1

k
.

a.
M

on
tr

er
qu

e
(S

2
n
)

et
(S

2
n
+

1
)

so
nt

de
s

su
it

es
ex

tr
ai

te
s

de
la

su
it

e
(S

n
).

Il
su

ffi
t

de
re

m
ar

qu
er

qu
e
'

:
n
7!

2n
et
 

:
n
7!

2
n

+
1

so
nt

de
s

fo
nc

ti
on

s
:

⇥
de

N
da

ns
N

,
⇥

st
ri

ct
em

en
t

cr
oi

ss
an

te
s.

b.
D

ét
er

m
in

er
le

se
ns

de
va

ri
at

io
n

de
s

su
it

es
(S

2
n
)

et
(S

2
n
+

1
).

N
ot

on
s

(v
n
)

la
su

it
e

de
te

rm
e

gé
né

ra
lv

n
=

S
2
n
.

A
lo

rs
:v

n
+

1
�

v n
=

S
2
(n

+
1
)
�

S
2
n

=
S

2
n
+

2
�

S
2
n

=
..

.
(o

n
ag

it
de

m
êm

e
po

ur
(S

2
n
+

1
)

..
.)
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II.3.
S
u
ites

arith
m

ético-géom
étriqu

es

II.3.a)
D

éfi
n
ition

D
éfi

n
ition

•
U

ne
suite

(u
n
)

est
dite

arith
m

ético-géom
étriqu

e
s’il

existe
a
2

R
\

{
0
,1}

et
un

réel
b6=

0
telque

:
8
n
2

N
,

u
n
+

1
=

a⇥
u

n
+

b

•
O

n
appelle

équ
ation

d
e

p
oint

fi
xe

associée
à

la
suite

(u
n
)

l’équation

(en
la

variable
x)

suivante
:

x
=

a⇥
x

+
b

(si
on

note
f

:
x
7!

a
.x

+
b,

cette
équation

se
réécrit

:
f
(x

)
=

x,
faisant

ainsi
de

l’élém
ent

x
2

R
un

p
oint

fi
xe

de
f)

II.3.b
)

M
éth

od
e

d
’étu

d
e

C
onsidérons

une
suite

arithm
ético-géom

étrique
(u

n
).

O
n

va
ram

ener
l’étude

de
ce

type
de

suites
à

l’étude
des

suites
géom

é-
triques.

1)
R
ésolution

de
l’équation

de
point

fixe
x

=
a⇥

x
+

b

C
ette

équation
adm

et
pour

unique
solution

�
=

b

1�
a
.

2)
U

tilisation
d’une

suite
auxiliaire

(v
n
)

(géom
étrique)

O
n

écrit
:

u
n
+

1
=

a
⇥

u
n

+
b

(L
1 )

�
=

a
⇥

�
+

b
(L

2 )

et
donc

u
n
+

1 �
�

=
a
⇥

(u
n �

�
)

(L
1 )�

(L
2 )

N
otons

alors
(v

n
)

la
suite

de
term

e
général

v
n

=
u

n �
�.

D
e

par
l’égalité

précédente,on
a

:
v
n
+

1
=

a⇥
v
n .

3)
O

btention
de

la
form

ule
explicite

pour
(v

n
)

La
suite

(v
n
)
estgéom

étrique
de

raison
a.A

insi:8
n
2

N
,

v
n

=
a

n⇥
v
0 .
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II.
Suites

usuelles

II.1.
S
u
ites

arith
m

étiqu
es

D
éfi

n
ition

•
U

ne
suite

(u
n
)

est
dite

arith
m

étiqu
e

s’ilexiste
un

réel
r

telque
:

8
n
2

N
,

u
n
+

1
=

u
n

+
r

•
D

ans
ce

cas,le
réel

r
est

appelé
raison

de
la

suite.

T
h
éorèm

e
1.

(C
aractérisation

des
suites

arithm
étiques)

(u
n
)

arithm
étique

,
9
r2

R
,8

n
2

N
,

u
n

=
u

0
+

n
⇥

r

E
xem

p
le

La
suite

(u
n
)

suivante
est

arithm
étique.

⇢
u

0
=

3
8
n
2

N
,

u
n
+

1
=

u
n

+
5

E
lle

a
pour

form
ule

explicite
:8

n
2

N
,

u
n

=
5n

+
3.

P
rop

riété
(D

’autres
caractérisations)

1.
(u

n
)

arithm
étique

,
8
n
2

N
⇤,

u
n

=
u

n�
1
+

u
n
+

1

2

2.
(u

n
)

arithm
étique

,
9
r2

R
,8

n
2

N
,8

p
2

N
,

u
n

=
u

p +
(n�

p
)r

D
ém

onstration.
La

caractérisation
2

est
relativem

ent
im

m
édiate.

La
caractérisation

1
se

dém
ontre

en
form

ant
la

différence
u

n �
u

n�
1 .
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E
t

si
on

p
re

n
ai

t
u
n

p
eu

d
e

re
cu

l?

Le
s

su
it

es
ar

it
hm

ét
iq

ue
s

et
gé

om
ét

ri
qu

es
on

t
de

s
co

ns
tr

uc
ti

on
s

si
m

i-
la

ir
es

:p
ar

ta
nt

d’
un

él
ém

en
t
u

0
on

it
ér

e
n

fo
is

un
e

op
ér

at
io

n
sc

al
ai

re
po

ur
ob

te
ni

r
la

va
le

ur
de

u
n
.C

et
te

op
ér

at
io

n
es

t
:

⇥
l’a

jo
ut

de
la

ra
is

on
da

ns
le

ca
s

d’
un

e
su

it
e

ar
it

hm
ét

iq
ue

,

⇥
la

m
ul

ti
pl

ic
at

io
n

pa
r

la
ra

is
on

da
ns

le
ca

s
d’

un
e

su
it

e
gé

om
ét

ri
qu

e.

O
n

pe
ut

ob
te

ni
r

le
s

ca
ra

ct
ér

is
at

io
ns

pr
éc

éd
en

te
s

(e
t

dé
m

on
st

ra
ti

on
s)

de
s

su
it

es
gé

om
ét

ri
qu

es
pa

r
tr

ad
uc

ti
on

de
s
pr

op
ri

ét
és

de
s
su

it
es

ar
it

hm
ét

iq
ue

s
su

iv
an

t
le

di
ct

io
nn

ai
re

su
iv

an
t

: +
 
!
⇥

�
 
!

/

n
.r
 
!

qn

2u
n

=
u

n
+

1
+

u
n
�

1
 
!

u
2 n

=
u

n
+

1
⇥

u
n
�

1

su
it

es
ar

it
hm

ét
iq

ue
s
 
!

su
it

es
gé

om
ét

ri
qu

es

E
xe

rc
ic

e
So

ie
nt

(u
n
)

un
e

su
it

e
ar

it
hm

ét
iq

ue
et

(v
n
)

un
e

su
it

e
gé

om
ét

ri
qu

e
do

nt
to

us
le

s
te

rm
es

so
nt

st
ri

ct
em

en
t

po
si

ti
fs

.

a.
Q

ue
pe

ut
-o

n
di

re
de

la
su

it
e

(v
n
)

de
te

rm
e

gé
né

ra
lv

n
=

eu
n

?
N

ot
on

s
r

la
ra

is
on

de
(u

n
).

O
n

a
al

or
s

:v
n
+

1
=

eu
n
+

1
=

eu
n
+

r
=

er
⇥

eu
n

=
er
⇥

v n
La

su
it

e
(v

n
)

es
t

do
nc

gé
om

ét
ri

qu
e

de
ra

is
on

er
.

b.
Q

ue
pe

ut
-o

n
di

re
de

la
su

it
e

(u
n
)

de
te

rm
e

gé
né

ra
lv

n
=

ln
(u

n
)
?

N
ot

on
s

q
la

ra
is

on
de

(u
n
).

O
n

tr
ai

te
le

ca
s

où
u

0
>

0
et

q
>

0
(p

ou
r

as
su

re
r

:8
n
2

N
,

u
n

>
0.

O
n

a
al

or
s

:
v n

+
1

=
ln

(u
n
+

1
)

=
ln

(q
⇥

u
n
)

=
ln

(q
)
+

ln
(u

n
)

=
v n

+
ln

(q
)

La
su

it
e

(v
n
)

es
t

do
nc

ar
it

hm
ét

iq
ue

de
ra

is
on

ln
(q

).
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II
.2

.
S
u
it

es
gé

om
ét

ri
qu

es

D
éfi

n
it

io
n

•
U

ne
su

it
e

(u
n
)

es
t

di
te

gé
om

ét
ri

qu
e

s’
il

ex
is

te
un

ré
el

q
te

lq
ue

:

8n
2

N
,

u
n
+

1
=

q
⇥

u
n

•
D

an
s

ce
ca

s,
le

ré
el

q
es

t
ap

pe
lé

ra
is

on
de

la
su

it
e.

T
h
éo

rè
m

e
2.

(C
ar

ac
té

ri
sa

ti
on

)

(u
n
)

gé
om

ét
ri

qu
e
,
9q
2

R
,8

n
2

N
,

u
n

=
u

0
⇥

qn

E
xe

m
p
le

La
su

it
e

(u
n
)

su
iv

an
te

es
t

ar
it

hm
ét

iq
ue

.
⇢

u
0

=
3

8n
2

N
,

u
n
+

1
=

5
⇥

u
n

E
lle

a
po

ur
fo

rm
ul

e
ex

pl
ic

it
e

:8
n
2

N
,

u
n

=
3
⇥

5
n
.

P
ro

p
ri

ét
é

(D
’a

ut
re

s
ca

ra
ct

ér
is

at
io

ns
)

1.
(u

n
)

gé
om

ét
ri

qu
e
,
8n
2

N
⇤ ,

u
n
2

=
u

n
�

1
⇥

u
n
+

1

2.
(u

n
)

gé
om

ét
ri

qu
e
,
9q
2

R
,8

n
2

N
,8

p
2

N
,

u
n

=
u

p
⇥

q(
n
�

p
)

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
La

ca
ra

ct
ér

is
at

io
n

2
es

t
re

la
ti

ve
m

en
t

im
m

éd
ia

te
.

La
ca

ra
ct

ér
is

at
io

n
1

pe
ut

se
fa

ir
e

pa
r

an
al

og
ie

av
ec

la
pr

eu
ve

da
ns

le
ca

s
ar

it
hm

ét
iq

ue
:o

n
fo

rm
e

u
n

u
n
�

1
(p

ou
r

u
n
�

1
6=

0
!)

.

(q
ue

di
re

d’
un

e
su

it
e

gé
om

ét
ri

qu
e

(u
n
)

qu
i

ad
m

et
un

ra
ng

n
0

tq
u

n
0

=
0
?)
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E
C

E
1-B

2015-2016

E
xercice

a.
Q

ue
peut-on

dire
du

sens
de

variation
d’une

suite
arithm

étique?
Soit

(u
n
)

suite
arithm

étique
de

raison
r.A

lors
:

u
n
+

1 �
u

n
=

r

La
suite

(u
n
)

est
croissante

si
r
>

0,décroissante
sinon.

b.
Q

ue
peut-on

dire
du

sens
de

variation
d’une

suite
géom

étrique?
Soit

(u
n
)

suite
géom

étrique
de

raison
q.

•
Si

u
0

=
0

ou
q

=
0,la

suite
est

constante
nulle.

E
lle

est
donc

à
la

fois
croissante

et
décroissante.

•
O

n
suppose

m
aintenant

u
0 6=

0
et

q6=
0.

O
n

a
donc

:8
n
2

N
,

u
n
6=

0
(récurrence

im
m

édiate).

1)
T
raitons

le
cas

u
0

>
0.

⇥
si

q
>

0,on
a

alors
:8

n
2

N
,

u
n

>
0.

u
n
+

1

u
n

=
q

La
suite

(u
n
)

est
croissante

si
q
>

1,décroissante
sinon.

⇥
si

q
<

0,la
suite

change
de

signe
d’un

rang
à

l’autre.
La

suite
(u

n
)

n’est
donc

nicroissante
nidécroissante.

2)
Le

cas
u

0
<

0
est

sim
ilaire.

Ilfaut
cependant

faire
attention.

E
n

effet,sila
suite

(u
n
)

est
négative

on
a

:

u
n
+

1
>

u
n
,

u
n
+

1

u
n

6
1

⇥
si

q
>

0,on
a

alors
:8

n
2

N
,

u
n

<
0.

La
suite

(u
n
)

est
croissante

si
q
6

1,décroissante
sinon.

⇥
si

q
<

0,la
suite

change
de

signe
d’un

rang
à

l’autre.
La

suite
(u

n
)

n’est
donc

nicroissante
nidécroissante.
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E
C

E
1-B

2015-2016

S
om

m
es

d
es

p
rem

iers
term

es
d
’u

n
e

su
ite

arith
m

étiqu
e

/
géom

étriqu
e

1)
Soit

(u
n
)

suite
arithm

étique
de

raison
r.A

lors
:

nPk
=

0

u
k

=
nPk
=

0

(u
0
+

k⇥
r)

=
nPk
=

0

u
0
+

r
nPk
=

0

k

=
(n

+
1)

u
0
+

r
n
(n

+
1
)

2
=

(n
+

1
)
⇣
u

0
+

n2
r ⌘

2)
Soit

(u
n
)

suite
géom

étrique
de

raison
q6=

1.

•
Si

q6=
1,on

a
:

nPk
=

0

u
k

=
nPk
=

0

q
k⇥

u
0

=
u

0 ⇥
nPk
=

0

q
k

=
u

0 ⇥
1�

q
n
+

1

1�
q

O
n

rappelle
que

si
m
2

J0,nK,
on

a
:

nPk
=

m

q
k

=
q
m
�

q
n
+

1

1�
q

C
e

qu’on
peut

m
ontrer

aussi
en

écrivant
la

som
m

e
en

extension
:

nPk
=

m

q
k

=
q
m

+
q
m

+
1
+

...
+

q
n

=
q
m

(1
+

q
+

...
+

q
n�

m
)

=
q
m

✓
n�

m
Pk
=

0

q
k ◆

=
q
m

1�
q
n�

m
+

1

1�
q

=
q
m
�

q
n
+

1

1�
q

3)
Si

q
=

1,on
a

:

nPk
=

0

u
k

=
nPk
=

0

1
k⇥

u
0

=
nPk
=

0

u
0

=
(n

+
1
)⇥

u
0

E
xercice

(som
m

e
d’une

suite
arithm

étique)
Soit

(u
n
)

une
suite

arithm
étique.

a.
M

ontrer
que

:8
k
2

J0,nK,
u

k
+

u
n�

k
=

u
0
+

u
n .

b.
E

n
déduire

que
:8

n
2

N
,

nPk
=

0

u
k

=
(n

+
1
) u

0
+

u
n

2
.

c.
R

etrouver
la

valeur
de

nPk
=

0

k
à

l’aide
de

cette
form

ule.
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