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« On appelle intervalle entier et on note [m,n] 'ensemble contenant tous
les entiers de l'intervalle [m, n], ot m et n sont des entiers tels que m < n.

En particulier, pour n € N*, on a :
[1,n] = {ieN|1<i<n} = {1,2,...,n}

—_—
sous forme compréhensive  sous forme extensive

Vocabulaire

« Un ensemble ne contenant qu’un seul élément est appelé un singleton.
x {1} est le singleton dont le seul élément est 1.
x {{1}} est le singleton dont le seul élément est I’ensemble {1}.

x {{2,{1},{1,2}}} est le singleton dont l'unique élément est ’ensemble
{2,{1},{1,2}} (cet ensemble contient lui-méme trois éléments : les
ensembles @, {1} et {1,2}).

« De maniére générale, un ensemble F contenant un nombre fini d’élé-
ments est appelé ensemble fini.

Ce nombre est appelé cardinal de E et noté Card(E).

Card({@, {1},{1,2}}) = 3 et Card({{2, {1},{1,2}}}) = 1

(on donnera une définition plus rigoureuse de la notion de cardinal dans
le chapitre suivant)

1.2. Comparaison d’ensembles : I’inclusion

1.2.a) Définition

Définition

Soit A et E deux ensembles.

« On dit que A est inclus dans F, et on notera A C F ou A C E, si tout
élément de A est un élément de F.

ACFE & VzeA z€eFE

e Lorsque A C E, on dit que A est un sous-ensemble de E ou encore une
partie de F.

ECE1-B 2015-2016

On a introduit la fonction signe qui est définie par :

sgn : R — R
1 six>0
T 0 sizx=0
-1 stz <0
(en particulier, on a : sgn(z) x = |z| pour tout € R)
On remarque enfin que, comme 1+ || > 0, si y = %: alors on a
x
sgn(y) = sen(a).
On en déduit que :
-y -y
y=h(z) & z= =
sgn(y) y—1 [yl -1
Soit y € ] — 1, 1[.
Notons # = —2—. On a alors :
lyl -1
—y
- - 1 — 1
hiz) = ru = it = _fx = _fx -
T —y - - — _lyl
1+ ; @T; Y Tt e ¥ 1+ 4
—y 1 —y
= X =—=y
_ 1 _
=1 = 1
(lyl =1 =11yl car |yl <1)

L’unicité de x est donnée par le raisonnement par équivalence précédent.
Ainsi, h:] — 1, 1[— R est bijective.

Rl R — ] -1,1]

Sa bijection réciproque est : N o
| —
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Démonstration.
1) Tout élément de @ (il n’y en a aucun!) est élément de A.
2) Soit x € A alors z € A.

3) Supposons que A C B ET B C A et montrons A = B i.e. que A et B
ont mémes éléments.

o« Comme A C B, tout élément = de A, est aussi élément de B.
« De méme, comme B C A, si x € B alors z € A.

Tout élément de A est élément de B et inversement.
On en déduit que A = B.

4) Supposons que A C BET B C C et démontrons que A C C.
Soit x € A. Montrons que x € C.

Comme x € A et A C B, on en déduit que = € B.
Or B C C. Comme x € B, on en déduit que x € C.

Lecture de ces propriétés

Il faut bien comprendre que les propriétés énoncées sont vérifiées pour A,
B et C des parties quelconques de F.
Autrement dit, ces propriétés sont universellement quantifiées.

Par exemple, la propriété de transitivité comme suit.
VA e P(E),VB e P(E)VCeP(E),  ACBETBC(C)=AcCC

(A € P(E) signifie que A est une partie de F)

Cette présentation, un peu lourde, rend difficile la lecture des propriétés.
Nous l'éviterons donc dans les énoncés suivants.

ECE1-B 2015-2016

Exercice
Soit f : F — E une application vérifiant fo fo f =idg.
Montrer que f est bijective et déterminer son inverse.

Démonstration.

(fof)of = idE

fo(fof) = idg

Par la proposition 1, on en conclut que f est bijective et que “\TH = fo

f O

Exercice
On considére I’application :

g: R\{-5} — R\{2}
2¢—3
z+5

11 suffit de remarquer que :

xT —

a. Démontrer que g est une bijection et déterminer sa réciproque.

On souhaite démontrer que :

vy e R\ {2},3 !z e R\ {-5}, y =g(x)

Soit y € R\ {2}. On résout 'équation y = g(x) d’inconnue z € R\ {—5}.
Pour ce faire, on raisonne par équivalence :

y = g(z) (1)

- B 2¢ — 3 )

vy = r+5 (#)

< ylzr+5) = 2¢-3 (3)

& z(y—-2) = -3-5y 4)

= r = wl.l‘.w@ (5)
2—y
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Notion de relation d’ordre

« Les points 2), 8), 4) définissent la notion de relation d’ordre.
La relation binaire < (récip. >) est une relation d’ordre sur R.
La relation binaire C est, quant a elle, une relation d’ordre sur P(E).

o Il est & noter que R est totalement ordonné par la relation <, ce qui
signifie :
V(z,y) e RxR, (x<y) OU (y <x)

« Par contre, la relation C n’est pas totale sur P(E) :
3(A,B) e P(E) x P(E), (A¢ B) ET (B¢ A)

(c’est la négation de la propriété précédente)

1.2.d) L’ensemble des parties des éléments de F

Notation
On note P(FE) 'ensemble composé de toutes les parties de E.

Remarque

o P(E) est un ensemble dont les éléments sont des ensembles.
C’est donc un ensemble d’ensembles.

« Tout sous-ensemble A de FE vérifie A C E. Mais comme A est une partie
de E, cette propriété peut aussi s’écrire : A € P(E).

ACE & AeP(E)

Propriétés immédiates

« SiE=02,0onaP(E)={c}

e Si E={a},onaP(E)={0,{a}}.

« Si E={a,b}, ona P(E)={2,{a},{b},{a,b}}.

On peut d’ailleurs démontrer que si E compte n éléments, alors P(E)
compte 2" éléments.

ECE1-B 2015-2016

Proposition 1.
Soient E et F' deur ensembles.

Soit f: E— F et g: FF — E des applications.

go f=idg N f et g sont bijectives.
fog=idp Deplus :g=fletf=g1!

Démonstration.

a. On sait que go f =idg. Or idg est une bijection de E dans E.
Donc go f est bijective. On en déduit que go f est notamment surjective.
Ainsi g est surjective.

De méme, f og=1idp. Or idp est une bijection de F' dans F.

Donc f o g est bijective. On en déduit que f o g est notamment injective.
Ainsi g est injective.

On en déduit que g est bijective.

On démontre de la méme maniére que f est bijective.

b. La réciproque de f est par définition I'application qui & y € F associe
son unique antécédent par f.

Soit y € F. Alors f(g(y)) = fog(y) =idr(y) = y.

L’élément g(y) est un antécédent de y par f.

Comme f est bijective, cet élément est unique. D’ott g(y) = £~ (y).
Ainsi : Vy € F, g(y) = f~(y).

Autrement dit : g = f~L. O

Proposition 2.
Soient E, F et G des ensembles.
Soit f: E — F une application.
Soit g : F' — G une application.

e« Sif:E—F etg: F — G sont deux bijections,
alors la composée go f : E — G est une bijection, et on a :

(gof)y t=flog™!
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Représentation graphique.
Soient A et B deux parties d’un ensemble E.

E

AUB

Propriétés élémentaires

Soient A, B et C' des parties d'un ensemble F.

1) Propriétés de la loi U :

2)

a.

o

AUB=BUA

(la loi U est commutative)

AU = GUA=A

(Vensemble vide est l’élément neutre de la loi U)
AUE = FUA=F

(Uensemble E est l’élément absorbant de la loi U)
AUA = A

(tout élément A est idempotent pour la loi U)
(AUB)UC=AU(BUCQC)

(la loi U est associative)

Propriétés liant U et C :

ACB = AuCcBuUC

ACB
ccbD

AUB=A & BCA

W = AuCcCcBUD

ECE1-B 2015-2016

II.4.c) Bijectivité

Définition
Soient E et F' deux ensembles.
Soit f : E — F une application.

« On dit que 'application f : E — F est bijective ou définit une bijection
de F dans F si f est injective et surjective.

« Ainsi, 'application f : F — F est bijective si tout élément y € F' admet
un et un seul antécédent x € F par f. Autrement dit :

Vye F,alx € B, y= f(x)

Remarque
Si f: E — F est une application bijective :

x f est une application : donc & tout élément xz de E correspond un et un
seul élément y de F,

x f est bijective : donc & tout élément y de F est associé un unique élément
z de E par f (x est 'antécédent de y par f).

On en conclut qu’il y a « autant » d’éléments dans F que dans F'.
Définition

Soient F et F' deux ensembles.

Soit f: E — F une application bijective.

« La (bijection) réciproque associée a f, notée f~': F = E, est applica-
tion de F' dans E qui, a chaque y de F, associe son unique antécédent x
par f.

eOnaalors:| Vee E\VyeF, z=f"y) & y=f(z)

(f~(y) est l'unique antécédent de y par f)
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Traiter une hypothése du type x € AUB

« Une hypothése de la forme x € A U B signifie soit que x € A, soit que
x € B (éventuellement z appartient a la fois & A et & B). Pour traiter
correctement ce type d’hypothése, on réalise une disjonction de cas.

... début de démonstration
Ainsi x € AU B. Deux cas se présentent alors
x sixzeA

.. .démonstration

x 81 x¢ A : alors, comme r € AUB, on a ¢ € B.
.. .démonstration

o Autrement dit, on étudie le cas x € A puis le cas z € B. La rédaction
précédente met en avant le caractére exhaustif de I’étude de cas.
Ceci signifie qu’il n’y a pas d’autre cas a considérer.

1.3.b) Intersection de parties de E
Définition
Soient A et B deux parties d’un ensemble E.

« On appelle intersection de A et B et on note AN B I’ensemble suivant.

ANB={zc E|(z€ A)ET (z € B)}

o Autrement dit, pour x € E,ona: 2 € ANB < (z € A)ET (z € B).
« Deux ensembles A et B sont disjoints si AN B = &.

10
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Propriété
Soient F, F', G des ensembles.
Soit f : E — F une application.
Soit g : F — G une application.

f est surjective

. B — t surjecti
g est surjective W = gof G est surjective

Autrement dit, la composée de deux applications surjectives est surjective.

Démonstration.
Supposons f et g surjectives et démontrons que g o f est surjective.

Soit y € G.

Démontrons qu’il existe © € E tel que y = f(z).

Comme g : F' — G est surjective, il existe u € F tel que y = g(u).
Comme [ : E — F est surjective, il existe x € E tel que u = f(z).
On a alors : y = g(u) = g(f(z)) = g o f(x).

Ainsi g o f est surjective. O

Propriété
Soient F, F', G des ensembles.
Soit f : F — F une application.
Soit g : F — G une application.

go f est surjective = g surjective

Démonstration.
Supposons g o f surjective et démontrons que g est surjective.
Soit y € G.
Démontrons qu’il existe = € E tel que y = g(z).
Comme go f est surjective, il existe u € E tel que y = go f(u) = g(f(u)).
Notons z = f(u). Alors x € F et z vérifie y = g(x).

Ainsi f est surjective. O
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1.3.c) Passage au complémentaire
Définition
Soit A une partie d'un ensemble E.

E
e On appelle complémentaire de A dans F et on note A I’ensemble
suivant.

A'={zeE|cd A}

(le B.O. recommande d’utiliser la notation A, moins précise, mais plus
agréable, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur l’ensemble de travail E)

—FE
o Autrement dit, pour z € E,ona:x € A < NON(z € A).

Représentation graphique.
Soit A une partie d’'un ensemble E.

Propriétés élémentaires
Soit F/ un ensemble.

Soit A une partie de E.

—E

—E —F —F
A\wvu\w F =90 g =F

ECE1-B 2015-2016
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Propriété

Soit f : R — R une application.

f strictement croissante = f est injective

Démonstration.

Soit (w1, 72) € R? tels que x1 # xa.

Quitte & renommer x1 et xo, on peut supposer que : 1 > To.

Or, la fonction f est strictement croissante. On a donc : f(x1) > f(z2).

Ainsi : f(x1) # f(22).

On en conclut que f est injective. O

I1.4.b) Surjectivité
Définition
Soient E et F' deux ensembles.

« Une application f de F dans F est surjective si tout élément de F' admet
au moins un antécédent par f.

Yye F,3xr € B, y= f(x)

o Autrement dit, f surjective si:| Imf=F

Représentation graphique.
Soient E, F' des ensembles et f : E — F une application surjective.

m}w
.
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1.3.e) Partition d’un ensemble E
Définition
Soit I C N et (A;);er une famille de parties d’un ensemble E.

o On dit que la famille (A;);cr est une partition de I'ensemble E si les
propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) Viel, A+,
(i) Y, j)elxI, i#j = ANA =02,
(les ensembles sont deux o deuzx disjoints)
(iit) E =] A.
i€l

Représentation graphique.
Soit (A;)ieq1,7] une famille de parties d’'un ensemble E.

E

As \f

Partition de ’ensemble E

E=U A
i=1
Remarque
La notion de partition est & rapprocher de celle de puzzle.
Les piéces sont les ensembles A; de la partition. Posées les unes & coté des
autres, ces piéces forment 'image & reconstituer i.e. 'ensemble F.

14
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Propriété
Soient E et F' deux ensembles.

Soit f : E — F une application.

f injective < Tout élément y € F admet au plus un antécédent par f

Démonstration.
On raisonne par double implication.

(=) Supposons par absurde que f est injective et qu'il existe un élément
y € F admettant strictement plus d’un antécédent par f.

Alors il existe (z1,12) € E? tel que 1 # a3 et f(z1) =y = f(z2).
Ceci contredit l'injectivité de f.

(<) Supposons que tout élément y € F' admet au plus un antécédent par f.
Soit (z1,72) € E? tel que x1 # x2. Notons y; = f(x1) et yo = f(x2).
Alors on a forcément y; # o car sinon y; posséderait deux antécédents
distincts 1 et xo. 0

Démontrer qu’une application est injective
On peut utiliser la définition équivalente, stipulant qu’une application est
injective si et seulement si :

V(z1,22) € E?, f(z1) = f(x2) = 1 = 22

Cette définition est I’écriture contraposée de la définition initiale.
(on a méme : f(x1) = f(x2) & x1 = x2)

Démontrons que f:F — F injective.

Soit (z1,22) € E?.
On suppose que f(z1)= f(x2). ...démonstration

Alors x1 = 2.
On a donc démontré que f est injective.
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Propriété

Soit E un ensemble et A une partie de E.

E
A =E\A

I.4. Produit cartésien de deux ensembles
Définition
Soient E et F' deux ensembles.

o Le produit cartésien de F et F', noté ' x F, est I’ensemble des couples
(z,y) avec x élément de E et y élément de F.

ExF = {(z,y) |z € E,yeF}

« Ainsi, tout élément u de ensemble E X F' s’écrit sous la forme u = (ug, uz)
avec u] € B et ug € F.

Remarque

« On a utilisé dans cette définition la notion intuitive de couple. Un couple
est une paire ordonnée d’éléments. Ainsi le couple (x,y) ne doit pas étre
confondu avec (y, z). Plus précisément, on a :

(w1,91) = (z2,92) & (x1 =22 ETy1 = y2)

« Lorsque E = F, on note E x F ou tout simplement E2.
Ainsi, on écrira sans distinction R x R ou R2.
« Cette définition se généralise a n ensembles.

L’ensemble E1 x Ey X ... x E, est constitué des n-uplets (z1,...,z,) ol
chaque z; € E;.

Dansle cas ot 1 = ... = E,, on écrit sans distinction E" ou Ex...x E.
En particulier : R®» =R x --- x R.

o Si F apéléments et F' a g éléments, 'ensemble E x F' compte pq éléments.

16
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Les applications go g, go f, fo f, f o g sont données par :
T 123456789 x 123456789
gog(z)|1 23456789 |[gof(e)|64389 7512
x 123456789 x 123456789
fof(x)|385 12796 4| |fog(z)|{6 45893712
Propriété

Soient F et F' deux ensembles et f : ' — F une application.

f oo idg = f
idp o f = f

Propriété
Soient F, F, GG trois ensembles.
Soit f : E — F une application.
Soit g : F — G une application.
Soit h : G — H une application.

On aalors:| ho(gof) = (hog)of

(la loi o est associative)

Remarque
Avec les notations précédentes, on a :

e« hog: F — H,
egof:E—G,
e hogof:E— H.
(la notation ho go f est autorisée du fait de l’associativité de la loi o)

25
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II. Applications

II.1. Notion d’application
Définition
Soient E et F' deux ensembles.

Une application f de F dans F' (notée f : E — F') est un procédé permet-
tant d’associer a chaque élément z de I’ensemble E, un et un seul élément
y de I'ensemble F'.

o L’élément y de cette définition est alors appelé 'image de x par I’appli-
cation f et est noté y = f(z).

« FE s’appelle '’ensemble de départ de 'application.
« I s’appelle I'’ensemble d’arrivée de 'application.
e Siy € F, deux cas se présentent.

x Soit il existe au moins un élément = de E dont y est I'image.
On dit dans ce cas que = est un antécédent de y par f.
x Soit y n’admet pas d’antécédent par 'application f.
« On appelle image de f et on note Im f, 'ensemble des éléments y de F'
qui admettent des antécédents par f.

Imf={yeF|3xecEy=f(x)}

o Par définition, on a toujours| Im f C F |mais pas forcément égalité.

« On note A(E, F') 'ensemble des applications de E dans F.

o Enfin, si £ = F, application qui & chaque x élément de E associe ce
méme élément x est appelée I'identité sur E et se note idg.

idg :+ £ —- E
T =

ECE1-B 2015-2016

18

I1.3. Composée de deux applications
Définition

Soient F, F' et GG trois ensembles.

Soit f : E — F une application.

Soit g : F — G une application.

« La composée de f par g, notée g o f, est application :

gof |E — G
z = g(f(x))

o Autrement dit, on a :| Vz € E, (go f)(z) = g(f(z))

Représentation graphique.
Soient E, F et G des ensembles et f: E — F, g: F — G des applications.

Remarque
Les ensembles de départ et d’arrivée des applications f: F — Fet g: F —
G ont un roéle crucial pour la bonne définition de g o f. Plus précisément :

g o f est bien définie & f(E)CF

23
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ECE1-B 2015-2016

Mmm_;m de deux applications
o Deux applications f : E1 — F} et g : E5 — F sont égales si :
x elles ont méme ensemble de départ : Fy = Fs,
x meéme ensemble d’arrivée Fy = F,
x et vérifient : Vo € Eq, f(z) = g(x).
« Par exemple, les objets fi et fy suivants :
fi : RY™ — %Hl fo : R™* — %Hl*

r = = T
x x

sont des applications différentes et ce méme si elles sont construites &
I’aide du méme procédé = — w
Définition
Soient E et F' deux ensembles et soit A C E.
Soit f: E— F.

« L’image (directe) de I'ensemble A par I'application f, notée f(A), est
I’ensemble des images par f des éléments de A. Autrement dit :

flLA) ={yeFlaweA y=[f(x)} | = {f(x) [z} C F

« En particulier, on a : | f(E) = Im(f)

@ Soit f: E — F une application. Il ne faut pas confondre :
o Im(f) 'image de l’application f.

(Uensemble des images : Im(f) = {f(z) | z € E})
o F l'ensemble d’arrivée de 'application f.

Comme déja précisé : Im(f) C F mais pas forcément Im(f) = F.
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Exercice
Soient f : E — F une application et A et Ay des parties de E.

a. Démontrer que : f(A; U Az) = f(A41) U f(A2).
b. Démontrer que : f(A; N Az) C f(A1) N f(As2).

c. A-t-on égalité?

Démonstration.
a. On procéde par double inclusion.
(C) Soit y € f(A1 U Ag).
Alors il existe z € A1 U Aj tel que y = f(z).
Ceci signifie que € Aj ou z € Ay. Deux cas se présentent alors :
x siz € Ay :alorson ay = f(z) € f(41).
x six & Ap : alors, comme x € A; U As, on a forcément x € As.
On en déduit que y = f(z) € f(A2).
>:~mw“ Yy € .\,A\: U \»wv
(D) Soit y € f(A1) U f(A2).
Ceci signifie que y € f(A1) ou y € f(Az). Deux cas se présentent
alors :
x sly € f(A1) : il existe donc x € A; tel que y = f(z).
Or A1 C A1 U As. >w5mﬁ r € AU As.
D’ou Yy e \.A\: U \wwv
x siy & f(A1) : alors comme y € f(A;) U f(As2), on a forcément
y € f(A2). Il existe donc x € Aj tel que y = f(x).
Or Ay C A1 U As. Ainsi, x € A1 U As.
D’ou Yy e \.A\: U \wwv
Ainsi, y € f(A1 U Aa).
b. Soit y € f(A1 N Aa).
Alors il existe € A1 N Ag tel que y = f(z).
o Comme A; NAs C Aj,ona:x € Ay et done f(z) € f(A1).
e De méme, A; N Ay C Ay, et donc f(z) € f(As2).
On en déduit que f(z) € (A1) N f(A2).
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