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Initialisation : prenons n = 1. Soit m > 1. L’implication est vérifiée car son
membre de droite est (1 =n < m). Ainsi, P(1) est vérifice.

Hérédité : soit n > 1. Supposons P(n) et démontrons P(n+1). Soit m > 1.
Supposons qu’il existe une injection f de [1,n 4+ 1] sur [1,m]. On alors
m > 2 (si Pon suppose par Pabsurde m = 1 alors ... ). Notons a = f(n+1)
9 [Ln] = I, §= \{a} . Cette fonction

z o= f(x)

est injective car restriction d’'une fonction injective. D’aprés le lemme pré-
cédent, il existe une bijetion h : [1,m] \ {a} — [1,m — 1]. L’application
hog:[l,n] — [1,m — 1] est injective done, par principe de récurrence, on
an<m-—1etainsin+ 1< m. Doa P(n+1).

Par principe de récurrence, on a montré : Vn > 1, P(n). O

et considérons 'application

Proposition 1 (POLY).

Soient [1,n] et [1,m] deuzx intervalles entiers.
S’il existe une bijection de [1,n] sur [1,m], alors m = n.
Démonstration.
Une telle bijection f est notamment une injection de [1,n] sur [1,m] et sa
réciproque f~! est une injection de [1,m] sur [1,n]. D’aprés le lemme 2,
onan<metm<n. Doun=m. O

On peut maintenant donner une définition rigoureuse d’ensemble fini et de
cardinal.

Définition
Soit F un ensemble non vide.

e On dit que E est un ensemble fini s’il existe n € N* et une application
bijective ¢ : E — [1,n].

e Si E est un ensemble fini, on appelle cardinal de E l'entier n € N*
tel que E et [1,n] sont en bijection. Cet entier est unique : si F est en
bijection avec [1,n1] et [1, na] alors ny = na.

e Si FE est fini, on note Card E son cardinal.

(autrement dit, Card E = n < FE est en bijection avec [1,n])

ECE1-B 2015-2016

@t = @ (£ (7))

n n n
_ %fAm (( YA vv p1o8) vy
= \\k—1 k

non+1
— HQQBLLLT AMU A L v_&.\a @3\:\av +H.3+HMQO

k=1
ntl /p+1
— MU A N v.&.w w\ﬁ‘:\w
k=0

L’avant derniére ligne est obtenue grace a la formule du triangle de
Pascal.
La derniére est obtenue en remarquant que :
2Oyl = A: + Hv 2Oy et gty = Az.f Hv 2 Ly0.
0 n+1
Donc P(n + 1) est vérifiée.

Ainsi, par principe de récurrence, on a : Vn € N, P(n). O
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I1.2. Cardinal d’un sous-ensemble d’un ensemble fini

Lemme 3 (POLY).

Soit A une partie de [1,n] (A C [1,n]).
1) Alors A est fini et Card A < n.

2) De plus : (CardA=n) < (A=1[1,n])

Démonstration.
Par récurrence sur n. [l

Théoréme 1.

Soit E un ensemble fini.

Soit A une partie de E (A C E).

1) Alors A est fini et Card A < Card E.
2) Lorsque E est fini, on a alors :

ACE
Card A = Card E

Wﬁmm

Démonstration.

E est ensemble fini donc il existe n € N et une bijection f de E sur [1,n].
Soit A C E.

On considére alors g : A — f(A) telle que : Vx € A, g(z) = f(x).
L’ensemble f(A) est une partie de [1,n] donc, par le lemme 3, il est
fini et Card f(A) < n. L’application g est une bijection de A sur f(A),
donc, d’aprés la proposition 2, Card A = Card f(A4). Ainsi, Card A =
Card f(A) < n= Card E.

(cas d’égalité : distinguer dans la preuve le cas A=E etle cas AC E) O

Méthodologie

Ce théoréme fournit une méthode pour démontrer que deux ensembles finis
sont égaux. Plus précisément : soit E est un ensemble fini.

Pour montrer que A = F, il suffit de démontrer :

« AC E,

e Card A = Card E.
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x Méthode théorique.
On s’intéresse au nombre de couples formés d’un ensemble A € P, et

d’un élément a pris dans A. Il y en a : Card P, x Card A = AMV X k.

On aurait pu raisonner différement : choisir d’abord un élément a € E
puis former ’ensemble A en choisissant k — 1 éléments autres que a et

-1
en ajoutant a. Au final, on obtient : Card E x Card P! =n AM ﬂv

g) Encore et toujours deux méthodes pour démontrer cette égalité.

x Méthode calculatoire.
Soit = € R. Tl s’agit de remarquer que : (14 2)**® = (1 +2)%(1 + z)°
et d’appliquer la formule du bindéme (¢f Théoréme 6).

x Méthode théorique.
Si E est un ensemble & a + b éléments, on peut 1’écrire comme union
disjointe de F' (& a ¢léments) et de G (& b éléments). Pour choisir une
partie & p éléments de E on peut choisir une partie a k éléments de F’
et la compléter par une partie & p—k éléments de G. Plus précisément,
I’'ensemble Py est en bijection avec :

C Aﬂ\n X mﬁ\\ov
k=0

ou Ty est ’ensemble des parties a k éléments de F'
et Ry est 'ensemble des parties & p — k éléments de G.
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Proposition 5.

Soit E un ensemble fini.

Soit F' un ensemble fini.

1) I existe une injection de E dans F' ssi Card E < Card F.
2) 1l existe une surjection de E sur F' ssi Card E > Card F'.
3) Il existe une bijection de E sur F' ssi Card E = Card F.

Démonstration.
C’est une application directe de la proposition 3. O

I.4. Ensemble (infini) dénombrable

Les ensembles qui ne sont pas finis sont dits infinis. Parmi ces ensembles,
on peut distinguer ceux dont on peut numéroter les éléments.
Définition
Un ensble E est (infini) dénombrable s'il existe une bijection entre N et

E.

Exemple
e N, Z, Q sont infinis dénombrables : on peut numéroter leurs éléments.

« R n’est pas dénombrable : on ne peut numéroter les éléments de R.

Ceci signifie qu’il existe différentes « tailles » d’infinis. Ce chapitre étant
consacré aux ensembles finis, nous ne développerons pas ces considérations.

Exercice
On note 2N l'ensemble des entiers naturels pairs.
Démontrer que les applications suivantes sont bijectives.

f N — 2N Z — N

“ T = o b. g: —2n sin<0
"7 2041 sin>0

Conclusion : n + sin >

x il y a « autant » d’entiers naturels pairs que d’entiers naturels!

x il y a « autant » d’entiers relatifs que d’entiers naturels!
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Cette formule s’écrit souvent sous la forme d’un triangle :

Flo 1 2 3 45
n

0 1
1 A @
2 1 B 1
3 1 3 3 1
4 1 4 @ A
5 1 5 10 @ 5 1

£) vk € [1,n], \ﬂ@ u:@uw

g) Formule de Vandermonde :

M=

V(a,b) € N2,¥p € [0,a + 1],

506500

d) 1l y a deux méthodes pour démontrer cette égalité.

Démonstration.

x Meéthode calculatoire.

n n! n!
A:Lﬂv T —k)ln—m—-k)  (n—k)&

x Méthode théorique.
Soit E est un ensemble & n éléments.
Notons Pj 'ensemble des parties a k éléments de E.
©w ww — NU:‘I\@
A - A
Il y a donc autant de parties a k éléments de E que de parties an—k
éléments de E (les complémentaires des précédents).

L’application est une bijection.

27



(4ouruLLa99p D Juos YVpy pien) g9 dEpy pre))

- 4rpy prep + ey pre) = Jy pIe)
1 ouop ® uQ) ‘Uvpy N YUEHy = py : H1199,S QUOIOYIDI Jy S[UISSUD,[ 39 SIUIOLSIP
JUOS SO[UIISUD XNOP S9)) "SIOI § JUSWIOBXD JURUIIUOD SUTBT SOP S[(UIISTUD, |
d7py 19 SI01 ¢ JUOUIOIORXD JURUIIUOD SUTRW SOP O[UIOsUd,| YEpy SUOJON
UOUDLISUOWI (T

J sto1
€ SUIOW MR JURUSIUOD (S91IRD G OP SO[qUIOSUD) SUTRW Op [I-}-8 A USIqUIO))
‘S91IRD Z¢ op Mol un a19pIsuod uQ)

orduwexy

O w4 u 1] 19 g Ny 919U uoIyde(iq SUN SIMIISUOD BP NS []
‘WL 90U [RUIPIRD O ‘TUY 1S9 & 19 ‘U 9J0U [eUIPIRD 9D ‘TUY 959 |
UOUDLISUOWI (]

gpe) +ypre) = (gny)pre) * - ﬁ G=guUyVy
wy gNy ° swf g 12 7

g pre) +ypred = (gny)pred (3

wf 959 g Ny (T
‘(sr1wr0ls1p sajQuasua) o = g Uy suosoddng
‘srulf $2)QUIISUD TNIP 19 | JUILOG

‘g uorjisodoaq

Jippe adputid
: SIUT se[quIasua,p 9julolsip uorun ounp [eurpie)) °I°II

"4 9]qUIdSUD,[ 9P SULIO] B[ 9P UOIJOUO] Ud [RUIPIRD
np [nored o yrejjeuriod SOPOTIOUL SOP I9ISI[ B TUOI}IS 93390 SURP DUOP ISSAI
-QWUIS UQ) "/ S[qUISSUL,[ 9P SHULUIY 9] 103dUI0d 19,0 ‘NP JUOWLIIY "/
9P TeUIpIed 9] IOUTULINYP 189,D ‘47 OPIA UOU TUY d[UISSUS UN IDIGUIOUY(]

JUOWRIqUIOUI(J ‘[T

9102-G10¢ d-THOH

9¢

‘( {¥r}\ g selquiesuos so[ JUOS 90) SHUSWIID
U R S[qUISSUS UN,P SJUdWRR T — U ¢ sorpred u e A [t

A
T—u

) ()=

: TeoseJ op o[SueLI) Np o[NULIO] (2

J—-u
u

)

A&v ‘Tuto]l 2 9A (p

:HAJ:V .

‘({¥r} suojo[Surs so[ JUOS D) SHPUSWII[Y u— (1 .

U R 47 [qUIOSUD un p juowo un g sorpred ue £ 1 T \u
“A7 O[qUIOSUD,[ 9SO SYUSWID A

U R /7 O[qUIOSUS UN,P SYUOWQ v ¢ oryred o[nos ef =\u
"9PIA J[(UISSTD,[ 1S9 SYUSWI[D _ (0 .

U B Q[qUIOSUD UN P JUSUIOR () © orpred o[nes ©] = \u

g

ki
U

: sorduuts seo senblongy (2

v anb JuUaTATOD U0 ‘U < ¥ IS MO () > ¥ 1S (q

i - _ A&v (v

ju u

‘[uto] > & y08
‘N 3 u 9108
9j911doag

XNerwoulq SjuaIdjaod sop soj1idord “§°]

9T02-S10¢

d-THOH



ECE1-B 2015-2016

On peut généraliser cette proposition au cas de I'union d’un nombre quel-
conque d’ensembles disjoints deux & deux.

Théoréme 2.

Soient A1, ..., A, des ensembles finis et deuxr a deux disjoints.
(i.e. A;NAj; =@ pour tout i # j)

1) U A; est fini.
i=1

n n
2) Card AC xrv = MU Card A4;
=1 L

ECE1-B 2015-2016

i=1
. A; est fini
\PHV ceey \wﬁ .\@ﬂgm - s.mH i .\wﬁs
Ay, ..., A, deuz o deux disjoints n n
« Card AC \rv =Y Card 4;
i=1 i=1
Démonstration.

La démonstration consiste & démontrer, par récurrence, que : Vn > 2, P(n)
ott P(n) : Toute famille (Ay,..., A,) d’ensembles finis et deux a deux dis-
n n n
joints vérifie (|J A; est fini) et (Card AC }v > Card A;).
=1 i=1 =

i= = i=1
L’intialisation n’est autre que le résultat de la proposition 6.

L’étape d’hérédité est laissée en exercice. O

Exemple

On considére un jeu de 32 cartes.

Combien y a-t-il de mains (ensembles de 5 cartes) contenant au moins 2
rois 7

Démonstration.

Avec les notations précédentes, ’ensemble T' dont on recherche le cardinal
s’écrit : T'= Mor U M3grU Myp. Ces ensembles étant deux & deux disjoints,
on a :

Card T = Card Msg + Card M3r + Card Mypr
(Card Mag, Card Msg et Card Myr sont & déterminer) 0

Ainsi, une application strictement croissante f : [1,p] — [1,n] est entie-
rement déterminer par le choix des p valeurs différentes dans [1,n]. Il y a
donc Amv telles applications. 0
Remarque

Si E est un ensemble fini & n éléments, il est possible d’obtenir une p-
combinaison d’éléments de E i.e. une parties & p éléments de E par le
procédé aléatoire suivant.

o Pour chaque élément x; de E, on effetue un tirage aléatoire (on peut
penser & un lancer de piéce) :

x en cas de succés (le lancer donne pile), z; est choisi dans la combinaison.

x en cas d’échec (le lancer donne face), z; n’est pas choisi dans la com-
binaison.

On effectue en tout n tirages successifs. Si 'on obtient p succés lors de

cette expérience, c’est que l'on a sélectionné p éléments dans F. Autre-
ment dit, obtenir exactement p succés c’est obtenir une p-combinaison.

o La répétition de ces expériences peut étre représentée par un arbre. Le
nombre de chemins de cet arbre réalisant p succés (pour n tirages) est le
nombre de p-combinaisons.

S o —5
. Aa/@
S
\ OAE/ a\%
q MQAE
< o
S o« —5
n/ a\ OAE/@
Ee_ s
P -
/@AM
—F

25



I B UO ‘so[qIssod SUIeW Sof SN0} JURUDIUOD S[qUISSUD,] A 90U UO IS 10X
UNONe JURUIIUOD 9U SUTRUL SOP J[UISSUD [ II0ARS © ‘DIrejuswg[duwod uos op
[RUIPIRD 9] QUIULISIYP UO ‘TOI UN SUIOW NB JURUSIUOD SUTRU SOP [RUIPIRD 9]
ISUTULISYYP P o1 Ny jusws(duts snid teuuosrer nad uo ‘1 ‘quepusds))

vy prep + HEpy pre) + Uy prep + H1py pre) = g piep

I @ UO ‘SHUIo[SIp XNop © XNop jueld

SO[UIOSTD S99 ‘JUOWWOPIRId owrwo)) "V prNIEpy NI NIy = § : 1109 S
[RUIPIRD J] SYDISYDAI UO JUOD G S[UILSUD,| ‘S9juUapgoald SUOIIR)IOU SO DOAY
UOUDUPSUOWD (T

J/ TOI UN SUTOW N JURUSIUOD SUTRUL OP [I-}-8 A USIqUIOD ‘P JUSWIINY
;101

[ SUIOW N® JURUSIUOD (S91Ied G 9P SO[qUIASUD) SUTRWI 8P [I-}-8 A USIqUIO))
"S91IRD Z¢ op Mol un aI9pIsuod uQ)

srduwexy

O Jppe

adounid of zenbridde,p 10 (gUY )N (g \ V) = V¥ onb 1enbrewa1 op jyyns ] (&

'V PIe) + Y pIe) = [ pIe) : OUOp ® UQ Y 0  solpred Xnop sop owgu

Op 180 WO [ ‘TUY 90 F oWWO) ‘YN = [F :® U0 ‘g D moy mod (T
UOUDUISUOWI (T

(Guy)prep —vpe) = (g\v)pre) | (3

(v\ad= V :puo ‘g ap Y a14nd 21noy nod ‘onb appaddo. uo0)
VPIe) —HPE®) = ¥ pPreD | (T

(HDg19 d DY) H ap sou4nd xnap g 12 | Juaog
TUT 9]QUIISUD UN [ 910G

'g OUIQIOQT,

Jiyoeajsnos adoulig

9102-G10¢ d-TdDH

4

(6 =(£)f 12 L=(2)f ‘¢ = (1)f 4od avuzfap 353 2))77 "2puvss1049
quowayorys [[6 1] « [g 1] ¢ f woyponddp apnas oun aufop nad uo ‘), = €fi
706 =°01°‘¢g="Tivpuo s ‘6=1up ¢=dno svd 2] supp ‘9)dwaza .und)

{4 ¢+ 1A} o[quuasus,| op narea 93139d snid

ouro? B[ (2)4 mod puoid wo 30 JUBSSIOId AIPIO, SURD SINOTRA SO0 OSURI UO o

J Wy spquuesus,|
1en91ysuod op uye [u ‘1] suep %i¢- Ui SogUOIQPIp sInores d JISIOYD UO e

s swwod 19pgoord nad uo

[ 1] suep [d ‘1] op eyuressiorn juamwagorr)s uoryestidde aun IauUOp oS op UGy
((d)f (1) sodeunr sos op Inofea [ Ted 99UIULINIP JUSI

-o191yud 350 u ‘1] suep [d‘1] op S uoryeoridde oup ‘u > d siofe suosoddng

u < dis
= (([w*1]*[@*1])o)prep ‘wuty [u ‘1] swep [d 1] op worpoolur,p sed systxo.u
Tu < dis ‘10 "oA110d[Ul 150 Y Op O[qUIOSTO-SNOS UN SIOA Y[ OP O[UIOSTD
-ST0S UN, P 9JULBSSIOND JUoWed1I)s uoresrjdde sun nb pioqe,p oy suopddeyy

UOUDAISUOWD (T
id i(d —u)id Agv
UOULS = = .
(T—d)—u) (T-wu i u
u<dis(Qe

2 und puuop gs9 ((([u‘1] ‘[d*1])0)preD =)

[w ‘1] suvp [d 1] op soruvss1040 JuWIIYS su0LDIYddD, p 20quiou o7 (g
f g5 [uer] supp [d“1]
op $9JUDSSI0LD JUPWAYLYS suonorddy sap ([u ‘1] ‘[d1])o 2jqwoasua, 7 (I
N D upos 19 N 2 d pog
‘1T uoiyisodoag
[24n1100] [u ‘1] suep

[d‘1] op sejmessioid juemialdlrjs suolyedijdde sep ajquies
-U9,[ 9P [eUIPJIeD )9 SUOSTRUIqUIOd-d 9P dIquIiou aIjus ual  (q-L ]

9T02-S10¢ qd-TdDH



ECE1-B 2015-2016 ECE1-B 2015-2016

32 32 x 31 29 x 28
oﬁgmm V XBLX 30X 329 X28 ¢ 312998 Or : Exemple 4 .
5 BXAXEIX2 On considére 'urne a 9 boules précédente et on procéde au tirage simul-
08 58 X 97 % 96 % 25 % tané de 3 boules de 'urne. Les éléments suivants sont des 3-combinaisons
Card S = _ SOXAT XD XD X 5% 98 x 27 x 26. Au final : d’éléments de [1,9].
5 OSXAXBIx2Z

{1,3,8} {2,7,5} {4,1,2} {1,2,3} {4,5,6} {1,7,9} {2,7.8}...

CardS = CardFE —CardS =8 x 31 x 29 x 28 — 5 x 28 x 27 x 26
= 28 x(8x31x29—5x27x26)

= 28 x (7192 — 3510) = 28 x 3682 = 103096 0 @ Il n’y a pas d’ordre associé a ce tirage : les boules sont tirées en
méme temps. Notez que les ensembles {2,7,5} et {2,5,7} sont
égaux.

II.2. Cardinal d’une union quelconque d’ensembles finis :

\ 5 4 s
principe d’inclusion - exclusion (deuz ensembles sont égauz s’ils ont les mémes éléments)

Proposition 7. Combien y a-t-il de tirages en tout ?
Soient A et B deuz ensembles finis. Une 3-combinaison peut-étre vue comme un 3-arrangement dans lequel
3 M la . _ -
1) ANB est fini Pordre ne serait pas pris en oogw.ﬂou. Oos.:umwoa u_m nombre &m. 3 .mimbmmgmam
. au nombre de 3-combinaisons. Si I’on dispose d’une 3-combinaison {1, 3, 8},
2) AU B est fini

on peut produire a l'aide de ses éléments, les 3-arrangements suivants :
3) Et Card(AUB) = Card A+ Card B — Card(AN B)

(1,3,8) (1,8,3) (3,1,8) (3,8,1) (8,1,3) (8,3,1)

Démonstration. . o crs
On utilise le principe additif avec la partition : AU B = (A \ B) U B. On a ainsi produit six 3-arrangements différents. Chacun de ces 3-arrangements

On a alors : Card AU B = Card(A \ B) + Card B correspond & une maniére d’ordonner les éléments 1, 3, 8. Autrement dit,
on considére toutes les permutations de 'ensemble {1,3,8}. Il y en a 3! = 6.

On conclut a I'aide du Théoréme 3. U o )
Au final, & chaque 3-combinaison correspond 3! (i.e. six) 3-arrangements.
Exercice Il y a donc 3! fois moins de 3-combinaisons que de 3-arrangements :
Généraliser cette proposition & trois ensembles finis A, B et C.
9\ A3 9x8x7T

= Card((AUB)UC)
= Card(AUB) + CardC — Card((AUB)NC)
= Card A+ Card B — Card(AN B) + CardC — Card((ANC)U (BNC))

De maniére générale, si I'urne contient n boules et qu’on effectue le tirage

B AP !
= Card A+ Card B+ CardC SIMULTANE de p boules, il y a sz == } tirages différents.
—Card(AN B) — Card(ANC) — Card(BN C) p) pt pin—p)
+ Card(ANBNC)

10 23
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Ce que 'on peut résumer par le diagramme suivant.

Enfin, grace a la formule du crible, on obtient :

Card(Ang U All U Esp)
= Card Ang + Card All + Card Esp
— Card(Ang N All) — Card(Ang N Esp) — Card(All N E'sp)
+ Card(Ang N All N Esp)

ainsi, on a :

36=(22+22+18)—-10—11 -9+ CardT

36=124+114+9+ CardT et CardT =4

12
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Exemple
On se propose de placer n personnes autour d'une table disposant de n
chaises. A chaque personne est attribuée une seule chaise (et inversement
chaque chaise recoit une seule personne). Un placement de ces n personnes
correspond donc a une bijection de [1,n] sur [1,n]. C’est une permutation
de [1,n].

I1.6.b) Lien entre nombre de permutations et cardinal de 1’en-
semble des applications bijectives de E (fini) dans F' (fini)
[CULTURE]

Proposition 10.

Soit E un ensemble fini de cardinal p.
Soit F' un ensemble fini de cardinal n.
1) L’ensemble B(E, F) des bijections de E dans F est fini.
2) Le nombre de bijections de E dans F' (= Card(B(E, F'))) est donné par :

e 0sip#n

o | A'=mn! |sinon

Démonstration.

Rappelons tout d’abord qu’il existe une bijection de E (fini) dans F' (fini) si
et seulement si Card E = Card F' (Proposition 5). Ainsi, Card(B(E, F)) =0
si Card F # Card F'.

Si Card E = Card F, il suffit de reprendre la démonstration précédente.
En effet, d’aprés la Proposition 4, lorsque F et F sont finis et de méme
cardinal, une application f est injective ssi elle est bijective. Ainsi, dans ce
cas, B(E,F)=1Z(E,F). On a alors :

Card(B(E, F)) = Card(Z(E, F)) = A" = nl

21
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Exercice

On considére un jeu de 32 cartes dans lequel on effectue un tirage de 5
cartes.

1) Combien y a-t-il de mains contenant un carré 7

2)

Démonstration.
Un telle main est entiérement déterminée par :

« le choix de la hauteur du carré : 8 possibilités.

(choixz d’un élément dans l’ensemble a 8 éléments H = {7,8,9,10,V, D, R, As})
« le choix de la carte restante : 28 possibilités.

(une carte choisie parmi les 28 cartes restantes)
Il y a donc 8 x 28 mains convenables. O

Combien y a-t-il de mains contenant exactement un pique ?

Démonstration.
Un telle main est entiérement déterminée par :
« le choix de la hauteur du pique : 8 possibilités.
(choiz d’un élément dans l’ensemble H & 8 éléments)
« le choix des 4 cartes restantes.
(4 cartes choisies parmi les 24 cartes qui ne sont pas du pique)
L’expression entiérement déterminée sous-tend la présence d’une bijec-

tion. Mettons-la & jour en notant :
e M-, Pensemble des mains contenant exactement 1 pique,
« M w.w I’ensemble des ensembles de 4 cartes qui ne pas de pique.
« H=1{7,8,9,10,V, D, R, As} 'ensemble des hauteurs.
On a alors la bijection suivante.

My, — H x M, w.@

m — (h , m)

ol h est la hauteur du pique présent dans la main m et m est ’ensemble

des 4 autres cartes de la main m. Au final, on obtient :

24
Card M-, = Card(H x M) = Card H x Card(M{.,) = 8 x Ag v O

14
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I1.5.b) Lien entre nombre de p-arrangements et cardinal de ’en-
semble des injections de E (fini) dans F' (fini) [CULTURE]

Proposition 9.
Soit E un ensemble fini de cardinal p.
Soit F' un ensemble fini de cardinal n.
1) L’ensemble Z(E, F) des injections de E dans F est fini.
2) Le nombre d’injections de E dans F (= Card(Z(E, F))) est donné par :
e 0sip>n

n!

. \w@”‘
" (n—p)

=nn—1)...(n—(p—1)) sinon

Démonstration.
1) (Démonstration non formelle).
Il existe une injection de E dans F' seulement si p < n.
Ainsi : AL =0sip>n.
Considérons maintenant p < n et notons E = {x1, ..., HNL,.
Se donner une injection de E dans F c’est :
- se donner I'image de x1 : f(z1) =y1 € F
(n choix possibles)
- se donner l'image de x9 : f(z2) =y2 € F\ {y1}
((n-1) choizx possibles)

- se donner l'image de zp : f(zp) =yp € F\{y1,.- -, Yp—1}
((n-(p-1)) choiz possibles)
Ainsi;ilya:n(n—1)...(n— (p— 1)) injections différentes de F dans
F.
2) 1l suffit de remarquer qu'un p-arrangement (a1, ..., ap) d’éléments de F'
deux a deux distincts n’est rien d’autre qu’une injection f : [1,p] — F :
foo Lol = F
1 = a;

(le mot distinct doit faire penser a la définition d’injection) O

19
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I1.4.b) Lien entre nombre de p-listes et cardinal de I’ensemble des
applications de F (fini) dans F (fini) [CULTURE]

Proposition 8.
Soit E un ensemble fini de cardinal p.

Soit F' un ensemble fini de cardinal n.
1) L’ensemble A(E,F) des applications de E dans F est fini.

2) | Card(A(E,F)) = (Card ﬁvom&m =nP

Démonstration.

On a E = {z1,...,zp}. Toute application f : E — F est complétement
déterminée par le p-uplet (f(z1),..., f(zp)) d’éléments de F. En d’autres
termes, 'application :

ALELJ F x ... x F
f

A.\.n.&_wv ) ) .%A.Hﬁvv

est bijective. O

|V
l

Remarque
Cette démonstration permet de comprendre pourquoi on utilise parfois la
notation : A(E, F) = F¥. Le théoréme s’écrit alors :

Card(FF) = (Card F)(Card E)

Théoréme 5.
Soit E fini de cardinal n.
1) P(E) est fini

2)| CardP(E)=2"

Démonstration.
PE) — A(E,{0,1})
A XA
ol x4 est 'application caractéristique de A. Par définition, c¢’est :

xa + E — {01}
0 sizgA 0

Considérer I'application : A

T = .
1 size A
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I1.5. Notion de p-arrangement
II.5.a) Définition et nombre de p-arrangement
Définition

Soit E' un ensemble fini.

« Une p-arrangement d’éléments de E' est p-liste d’éléments distincts de E.
e SiCardE =n,illyanx(n—1)x...x (n— (p—1)) p-arrangements
d’éléments de F.

« Par la suite, on notera A} le nombre de p-arrangements d’éléments de E
(ot E est un ensemble & n éléments).

Exemple classique : tirages SUCCESSIFS et SANS REMISE de p boules dans
une urne contenant n boules numérotées de 1 a n.
(avec ordre et sans répétition)

Exemple

On considére I'urne & 9 boules précédente et on procéde au tirage suc-
cessif des 3 boules de I'urne, sans remise. Les éléments suivants sont des
3-arrangements d’éléments de [1,9].

I (3,1,8) (8,1,3) D292l (9.2.6) 322 1234 ..

@ L’ordre dans lequel sont tirées les boules revét encore une impor-
tance. Autrement dit, le tirage (3,1,8) est un tirage différent du
tirage (8,1, 3).
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