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N
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O

n
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E

xp
ér

ie
nc

e
:o

n
eff

ec
tu

e
un

la
nc

er
d’

un
dé

6.

•
U

ni
ve
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un

iv
er

s
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un
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ex
pé
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en
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t
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ns
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de
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ré
su

lta
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ss
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l’e
xp
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•
É

vé
ne

m
en

t
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e
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su

lt
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te

nu
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t
pa

ir
.

U
n

év
én

em
en

t
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t
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e
pr

op
ri

ét
é
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xp
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e
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i
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-
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n
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at
de

l’e
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l’é
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2)
E

xpérience
:on

considère
une

urne
contenant

3
boules

num
érotées.

L’expérience
consiste

au
tirage

successifet
sans

rem
ise

de
ces

3
boules.

•
U

nivers
:
⌦

=
{(1,2,3

),(1,3,2
),(2,1,3

),(2,3
,1

),(3,1
,2

),(3,2
,1)}.

L’univers
est

l’ensem
ble

des
3-listes

possibles.
•

É
vénem

ent
B

:
le

résultat
obtenu

représente
un

entier
inférieur

à
229.
B

=
{(1,2,3

),(1,3
,2

),(2,1
,3

)}
⇢

⌦

•
N

otons
!

le
résultat

de
l’expérience.

L’événem
ent

est
notam

m
ent

réalisé
si

son
résultat

est
!

=
(1,3,2).

3)
E

xpérience
:on

considère
une

urne
contenant

5
boules

num
érotées.O

n
effectue

m
aintenant

un
tirage

sim
ultané

de
trois

boules
dans

l’urne.
•

U
nivers:⌦

=
{{1,2,3}

,{
1,2,4}

,{
1
,2

,5},{1
,3

,4},{1
,3

,5},{1
,4

,5}
,

{
2,3,4}

,{
2
,3

,5},{2
,4

,5},{3
,4

,5}}.
L’univers

est
l’ensem

ble
des

3-com
binaisons

possibles
:ily

en
a
�
53 �.

•
É

vénem
ent

B
:
la

som
m

e
des

chiffres
inscrits

sur
les

boules
est

un
m

ultiple
de

3.
B

=
{{1,2,3}

,{
1
,3

,5},{2
,3

,4},{3
,4

,5}}
⇢

⌦

•
N

otons
!

le
résultat

de
l’expérience.

L’événem
ent

est
notam

m
ent

réalisé
si

son
résultat

est
!

=
{1

,3
,5}.

I.2.
E
sp

ace
p
rob

ab
ilisab

le
fi
n
i

D
éfi

n
ition

O
n

appelle
esp

ace
p
rob

ab
ilisab

le
fi
n
i

la
donnée

du
couple

(⌦
,P

(⌦
))

où
:

•
⌦

est
ensem

ble
finiappelé

u
n
ivers

(ou
univers

des
possibles).

C
’est

l’ensem
ble

des
résultats

possibles
d’une

expérience
aléatoire.

(⌦
=

{
!

1 ,...,!
n })

•
P

(⌦
)

est
l’ensem

ble
des

évén
em

ents.
•

Les
singletons{!

i }
sont

appelés
évén

em
ents

élém
entaires.

•
U

n
événem

ent
A

⇢
⌦

est
dit

réalisé
si

le
résultat

de
l’expérience

est
un

élém
ent

de
A

.
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3.

É
vé

n
em

en
ts

D
éfi

n
it

io
n

(V
oc

ab
ul

ai
re

)
So

it
(⌦

,P
(⌦

))
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sa

bl
e

fin
i.

So
it

(A
,B

)
2

P
(⌦

)2
un

co
up

le
d’

év
én

em
en

ts
.

•
L’

év
én

em
en

t
?

es
t

l’é
vé

ne
m

en
t
im

p
os

si
b
le

et
⌦

es
t

l’é
vé

ne
m

en
t
ce

r-
ta

in
.

•
Si

A
\

B
=

?
,l

es
év

én
em

en
ts

A
et

B
so

nt
di

ts
in

co
m

p
at

ib
le

s.
•

Si
A

⇢
B

,o
n

di
t

qu
e

l’é
vé

ne
m

en
t

A
im

pl
iq

ue
l’é

vé
ne

m
en

t
B
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(s

i
A

es
t
ré
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is
é,

B
l’e

st
au
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i)

•
Si

C
=

A
[

B
,l

’é
vé

ne
m

en
t

C
es

t
ré

al
is

é
si

A
l’e

st
ou

B
l’e

st
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A
\

B
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’é
vé

ne
m

en
t

C
es

t
ré

al
is

é
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A
l’e

st
et
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l’e

st
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L’
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A
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de
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st
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is
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si
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ne
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n
it

io
n

(S
ys

tè
m

e
co

m
pl

et
d’

év
én

em
en
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(⌦
))
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e
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ob
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nt
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⇤
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t

un
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st
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m
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d
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n
em

en
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A
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?
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en
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so
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à

de
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in
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m
pa
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bl
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2)
⌦

=
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Si
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es
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n
}.

•
(A
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.
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1)
La

som
m

e
des

probabilités
issues

d’un
m

êm
e

nœ
ud

vaut
1.

P
(A

)
+

P
(A

)
=

1
P

A
\

B
(C

)
+

P
A
\

B
(C

)
=

1

2)
La

probabilité
d’un

chem
in

est
égal

au
produit

des
probabilités

ren-
contrées

sur
ce

chem
in.

P
(A

\
B

\
C

)
=

P
(A

)
P

A
(B

)
P

A
\

B
(C

)

P
(A

\
B

\
C

)
=

P
(A

)
P

A
(B

)
P

A
\

B
(C

)

(form
ule

des
probabilités

com
posées)

3)
La

probabilité
d’un

événem
ent

est
la

som
m

e
des

probabilités
des

che-
m

ins
quiy

aboutissent.

P
(C

)
=

P
(A

\
B

)
P

A
\

B
(C

)
+

P
(A

\
B

)
P

A
\

B
(C

)

+
P
(A

\
B

)
P

A
\

B
(C

)
+

P
(A

\
B

)
P

A
\

B
(C

)

(form
ule

des
probabilités

totales)

O
n

peut
alors

com
pléter

cette
form

ule
à

l’aide
de

la
form

ule
des

pro-
babilités

com
posées

:

P
(A

\
B

)
=

P
(A

)
P

A
(B

)
et

P
(A

\
B

)
=

P
(A

)
P

A
(B

)
...

E
xercice

M
ontrer

que
la

fam
ille

(A
\

B
,A

\
B

,A
\

B
,A

\
B

)
est

un
systèm

e
com

plet
d’événem

ents.

(ainsila
form

ule
précédente

donnant
P
(C

)
est

bien
une

application
de

la
form

ule
des

probabilités
totales!)
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II.
E
space

probabilisé
fini

II.1.
P

rob
ab

ilité

D
éfi

n
ition

Soit
(⌦

,P
(⌦

))
un

espace
probabilisable

fini.

U
ne

probabilité
est

une
application

P
:P

(⌦
)!

[0,1
]telle

que
:

1)
8
A

2
P

(⌦
),

0
6

P
(A

)6
1

2)
P

(⌦
)

=
1

(la
probabilité

de
l’événem

ent
sûr

est
1)

3)
P
our

tout
couple

(A
,B

)2
P

(⌦
)
2

tels
que

A
\

B
=

?
,on

a
:

P
(A

[
B

)
=

P
(A

)
+

P
(B

)

(cette
propriété

est
appelée

additivité)

Lorsqu’une
telle

application
existe,

le
triplet

(⌦
,P

(⌦
),P

)
est

appelé
es-

pace
probabilisé

fini.

R
em

arqu
e

N
ous

avons
déjà

rencontré
une

application
vérifiant

la
propriété

d’additi-
vité

:le
cardinal!(si

A
\

B
=

?
,
C

ard
(A

[
B

)
=

C
a
rd

A
+

C
a
rd

B
)

�
E

n
général,

l’application
C

ard
n’est

pas
une

application
proba-

bilité.
E

n
effet,on

a
:

•
si

⌦
=

{
!

1 ,...,!
n },on

a
C

a
rd

(⌦
)

=
n,

•
ainsi:

C
ard

(⌦
)

=
1

,
⌦

=
{
!}.

(⌦
est

réduit
à

un
élém

ent)

4



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

B
O

N
U

S
(b

is
)

:
ar

b
re

à
3

n
iv

ea
u
x

A

B

C
P A

\B
(C

)

C
P

A
\B

(C
)

P A
(B

)

B

C
P A

\B
(C

)

C
P

A
\B

(C
)

P
A
(B

)

P(
A
)

A

B

C
P A

\B
(C

)

C
P

A
\B

(C
)

P A
(B

)

B

C
P A

\B
(C

)

C
PA

\B
(C

)

PA
(B

)

P(
A
)
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II
.2

.
P

ro
p
ri

ét
és

d
es

p
ro

b
ab

il
it

és

P
ro

p
ri

ét
é

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i.

So
it

A
et

B
de

ux
év

én
em

en
ts

(A
⇢

⌦
,B

⇢
⌦

).
A

lo
rs

:
1)

P(
A

)
=

1
�

P(
A

)
do

nc
P(

?
)

=
0

2)
P(

B
\A

)
=

P(
B

)
�

P(
A
\

B
)

3)
A

⇢
B

)
P(

A
)
6

P(
B

)

4)
P(

A
[

B
)

=
P(

A
)
+

P(
B

)
�

P(
A
\

B
)

D
ém

on
st

ra
ti
on

.

1)
O

n
a

:A
[

A
=

⌦
(r

éu
ni

on
di

sj
oi

nt
e)

.
A

in
si

,p
ar

ad
di

ti
vi

té
:

P(
A
[

A
)

=
P(

A
)
+

P(
A

)
=

P(
⌦

)
=

1

2)
O

n
a

:(
B

\A
)
[

(A
\

B
)

=
B

(r
éu

ni
on

di
sj

oi
nt

e)
.

A
in

si
,p

ar
ad

di
ti

vi
té

:

P(
(B

\A
)
[

(A
\

B
))

=
P(

B
\A

)
+

P(
A
\

B
)

=
P(

B
)

3)
D

’a
pr

ès
le

po
in

t
pr

éc
éd

en
t

:P
(A

\
B

)
+

P(
B

\A
)

=
P(

B
).

O
r,

co
m

m
e

A
⇢

B
,o

n
a

A
\

B
=

A
.A

in
si

:

P(
B

)
=

P(
A

)
+

P(
B

\A
)
>

P(
A

)

4)
O

n
a

:A
[

B
=

A
[

(B
\A

)
(l

a
de

ux
iè

m
e

ré
un

io
n

es
t

di
sj

oi
nt

e)
.

O
n

en
dé

du
it

,à
l’a

id
e

du
po

in
t
2)

qu
e

:

P(
A
[

B
)

=
P(

A
[

(B
\A

))

=
P(

A
)
+

P(
B

\A
)

=
P(

A
)
+

P(
B

)
�

P(
A
\

B
)
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La
lecture

des
probabilités

se
fait

alors
com

m
e

suit.
1)

La
som

m
e

des
probabilités

issues
d’un

m
êm

e
nœ

ud
vaut

1.

P
(A

)
+

P
(A

)
=

1
P

A
(B

)
+

P
A
(B

)
=

1

2)
La

probabilité
d’un

chem
in

est
égal

au
produit

des
probabilités

ren-
contrées

sur
ce

chem
in.

P
(A

\
B

)
=

P
(A

)
P

A
(B

)
P
(A

\
B

)
=

P
(A

)
P

A
(B

)

(form
ule

des
probabilités

com
posées)

3)
La

probabilité
d’un

événem
ent

est
la

som
m

e
des

probabilités
des

che-
m

ins
quiy

aboutissent.

P
(B

)
=

P
(A

)
P

A
(B

)
+

P
(A

)
P

A
(B

)

P
(B

)
=

P
(A

)
P

A
(B

)
+

P
(A

)
P

A
(B

)

(form
ule

des
probabilités

totales)

E
xem

p
le

D
eux

tirages
consécutifs

dans
une

urne
contenant

8
boules

noires
et

5
blanches.
B

i
:«

le
résultat

du
i èm

e
tirage

est
une

boule
blanche

»
N

i
:«

le
résultat

du
i èm

e
tirage

est
une

boule
noire

»

N
1

N
2

P
N

1 (N
2 )

=
712

B
2

P
N

1 (B
2 )

=
512

P
(N

1)
=

8
13

B
1

N
2

P
B

1 (N
2 )

=
812

B
2

P
B

1 (B
2 )

=
412

P
(B

1 )
=

513
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T
h
éorèm

e
1.

Form
ule

du
crible

(ou
de

P
oincaré)

Soit
(⌦

,P
(⌦

),P
)

un
espace

probabilisé
fini.

Soit
A

,B
,C

trois
événem

ents.

P
(A

[
B

[
C

)
=

P
(A

)
+

P
(B

)
+

P
(C

)

�
P
(A

\
B

)
�

P
(A

\
C

)
�

P
(B

\
C

)

+
P
(A

\
B

\
C

)

D
ém

onstration.

P
(A

[
B

[
C

)

=
P
(A

[
(B

[
C

))

=
P
(A

)
+

P
(B

[
C

)�
P
(A

\
(B

[
C

))

=
P
(A

)
+

P
(B

)
+

P
(C

)�
P
(B

\
C

)�
P
(A

\
(B

[
C

))

=
P
(A

)
+

P
(B

)
+

P
(C

)�
P
(B

\
C

)�
P
((A

\
B

)[
(A

\
C

))

=
P
(A

)
+

P
(B

)
+

P
(C

)�
P
(B

\
C

)

�
(

P
(A

\
B

)
+

P
(A

\
C

)�
P
((A

\
B

)\
(A

\
C

))
)

=
P
(A

)
+

P
(B

)
+

P
(C

)

�
P
(B

\
C

)�
P
(A

\
B

)�
P
(A

\
C

)

+
P
(A

\
B

\
C

)

E
ncore

une
fois,c’est

une
conséquence

directe
de

la
propriété

d’additivité.
A

insi,on
obtientune

form
ule

analogue
à

celle
du

cours
surle

cardinal.

R
em

arqu
e

O
n

peut
généraliser

cette
form

ule
au

cas
d’une

union
d’un

nom
bre

fini
m

d’événem
ents.La

form
ule

générale
est

donnée
en

copiant
le

schém
a

de
celle

énoncée
dans

le
théorèm

e
:

⇥
à

chaque
ligne

on
change

de
signe

(on
note

positivem
ent

la
prem

ière),
⇥

à
chaque

ligne
on

considère
des

probabilités
d’intersections

regroupant
un

événem
ent

de
plus.
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B
O

N
U

S
:
p
ro

b
ab

il
it

és
co

n
d
it

io
n
n
el

le
s

et
ar

b
re

s
d
e

p
ro

b
a-

b
il
it

é

A
u

ly
cé

e,
l’é

tu
de

de
sp

ro
ba

bi
lit

és
es

tt
rè

ss
ou

ve
nt

ab
or

dé
e

à
l’a

id
e

d’
ar

b
re

s
d
e

p
ro

b
ab

il
it

és
qu

i
pe

rm
et

te
nt

de
re

pr
és

en
te

r
le

s
di

ffé
re

nt
s

ré
su

lt
at

s
po

ss
ib

le
s

d’
un

e
ex

pé
ri

en
ce

al
éa

to
ir

e.

A

B
P A

(B
)

B
P

A
(B

)
P(

A
)

A

B
P A

(B
)

B
PA

(B
)

P(
A
)

O
n

a
re

pr
és

en
té

ic
iu

n
ar

br
e

à
2

ni
ve

au
x.

À
ch

aq
ue

ni
ve

au
,u

ne
al

te
rn

at
iv

e
es

t
pr

op
os

ée
qu

it
ra

du
it

la
pr

és
en

ce
d’

un
sy

st
èm

e
co

m
pl

et
s
d’

év
én

em
en

ts
:

(A
,A

)
au

1
er

ni
ve

au
et

(B
,B

)
au

2
èm

e
ni

ve
au

.
Se

lo
n

l’e
xp

ér
ie

nc
e

al
éa

to
ir

e
co

ns
id

ér
ée

,
l’a

rb
re

pe
ut

pr
és

en
te

r
pl

us
de

2
ni

ve
au

x
et

ch
aq

ue
ni

ve
au

pe
ut

pr
op

os
er

de
pl

us
de

2
ch

oi
x

(f
or

m
é

d’
un

sy
st

èm
e

co
m

pl
et

à
tr

oi
s

év
én

em
en

ts
(A

1
,A

2
,A

3
)

pa
r

ex
em

pl
e)

.

�
C

et
te

re
pr

és
en

ta
ti

on
es

t
tr

ès
m

ar
qu

ée
ly

cé
e.

A
u

co
nc

ou
rs

,
on

l’u
ti

lis
er

a
de

pr
éf

ér
en

ce
au

br
ou

ill
on

.I
lf

au
t

av
oi

r
en

tê
te

qu
e

le
co

rr
ec

te
ur

vé
ri

fie
ra

qu
e

la
ré

da
ct

io
n

co
nt

ie
nt

:

⇥
l’h

yp
ot

hè
se

«
sy

st
èm

e
co

m
pl

et
d’

év
én

em
en

ts
»,

⇥
le

no
m

de
s

th
éo

rè
m

es
ut

ili
sé

s.
(f

or
m

ul
e

de
s

pr
ob

ab
ili

té
s

co
m

po
sé

es
/

to
ta

le
s)

30
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B
20
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T
h
éo

rè
m

e
2.

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i
(⌦

=
{!

1
,.

..
,!

n
})

.

So
ie

nt
m

2
N
⇤

et
A

1
,.

..
,A

m
de

s
év

én
em

en
ts

de
ux

à
de

ux
in

co
m

pa
ti
bl

es
(i

.e
.
A

i
\

A
j

=
?

po
ur

to
ut

i
6=

j)
.

A
lo

rs
:

P
✓

m S i=
1
A

i◆
=

m P i=
1

P(
A

i)

O
n

a
no

ta
m

m
en

t,
po

ur
to

ut
év

én
em

en
t

A
,

P(
A

)
=

P
i2

J1
,n

K
tq

!
i
2A

P(
{!

i}
)

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
C

on
sé

qu
en

ce
de

l’a
dd

it
iv

it
é!

C
or

ol
la

ir
e

1.

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i.

So
ie

nt
(A

1
,.

..
,A

m
)

un
sy

st
èm

e
co

m
pl

et
d’

év
én

em
en

ts
.

m P i=
1

P(
A

i)
=

1
et

8B
2

P
(⌦

),
P(

B
)

=
m P i=

1
P(

B
\

A
i)

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
C

on
sé

qu
en

ce
du

th
éo

rè
m

e
2

et
de

la
dé

fin
it

io
n

de
sy

st
èm

e
co

m
pl

et
d’

év
é-

ne
m

en
ts

.I
ls

uffi
t

de
re

m
ar

qu
er

qu
e

:

B
=

B
\
⌦

=
B

\
✓

m S i=
1
A

i◆
=

m S i=
1
(B

\
A

i)

C
’e

st
un

e
un

io
n

d’
év

én
em

en
ts

in
co

m
pa

ti
bl

es
:e

n
eff

et
,s

ii
6=

j,
(B

\
A

i)
\

(B
\

A
j
)

=
B

\
A

i
\

B
\

A
j

=
B

\
B

\
A

i
\

A
j

=
(B

\
B

)
\

(A
i
\

A
j
)

=
B

\
?

=
?

Il
su

ffi
t

al
or

s
d’

ut
ili

se
r

la
pr

op
ri

ét
é

d’
ad

di
ti

vi
té

.
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T
h
éorèm

e
10.

Soit
(⌦

,P
(⌦

),P
)

un
espace

probabilisé
fini

et
soit

m
2

N
⇤.

Soit
(A

1 ,...,A
m

)
une

fam
ille

d’événem
ents.

N
otons

B
i 2

{A
i ,A

i }
pour

tout
i2

J1
,m

K.
(autrem

ent
dit

B
i
=

A
i
ou

B
i
=

A
i ).

1)
Si

A
1 ,...,A

m
sont

deux
à

deux
indépendants,

alors
B

1 ,...,B
m

sont
deux

à
deux

indépendants.

2)
Si

A
1 ,...,A

m
sontm

utuellem
entindépendants,alors

B
1 ,...,B

m
sont

m
utuellem

ent
indépendants.

D
ém

onstration.

1)
C

’est
un

corollaire
direct

de
la

P
roposition

1.

2)
O

n
com

m
ence

par
dém

ontrer
que

si
A

1 ,...,A
m

sont
m

utuellem
ent

indépendants,ilen
est

de
m

êm
e

pour
A

1 ,...,A
k�

1 ,A
k ,A

k
+

1 ,...,A
m

où
k
2

J1,m
K.P

our
ce

faire,on
prend

I
⇢

J1
,m

K
et

on
distingue

:

•
le

cas
où

k
62

I
(facile!),

•
le

cas
où

k
2

I
(plus

technique).

contraires
apparaissant

dans
la

fam
ille

(B
1 ,...,B

m
).

E
xercice

Soient
A

,
B

et
C

des
événem

ents
m

utuellem
ent

indépendants.
M

ontrer
que

A
et

B
[

C
sont

indépendants.

29

E
C

E
1-B

2015-2016

II.3.
L
e

cas
d
e

l’équ
ip

rob
ab

ilité

D
éfi

n
ition

Soit
(⌦

,P
(⌦

))
un

espace
probabilisable

fini.O
n

note
⌦

=
{
!

1 ,...,!
n }.

•
O

n
appelle

probabilité
uniform

e
la

probabilité
P

vérifiant
:

P
({
!

1 })
=

...
=

P
({!

n })
=

1n

•
Lorsqu’un

espace
probabilisable

(⌦
,P

(⌦
))

est
m

uni
de

la
probabilité

uniform
e,on

dit
qu’ily

a
équ

ip
rob

ab
ilité.

C
ette

probabilité
est

généralem
ent

définie
à

l’aide
de

l’application
C

a
rd

com
m

e
le

stipule
l’énoncé

suivant.

T
h
éorèm

e
3.

Soit
(⌦

,P
(⌦

))
un

espace
probabilisable

fini.

•
Il

existe
une

unique
probabilité

P
prenant

la
m

êm
e

valeur
sur

tous
les

événem
ents

élém
entaires.

•
C
ette

probabilité
est

appelée
probabilité

uniform
e

et
est

définie
par

:

P
:

P
(⌦

)
!

[0,1]

A
7!

P
(A

)
=

C
a
rd

A

C
a
rd

⌦
=

nom
bre

de
cas

favorables
nom

bre
de

cas
possibles

(le
nom

bre
de

cas
favorables

est
le

nom
bre

de
cas

réalisant
A

)

D
ém

onstration.
Ilsuffi

t
de

vérifier
les

axiom
es

des
probabilités.

L’additivité
provient

de
l’additivité

de
l’application

C
ard.

Sil’univers
fini

⌦
est

m
unide

la
probabilité

uniform
e,les

calculs
des

probabilités
se

ram
ènent

à
des

calculs
de

dénom
brem

ent

8



E
C

E
1-

B
20

15
-2

01
6

E
xe

m
p
le

O
n

co
ns

id
èr

e
de

no
uv

ea
u

l’e
xp

ér
ie

nc
e

al
éa

to
ir

e
co

ns
is

ta
nt

à
la

nc
er

de
ux

fo
is

un
dé

6
.O

n
ra

pp
el

le
et

co
m

pl
èt

e
la

lis
te

de
s

év
én

em
en

ts
co

ns
id

ér
és

.

O
n

no
te

A
:«

le
pr

em
ie

r
ch

iff
re

es
t

pa
ir

».

O
n

no
te

B
:«

le
se

co
nd

ch
iff

re
es

t
im

pa
ir

».

O
n

no
te

C
:«

la
so

m
m

e
de

s
ch

iff
re

s
es

t
pa

ir
e

».

1)
D

ém
on

tr
on

s
qu

e
A

,B
et

C
so

nt
de

ux
à

de
ux

in
dé

pe
nd

an
ts

.

•
O

n
a

dé
jà

dé
m

on
tr

é
qu

e
A

et
B

so
nt

in
dé

pe
nd

an
ts

.

•
P(

A
\

C
)

=
C

ar
d
(A

\
C

)

C
ar

d
(⌦

)
=

3
⇥

3

6
⇥

6
=

1 2
⇥

1 2
=

1 4

•
P(

B
\

C
)

=
C

ar
d
(B

\
C

)

C
ar

d
(⌦

)
=

3
⇥

3

6
⇥

6
=

1 2
⇥

1 2
=

1 4

•
La

fa
m

ill
e

(A
,A

)
fo

rm
e

un
sy

st
èm

e
co

m
pl

et
d’

év
én

em
en

ts
.

P
ar

la
fo

rm
ul

e
de

s
pr

ob
ab

ili
té

s
to

ta
le

s,
on

a
:

P(
C

)
=

P(
A
\

C
)

+
P(

A
\

C
)

=
1 4

+
1 4

=
1 2

•
O

n
a

al
or

s
:P

(A
\

C
)

=
1 4

=
1 2
⇥

1 2
=

P(
A

)
⇥

P(
C

)

•
O

n
a

al
or

s
:P

(B
\

C
)

=
1 4

=
1 2
⇥

1 2
=

P(
B

)
⇥

P(
C

)

2)
D

ém
on

tr
on

s
qu

e
A

,B
et

C
ne

so
nt

pa
s

m
ut

ue
lle

m
en

t
in

dé
pe

nd
an

ts
.

•
O

n
a

A
\

B
\

C
=

?
do

nc
P(

A
\

B
\

C
)

=
P(

?
)

=
0.

•
O

r
P(

A
)
P(

B
)
P(

C
)

=
1 2
⇥

1 2
⇥

1 2
=

1 8
.
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E
C

E
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B
20

15
-2

01
6

E
xe

m
p
le

O
n

pe
ut

re
pr

en
dr

e
le

s
ex

em
pl

es
du

co
ur

s
pr

éc
éd

en
t.

1)
O

n
co

ns
id

èr
e

un
je

u
de

3
2

ca
rt

es
.

L’
ex

pé
ri

en
ce

co
ns

is
te

à
eff

ec
tu

er
un

ti
ra

ge
de

5
ca

rt
es

.
L’

un
iv

er
s
⌦

es
t

ic
i
l’e

ns
em

bl
e

de
s

pa
rt

ie
s

à
5

él
ém

en
ts

de
l’e

ns
em

bl
e

de
s

32
ca

rt
es

.A
ut

re
m

en
t

di
t
⌦

co
nt

ie
nt

to
ut

es
le

s
m

ai
ns

po
ss

ib
le

s.
A

in
si

,C
ar

d
⌦

=
� 3

2 5

� .
Le

st
ir

ag
es

ét
an

tc
on

si
dé

ré
sc

om
m

e
éq

ui
pr

ob
ab

le
s,

l’u
ni

ve
rs

⌦
es

tm
un

i
de

la
pr

ob
ab

ili
té

un
ifo

rm
e,

no
té

e
P.

a.
Q

ue
lle

es
t

la
pr

ob
ab

ili
té

d’
ob

te
ni

r
un

ti
ra

ge
co

nt
en

an
t

un
ca

rr
é?

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
O

n
no

te
A

l’é
vé

ne
m

en
t

:«
le

ti
ra

ge
ob

te
nu

co
nt

ie
nt

un
ca

rr
é

».

•
Le

no
m

br
e

de
ca

s
fa

vo
ra

bl
es

es
t
do

nn
é

pa
r
C

ar
d

A
=

8
⇥

2
8

(c
ho

ix
de

la
ha

ut
eu

r
du

ca
rr

é
et

ch
oi

x
de

la
de

rn
iè

re
ca

rt
e)

.

•
O

n
a

do
nc

:

P(
A

)
=

C
ar

d
A

C
a
rd

⌦
=

8
⇥

2
8

3
2
!

5
!

2
7
!

=
8
⇥

28
3
2
⇥

3
1
⇥

3
0
⇥

2
9
⇥

2
8

5
!

=
8
⇥

5
!

32
⇥

31
⇥

3
0
⇥

2
9

=
8
⇥

5
⇥

4
⇥

3
⇥

2

32
⇥

3
1
⇥

3
0
⇥

2
9

=
5
⇥

3
⇥

2

31
⇥

3
0
⇥

29
=

1

3
1
⇥

29

A
in

si
,l

a
pr

ob
ab

ili
té

de
A

es
t

de
1

89
9

=
0,

0
01

1.

b.
E

t
ce

lle
d’

ob
te

ni
r

un
ti

ra
ge

co
nt

en
an

t
ex

ac
te

m
en

t
un

pi
qu

e?

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
O

n
no

te
B

:«
le

ti
ra

ge
ob

te
nu

co
nt

ie
nt

ex
ac

te
m

en
t

un
pi

qu
e

».

•
O

n
a

C
a
rd

B
=

8
⇥

� 2
4 4

�
(c

ho
ix

de
la

ha
ut

eu
r

du
pi

qu
e

et
ch

oi
x

de
s

4
ca

rt
es

re
st

an
te

s)
.
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P
our

bien
com

prendre
la

différence
entre

ces
deux

notions,
intéressons-

nous
à

ce
qu’elles

signifient
pour

une
petite

valeur
de

m
.

C
as

p
articu

lier
:

m
=

3

Soit
(⌦

,P
(⌦

),P
)

un
espace

probabilisé
fini.

1)
Les

événem
ents

A
1 ,A

2 ,A
3

sont
deux

à
deux

indépendants
si:

a)
P
(A

1 \
A

2 )
=

P
(A

1 )
P
(A

2 )

b)
P
(A

1 \
A

3 )
=

P
(A

1 )
P
(A

3 )

c)
P
(A

2 \
A

3 )
=

P
(A

2 )
P
(A

3 )

2)
Les

événem
ents

A
1 ,A

2 ,A
3

sont
m

utuellem
ent

indépendants
si:

a)
P
(A

1 \
A

2 )
=

P
(A

1 )
P
(A

2 )

b)
P
(A

1 \
A

3 )
=

P
(A

1 )
P
(A

3 )

c)
P
(A

2 \
A

3 )
=

P
(A

2 )
P
(A

3 )

d)
P
(A

1 \
A

2 \
A

3 )
=

P
(A

1 )
P
(A

2 )
P
(A

3 )

R
em

arqu
e

Sides
événem

ents
sont

m
utuellem

ent
indépendants,alors

ils
sont

deux
à

deux
indépendants.La

réciproque
est

fausse.
(on

aurait
sinon

deux
nom

s
différents

pour
la

m
êm

e
notion

!)

indépendance
m

utuelle
)

indépendance
2

à
2

indépendance
m

utuelle
6(

indépendance
2

à
2
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•
A

insi:

P
(B

)
=

C
ard

B

C
a
rd

⌦
=

8⇥
2
4
!

4
!

2
0
!

3
2
!

5
!

2
7
!

=
8⇥

2
4⇥

2
3⇥

2
2⇥

2
1

4
!

3
2⇥

3
1⇥

3
0⇥

2
9⇥

2
8

5
!

=
8⇥

2
4⇥

2
3⇥

2
2⇥

2
1⇥

5!

32⇥
3
1⇥

3
0⇥

29⇥
28⇥

4
!

=
2
4⇥

2
3⇥

2
2⇥

21

3
1⇥

2
9⇥

2
8⇥

4!

=
2
3⇥

2
2⇥

21

3
1⇥

2
9⇥

28
=

2
3⇥

2
2⇥

3

3
1⇥

2
9⇥

4
=

2
3⇥

1
1⇥

3

3
1⇥

2
9⇥

2

La
probabilité

de
B

est
donc

de
2
3⇥

1
1⇥

3

3
1⇥

2
9⇥

2
'

0
,4

2.

2)
O

n
effectue

6
lancers

d’un
dé

cubique
équilibré.

L’univers
est

ici
⌦

=
J1

,6K
6.

A
insi,

C
a
rd

(⌦
)

=
6
6.

Ilest
m

unide
la

probabilité
uniform

e
(dé

non
truqué).

O
n

considère
les

événem
ents

:
A

:«
O

n
n’obtient

aucun
6

lors
des

lancers
»

B
:

«
O

n
obtient

les
6

chiffres
(dans

un
ordre

quelconque)
lors

des
lancers

»
C

alculer
la

probabilité
de

ces
deux

événem
ents.

D
ém

onstration.
O

n
a

alors
:

P
(A

)
=

C
a
rd

A

C
a
rd

⌦
=

5
6

6
6

=
1
56

25

4
66

56
'

0
,3

3

P
(B

)
=

C
a
rd

B

C
ard

⌦
=

A
66

6
6

=
6
!

6
6

=
5

3⇥
3⇥

6
2

=
5

3
2
4
'

0,0
1
5
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P
ro

p
os

it
io

n
1.

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i.

So
ie

nt
A

et
B

de
ux

év
én

em
en

ts
in

dé
pe

nd
an

ts
.

1)
Le

s
év

én
em

en
ts

A
et

B
so

nt
in

dé
pe

nd
an

ts
.

2)
Le

s
év

én
em

en
ts

A
et

B
so

nt
in

dé
pe

nd
an

ts
.

3)
Le

s
év

én
em

en
ts

A
et

B
so

nt
in

dé
pe

nd
an

ts
.

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
1)

D
ém

on
tr

on
s

qu
e

A
et

B
so

nt
in

dé
pe

nd
an

ts
.

P(
A
\

B
)

=
P(

A
)
�

P(
A
\

B
)

=
P(

A
)
�

P(
A

)
P(

B
)

=
P(

A
)
(1

�
P(

B
))

=
P(

A
)
P(

B
)

2)
Su

pp
os

on
s

A
et

B
in

dé
pe

nd
an

ts
.

O
n

a
év

id
em

m
en

t
B

et
A

in
dé

pe
nd

an
ts

.
A

in
si

,p
ar

la
pr

op
ri

ét
é

1)
,o

n
ob

ti
en

t
qu

e
B

et
A

so
nt

in
dé

pe
nd

an
ts

.
3)

Su
pp

os
on

s
A

et
B

in
dé

pe
nd

an
ts

.
P
ar

la
pr

op
ri

ét
é

1)
,o

n
a

:A
et

B
in

dé
pe

nd
an

ts
.

P
ar

la
pr

op
ri

ét
é

2)
,o

n
a

:A
et

B
in

dé
pe

nd
an

ts
.

IV
.2

.
In

d
ép

en
d
an

ce
m

u
tu

el
le

D
éfi

n
it

io
n

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i.

So
it

m
2

N
⇤ .

So
it

(A
1
,.

..
,A

m
)

un
e

fa
m

ill
e

d’
év

én
em

en
ts

.

1)
A

1
,.

..
,A

m
so

nt
de

ux
à

de
ux

in
dé

pe
nd

an
ts

po
ur

la
pr

ob
ab

ili
té

P
si

:

8(
i,

j)
2

J1
,m

K2
,

i
6=

j
)

P(
A

i
\

A
j
)

=
P(

A
i)

P(
A

j
)

2)
A

1
,.

..
,A

m
so

nt
m

ut
ue

lle
m

en
t
in

dé
pe

nd
an

ts
po

ur
la

pr
ob

ab
ili

té
P

si
:

8I
⇢

J1
,m

K,
P
✓
T i2

I

A
i◆

=
Q i2

I

P(
A

i)
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II
I.

P
ro
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bi

lit
é

co
nd

it
io

nn
el

le

II
I.
1.

D
éfi

n
it

io
n

T
h
éo

rè
m

e
4.

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i.

So
it

A
un

év
én

em
en

t
te

lq
ue

P(
A

)
6=

0.
O

n
co

ns
id

èr
e

l’a
pp

lic
at

io
n

P A
su

iv
an

te
:

P A
:

P
(⌦

)
!

[0
,1

]

B
7!

P A
(B

)
=

P(
A
\

B
)

P(
A

)

•
P A

es
t
un

e
pr

ob
ab

ili
té

,
ap

pe
lé
e

p
ro

b
ab

il
it

é
co

n
d
it

io
n
n
el

le
re

la
ti
ve

à
A

.
•

P
ou

r
to

ut
év

én
em

en
t

B
,

P A
(B

)
dé

si
gn

e
la

pr
ob

ab
ili

té
de

B
sa

ch
an

t
A

.

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
Il

s’
ag

it
de

vé
ri

fie
r

qu
e

P A
vé

ri
fie

le
s

ax
io

m
es

d’
un

e
pr

ob
ab

ili
té

.
1)

So
it

B
2

P
(⌦

).

•
C

om
m

e
P(

A
\B

)
>

0
et

P(
A

)
>

0
(c

ar
P(

A
)
6=

0)
,o

n
a

:P(
A
\

B
)

P(
A

)
>

0

•
C

om
m

e
A
\

B
⇢

A
,o

n
a

P(
A
\

B
)
6

P(
A

)
et

do
nc

:
P(

A
\

B
)

P(
A

)
6

1

2)
P A

(⌦
)

=
P(

A
\
⌦

)

P(
A

)
=

P(
A

)

P(
A

)
=

1

3)
So

it
C

et
D

de
ux

év
én

em
en

ts
te

ls
qu

e
C

\
D

=
?

.A
lo

rs
:

P A
(C

[
D

)
=

P(
A
\

(C
[

D
))

P(
A

)
=

P(
(A

\
C

)
[

(A
\

D
))

P(
A

)

=
P(

A
\

C
)
+

P(
A
\

D
)
�

P(
(A

\
C

)
\

(A
\

D
))

P(
A

)

=
P(

A
\

C
)

P(
A

)
+

P(
A
\

D
)

P(
A

)
�

P(
A
\

A
\

C
\

D
)

P(
A

)
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E
xercice

Soit
(⌦

,P
(⌦

))
un

espace
probabilisable

fini.
O

n
m

unit
⌦

de
la

probabilité
uniform

e,notée
P.D

ém
ontrer

que
:

A
et

B
sont

incom
patibles

A
6=

?
et

B
6=

?

�
)

A
et

B
ne

sont
pas

indépendants
pour

P

Sil’univers
fini

⌦
est

m
unide

la
probabilité

uniform
e,deux

événem
ents

incom
patibles

et
tous

deux
différents

de
?

ne
sont

jam
ais

indépendants.

D
ém

onstration.
Ilsuffi

t
de

rem
arquer

que
:

•
P
(A

\
B

)
=

P
(?

)
=

0,

•
P
(A

)
=

C
ard

A

C
ard

⌦
6=

0
et

P
(B

)
=

C
ard

B

C
ard

⌦
6=

0.

A
insi,P

(A
\

B
)

=
0
6=

P
(A

)⇥
P
(B

).

E
xercice

Soit
(⌦

,P
(⌦

),P
)

un
espace

probabilisé
fini.

P
(A

)
=

0
)

8
B

2
P

(⌦
),

A
et

B
sont

indépendants
P

D
ém

onstration.
E

n
effet,on

a
A
\

B
⇢

A
.

O
n

en
déduit

donc
que

:P
(A

\
B

)6
P
(A

)
=

0.
A

insi,P
(A

\
B

)
=

0
=

P
(A

)⇥
P
(B

).
C

e
quidém

ontre
que

A
et

B
sont

indépendants
pour

P.
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C
om

m
e

A
\

A
\

C
\

D
=

A
\
?

=
?

,on
obtient

:

P
A
(C

[
D

)
=

P
A
(C

)
+

P
A
(D

)

E
xem

p
le

O
n

considère
le

résultat
d’un

dé
6

équilibré.
L’univers

est
donc

J1,6K
et

est
m

unide
la

probabilité
uniform

e
notée

P.
O

n
considère

les
événem

ents
suivants.

•
A

:«
on

obtient
un

nom
bre

inférieur
ou

égalà
3

»,
•

B
:«

on
obtient

5
»,

•
C

:«
on

obtient
2

».
C

alculer
P

A
(B

)
et

P
A
(C

).

D
ém

onstration.
•

C
oncernant

P
A
(B

),deux
m

anières
de

voir
les

choses.
1)

O
n

peut
tout

d’abord
réaliser

le
calcul:

P
A
(B

)
=

P
(A

\
B

)

P
(A

)
=

P
(?

)

P
(A

)
=

0

2)
O

n
peut

aussivoir
ce

résultat
com

m
e

suit.
P

A
(B

)
est

la
probabilité

que
l’événem

ent
B

soit
réalisé

sachant
que

l’événem
ent

A
est

réalisé.
Sachant

que
le

résultat
du

tirage
est

in-
férieur

à
3,

il
n’y

a
aucune

chance
pour

que
le

résultat
soit

égal
à

5.
•

C
oncernant

P
A
(C

),deux
m

anières
de

voir
les

choses.
1)

O
n

peut
tout

d’abord
réaliser

le
calcul:

P
A
(C

)
=

P
(A

\
C

)

P
(A

)
=

P
(C

)

P
(A

)
=

16
16

+
16

+
16

=
1636

=
13

2)
O

n
peut

aussivoir
ce

résultat
com

m
e

suit.
Si

A
est

réalisé,
c’est

que
le

résultat
du

lancer
est

un
élém

ent
de

{
1,2,3}.Les

résultats
étant

équiprobables,la
probabilité

de
tirer

2

avec
cet

univers
des

possibles
est

13 .
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R
em

ar
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e
C

on
si

dé
ro

ns
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),
P)

un
es
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pr
ob

ab
ili

sé
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i.
•

Il
ne

fa
ut

su
rt

ou
t

pa
s

co
nf

on
dr

e
:

1)
A

et
B

so
nt

in
co

m
pa

ti
bl

es
:n

ot
io

n
in

tr
in

sè
qu

e
au

x
év

én
em

en
ts

,
(n

e
dé

pe
nd

d’
au

cu
ne

pr
ob

ab
ili

té
P

!)
2)

A
et

B
so

nt
in

dé
pe

nd
an

ts
:

no
ti

on
qu

i
dé

pe
nd

de
la

pr
ob

ab
ili

té
P

ch
oi

si
e.

•
P

lu
s

pr
éc

is
ém

en
t

on
a

:

A
et

B
in

co
m

pa
ti

bl
es

6)
A

et
B

in
dé

pe
nd

an
ts

(p
ou

r
P)

L’
ex

em
pl

e
pr

éc
éd

en
t

es
t

un
e

ill
us

tr
at

io
n

de
ce

tt
e

pr
op

ri
ét

é
pu

is
qu

e
A

et
B

so
nt

in
co

m
pa

ti
bl

es
m

ai
s

no
n

in
dé

pe
nd

an
ts

po
ur

la
pr

ob
ab

ili
té

P1
.

A
et

B
in

co
m

pa
ti

bl
es

6(
A

et
B

in
dé

pe
nd

an
ts

(p
ou

r
P)

Il
lu

st
ro

ns
ce

tt
e

pr
op

ri
ét

é
da

ns
l’e

xe
m

pl
e

su
iv

an
t.

E
xe

m
p
le

O
n

co
ns

id
èr

e
l’e

xp
ér

ie
nc

e
al

éa
to

ir
e

co
ns

is
ta

nt
à

la
nc

er
de

ux
fo

is
un

dé
6.

O
n

no
te

A
:«

le
pr

em
ie

r
ch

iff
re

es
t

pa
ir

».
O

n
no

te
B

:«
le

se
co

nd
ch

iff
re

es
t

im
pa

ir
».

L’
un

iv
er

s
es

t
⌦

=
J1

,6
K2

.
Le

dé
es

t
su

pp
os

é
éq

ui
lib

ré
:o

n
m

un
it
⌦

de
la

pr
ob

ab
ili

té
un

ifo
rm

e
no

té
e

P. D
ém

on
tr

on
s

qu
e

A
,B

so
nt

in
dé

pe
nd

an
ts

.

•
P(

A
)

=
C

ar
d
(A

)

C
ar

d
(⌦

)
=

3
⇥

6

6
⇥

6
=

3 6
=

1 2

D
e

m
êm

e
:P

(B
)

=
C

ar
d
(B

)

C
ar

d
(⌦

)
=

3
⇥

6

6
⇥

6
=

1 2
.

•
P(

A
\

B
)

=
C

ar
d
(A

\
B

)

C
ar

d
(⌦

)
=

3
⇥

3

6
⇥

6
=

1 2
⇥

1 2
=

P(
A

)
⇥

P(
B

).

E
n

eff
et

:A
\B

=
{(

2,
1)

,(
2,

3)
,(

2,
5)

,(
4,

1)
,(

4,
3)

,(
4,

5)
,(

6,
1)

,(
6,

3)
,(

6,
5)

}.
O

n
en

dé
du

it
au

pa
ss

ag
e

qu
e

A
et

B
ne

so
nt

pa
s

in
co

m
pa

ti
bl

es
.
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t
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e
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em
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e
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un
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fin
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So
it

A
2

P
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)
un

év
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em
en

t
te
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P(
A

)
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0.
P
ou

r
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t

B
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C
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n
a
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P A
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=

1
�
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)
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=
0

2)
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=

P A
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)
�

P A
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\
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⇢

C
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A
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)
6

P A
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)
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P A
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[

C
)

=
P A

(B
)
+

P A
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)
�

P A
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\
C

)
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I.
2.

Fo
rm

u
le

s
li
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s
à

la
p
ro

b
ab

il
it

é
co

n
d
it

io
n
n
el

le

II
I.
2.

a)
Fo

rm
u
le

d
es

p
ro

b
ab

il
it

és
co

m
p
os

ée
s

T
h
éo

rè
m

e
5.

(F
or

m
ul

e
de

s
pr

ob
ab

ili
té

s
co

m
po

sé
es

au
ra
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2)

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i.

So
ie

nt
A

et
B

de
ux

év
én

em
en

ts
.

1)
si

P(
A

)
6=

0,
on

pe
ut

éc
ri

re
P(

A
\

B
)

=
P(

A
)

P A
(B

)

2)
si

P(
B

)
6=

0,
on

pe
ut

éc
ri

re
P(

A
\

B
)

=
P(

B
)

P B
(A

)

3)
O

n
a

al
or

s,
si

P(
A

)
⇥

P(
B

)
6=

0
:

P(
B

)
P B

(A
)

=
P(

A
)

P A
(B

)

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
So

us
ré

se
rv

e
d’

ex
is

te
nc

e
(i
.e

.
P(

A
)
6=

0
et

P(
B

)
6=

0)
,o

n
a

:

P A
(B

)
=

P(
A
\

B
)

P(
A

)
et

P B
(A

)
=

P(
B

\
A

)

P(
B

)

E
t

co
m

m
e

A
\

B
=

B
\

A
,o

n
a

P(
A
\

B
)

=
P(

B
\

A
).
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C
as

1
:
d
é

équ
ilib

ré
L’espace

probabilisable
(⌦

,P
(⌦

))
est

donc
m

uni
de

la
probabilité

uni-
form

e
P

1
déterm

inée
par

:

P
1({

1}
)

=
...

=
P

1({6})
=

16

O
n

a
P

1(A
)

=
C

ard
A

C
ard

⌦
=

nom
bre

de
cas

favorables
nom

bre
de

cas
possibles

=
26

=
13
6=

0.

•
O

n
peut

donc
calculer

P
1
A
(B

),probabilité
d’obtenir

un
résultat

supé-
rieur

à
4

sachant
que

le
résultat

obtenu
est

inférieur
à

2.
O

n
a

donc
P

1
A
(B

)
=

0.

•
O

r
P

1(B
)

=
36

=
12
6=

P
1
A
(B

).

A
insi,les

événem
ents

A
et

B
sont

«
dépendants

»
pour

la
probabilité

P
1.

C
as

2
:
d
é

p
ip

é
Le

dé
considéré

perm
et

d’obtenir
1

avec
la

probabilité
1.

A
utrem

ent
dit,l’espace

est
m

unide
la

probabilité
P

2
déterm

inée
par

:

P
2({

1}
)

=
1

et
P

2({2})
=

...
=

P
2({

6}
)

=
0

•
O

n
a

P
2(A

)
=

1,
on

peut
donc

calculer
P

2
A
(B

),
probabilité

d’obtenir
un

résultat
supérieur

à
4

sachant
que

le
résultat

obtenu
est

inférieur
à

2.O
n

a
donc

encore
P

2
A
(B

)
=

0.

•
O

r,
étant

donné
le

dé
considéré,

la
probabilité

d’obtenir
un

résultat
supérieur

4
est

P
2(B

)
=

0
=

P
2
A
(B

).

A
insi,les

événem
ents

A
et

B
sont

indépendants
pour

la
probabilité

P
2.

�
La

notion
d’indépendance

dépend
fortem

ent
de

la
probabilité

choisie.
A

utrem
ent

dit,
deux

événem
ents

peuvent
être

«
dépen-

dants
»

pour
une

probabilité
et

indépendants
pour

une
autre.
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T
h
éorèm

e
6.

(Form
ule

des
probabilités

com
posées)

Soit
(⌦

,P
(⌦

),P
)

un
espace

probabilisé
fini

et
m

2
N

\{
0,1}.

Soit
(A

1 ,...,A
m

)
une

fam
ille

finie
d’événem

ents.

O
n

suppose
de

plus
que

:P
(A

1 \
···\

A
m
�

1 )6=
0.

O
n

a
alors

:

P
(A

1 \
···\

A
m

)
=

P
(A

1 )
P

A
1 (A

2 )
P

A
1 \

A
2 (A

3 )
...

P
A

1 \···\
A

m
�

1 (A
m

)

D
ém

onstration.

•
O

n
note

tout
d’abord

que,pour
tout

k
2

J1,m
�

1K
:

B
m
�

1
=

A
1 \

···\
A

m
�

1
⇢

A
1 \

···\
A

k
=

B
k

O
n

a
donc

P
(B

k )>
P
(B

m
�

1 )
>

0
(car

P
(B

m
�

1 )6=
0)

et
ainsiP

(B
k )6=

0.O
n

peut
donc

considérer
P

B
k

pout
tout

k
2

J1
,m

�
1K.

•
D

ém
ontrons

par
récurrence

que
:8

m
2

N
\{

0
,1},P

(m
)

où
P

(m
)
:«

toute
fam

ille
(A

1 ,...,A
m

)
telle

que
P
(A

1 \···\
A

m
�

1 )6=
0

vérifie
:P

(A
1 \

···\
A

m
)

=
P
(A

1 )⇥
P

A
1 (A

2 )⇥
...⇥

P
A

1 \···\
A

m
�

1 (A
m

)»

1.
In

itialisation
:

La
propriété

est
vraie

au
rang

2,c’est
le

résultat
du

T
héorèm

e
5.

A
insi,P

(2
).

2.
H

éréd
ité

:soit
m

2
N

\{
0,1}.

SupposonsP
(m

)
et

dém
ontronsP

(m
+

1
).

O
n

considère
donc

une
fam

ille
(A

1 ,...,A
m

+
1 )

de
m

+
1

événem
ents

telle
que

P
(A

1 \
···\

A
m

)6=
0.A

vec
les

notations
précédentes

:

A
1 \

···\
A

m
\

A
m

+
1

=
B

m
\

A
m

+
1

O
n

en
déduit

que
:

P
(A

1 \
···\

A
m
\

A
m

+
1 )

=
P
(B

m
\

A
m

+
1 )

=
P
(B

m
)⇥

P
B

m
(A

m
+

1 )

(par
application

du
T
héorèm

e
5

sachant
que

P
(B

m
)6=

0)
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01
6

IV
.

In
dé

p
en

da
nc

e
en

pr
ob

ab
ili

té

IV
.1

.
In

d
ép

en
d
an

ce
d
e

d
eu

x
év

én
em

en
ts

D
éfi

n
it

io
n

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i.

Le
s

év
én

em
en

ts
A

et
B

so
nt

di
ts

in
d
ép

en
d
an

ts
p
ou

r
la

p
ro

b
ab

il
it

é
P

si
:

P(
A
\

B
)

=
P(

A
)
⇥

P(
B

)

T
h
éo

rè
m

e
9.

So
it

(⌦
,P

(⌦
),

P)
un

es
pa

ce
pr

ob
ab

ili
sé

fin
i.

So
ie

nt
A

et
B

de
ux

év
én

em
en

ts
.

1)
Si

P(
A

)
6=

0
al

or
s

on
a

:

A
et

B
so

nt
in

dé
pe

nd
an

ts
po

ur
P

,
P(

B
)

=
P A

(B
)

2)
Si

P(
B

)
6=

0
al

or
s

on
a

:

A
et

B
so

nt
in

dé
pe

nd
an

ts
po

ur
P

,
P(

A
)

=
P B

(A
)

E
xe

m
p
le

O
n

co
ns

id
èr

e
l’e

xp
ér

ie
nc

e
al

éa
to

ir
e

co
ns

is
ta

nt
à

la
nc

er
un

dé
6

:

•
⌦

=
{1

,2
,3

,4
,5

,6
}

•
O

n
no

te
A

:«
le

ré
su

lt
at

ob
te

nu
es

t
in

fé
ri

eu
r

à
de

ux
»

•
O

n
no

te
B

:«
le

ré
su

lt
at

ob
te

nu
es

t
su

pé
ri

eu
r

à
qu

at
re

»

O
n

ch
er

ch
e

à
dé

te
rm

in
er

si
A

et
B

so
nt

in
dé

pe
nd

an
ts

su
iv

an
t

de
ux

pr
o-

ba
bi

lit
és

di
ffé

re
nt

es
.
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01
6

O
r,

pa
r

hy
po

th
ès

e
de

ré
cu

rr
en

ce
,o

n
a

:

P(
B

m
)

=
P A

1
(A

2
)
⇥

..
.
⇥

P A
1
\·

··\
A

m
�

1
(A

m
)

C
e

qu
id

ém
on

tr
e

P
(m

+
1
)

en
ré

in
je

ct
an

t
da

ns
l’i

de
nt

it
é

pr
éc

éd
en

te
.

P
ar

pr
in

ci
pe

de
ré

cu
rr

en
ce

,o
n

a
do

nc
:8

m
2

N
\{

0
,1

},
P

(m
).

E
xe

m
p
le

U
ne

ur
ne

co
nt

ie
nt

5
bo

ul
es

bl
an

ch
es

et
8

bo
ul

es
no

ir
es

.
L’

ex
pé

ri
en

ce
co

ns
is

te
à

ti
re

r
su

cc
es

si
ve

m
en

t
3

bo
ul

es
.

1)
Q

ue
lle

es
t

la
pr

ob
ab

ili
té

qu
e

le
s

tr
oi

s
bo

ul
es

ti
ré

es
so

ie
nt

bl
an

ch
es

?

D
ém

on
st

ra
ti
on

.
•

O
n

no
te

B
i
l’é

vé
ne

m
en

t
:«

la
iè

m
e

bo
ul

e
ti

ré
e

es
t

bl
an

ch
e

».
•

O
n

no
te

N
i
l’é

vé
ne

m
en

t
:«

la
iè

m
e

bo
ul

e
ti

ré
e

es
t

bl
an

ch
e

».
So

us
ré

se
rv

e
qu

e
l’o

n
pu

is
se

éc
ri

re
ch

ac
un

de
s

él
ém

en
ts

,l
a

fo
rm

ul
e

de
s

pr
ob

ab
ili

té
s

co
m

po
sé

es
do

nn
e

:

P(
B

1
\

B
2
\

B
3
)

=
P(

B
1
)

P B
1
(B

2
)

P B
1
\B

2
(B

3
)

O
n

a
:P

(B
1
)

=
5 13

(6=
0)

.

Le
te

rm
e

P B
1
(B

2
)

re
pr

és
en

te
la

pr
ob

ab
ili

té
de

ti
re

r
un

e
bo

ul
e

bl
an

ch
e

da
ns

un
e

ur
ne

co
nt

en
an

t
4

bl
an

ch
es

et
8

no
ir

es
.A

in
si

,P
B

1
(B

2
)

=
4 12

.
O

n
a

al
or

s
: P(

B
1
\

B
2
)

=
P(

B
1
)

P B
1
(B

2
)

=
5
⇥

4

1
3
⇥

1
2
6=

0

et
on

pe
ut

ca
lc

ul
er

P B
1
\B

2
(B

3
),

la
pr

ob
ab

ili
té

de
ti

re
r

un
e

bo
ul

e
bl

an
ch

e
da

ns
un

e
ur

ne
co

nt
en

an
t3

bl
an

ch
es

et
8

no
ir

es
.D

’o
ù

P B
1
\B

2
(B

3
)

=
3 11

.
O

n
a

do
nc

:

P(
B

1
\

B
2
\

B
3
)

=
5
⇥

4
⇥

3

1
3
⇥

1
2
⇥

11
=

5

1
1
⇥

1
3
'

0
,0

35
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E
xercice

O
n

considère
une

population
touchée

par
une

m
aladie

rare
touchant

une
personne

sur
10000.

U
n

test
de

dépistage
est

proposé
et

donne
les

résultats
suivants

:
⇥

siune
personne

est
m

alade,le
test

est
positif

à
99%

,
⇥

siune
personne

est
saine,le

test
peut

aussise
révéler

positifà
hauteur

de
0
,1%

(on
parle

de
faux

positif).
A

-t-on
intérêt

à
se

fier
aux

résultats
de

ce
test?

P
lus

précisém
ent,on

calculera
la

probabilité
qu’une

personne
soit

m
alade

sachant
que

le
test

est
positif.

D
ém

onstration.
C

e
type

d’exercice,très
classique,suit

le
schém

a
suivant.

1)
N

om
m

age
des

événem
ents

•
O

n
note

M
l’événem

ent
:«

la
personne

est
m

alade
».

•
O

n
note

T
l’événem

ent
:«

le
test

est
positif».

2)
R

écupération
des

données
de

l’énoncé
D

’après
l’énoncé,

on
a

:P
(M

)
=

1
1
0
0
0
0

et
P

M
(T

)
=

9
9

1
0
0

et
P

M
(T

)
=

0
,1

1
0
0 .

3)
A

nnonce
de

l’hypothèse
La

fam
ille

(M
,M

)
form

e
un

systèm
e

com
plet

d’événem
ents.

4)
C

onclusion
à

l’aide
de

la
form

ule
du

cours
La

form
ule

de
B

ayes
donne

:

P
T
(M

)
=

P
(M

)
P

M
(T

)

P
(T

)
=

P
(M

)
P

M
(T

)

P
(M

)
P

M
(T

)
+

P
(M

)
P

M
(T

)

=
1

1
0
0
0
0 ⇥

9
9

1
0
0

1
1
0
0
0
0 ⇥

9
9

1
0
0

+
9
9
9
9

1
0
0
0
0 ⇥

0
,1

1
0
0

=
99

10000⇥
100

⇥
10000⇥

100

99
+

999
,9

=
99

1098
,9

6
99

1000
=

9
,9%

A
insi,

m
oins

de
10%

des
personnes

positives
au

test
sont

réellem
ent

atteintes
par

la
m

aladie.Ilne
faut

donc
pas

se
fier

à
ce

test.
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2)
Q

uelle
est

la
probabilité

qu’une
boule

noire
apparaisse

pour
la

pre-
m

ière
fois

au
deuxièm

e
tirage?

D
ém

onstration.
A
vec

les
m

êm
es

notations,et
sous

réserve
que

l’on
puisse

écrire
chacun

des
term

es,on
a

:

P
(B

1 \
N

2 )
=

P
(B

1 )
P

B
1 (N

2 )

Le
term

e
P

B
1 (N

2 )
représente

la
probabilité

de
tirer

une
boule

noire

dans
une

urne
contenant

4
blanches

et
8

noires.A
insi,P

B
1 (N

2 )
=

812 .
O

n
a

donc
:P
(B

1 \
N

2 )
=

5⇥
8

1
3⇥

1
2

=
5⇥

2

13⇥
3

=
1039

'
0
,2

56

III.2.b
)

Form
u
le

d
es

p
rob

ab
ilités

totales

T
h
éorèm

e
7.

(Form
ule

des
probabilités

totales)
Soit

(⌦
,P

(⌦
),P

)
un

espace
probabilisé

fini
et

m
2

N
⇤.

Soit
(A

1 ,...,A
m

)
un

systèm
e

com
plet

d’événem
ents.

O
n

suppose
de

plus
que

:8
k
2

J1,m
K,

P
(A

k )6=
0.

P
our

tout
événem

ent
B

,
on

a
:

P
(B

)
=

mPi=
1

P
(A

i \
B

)
=

mPi=
1

P
(A

i )
P

A
i (B

)

D
ém

onstration.
•

La
prem

ière
partie

est
une

redite
du

corollaire
1

:

P
(B

)
=

P
(B

\
⌦

)
=

P
(B

\
(

mSi=
1
A

i ))
=

P
(

mSi=
1
(B

\
A

i ))

=
mPi=

1
P
(A

i \
B

)

•
O

n
conclut

à
l’aide

de
la

form
ule

des
probabilités

com
posées

:
P
(A

i \
B

)
=

P
(A

i )⇥
P

A
i (B

)
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6

C
as

p
ar

ti
cu

li
er

d
u

sy
st

èm
e

co
m

p
le

t
(A

,A
)

•
So

it
(⌦

,P
(⌦

),
P)

un
es

pa
ce

pr
ob

ab
ili

sé
fin

ie
t

so
it

A
un

év
én

em
en

t.

•
La

fa
m

ill
e

(A
,A

)
es

t
al

or
s

un
sy

st
èm

e
co

m
pl

et
d’

év
én

em
en

ts
fin

i.

•
Su

pp
os

on
s

de
pl

us
qu

e
P(

A
)
6=

0
et

P(
A

)
6=

0.

A
lo

rs
,p

ou
r

to
ut

év
én

em
en

t
B

te
lq

ue
P(

B
)
6=

0,
on

pe
ut

éc
ri

re
:

P B
(A

)
=

P(
A

)
P A

(B
)

P(
B

)
=

P(
A

)
P A

(B
)

P(
A

)
P A

(B
)

+
P(

A
)

P A
(B

)

E
xe

m
p
le

O
n

co
ns

id
èr

e
de

no
uv

ea
u

l’u
rn

e
pr

éc
éd

en
te

.
Le

se
co

nd
ti

ra
ge

ay
an

t
do

nn
é

un
e

bo
ul

e
bl

an
ch

e,
qu

el
le

es
t
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