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2) Expérience : on considére une urne contenant 3 boules numérotées.
L’expérience consiste au tirage successif et sans remise de ces 3 boules.
« Univers : Q = {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}.
L’univers est l’ensemble des 3-listes possibles.

« Evénement B : le résultat obtenu représente un entier inférieur a
229.
B =1{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3)} C Q

« Notons w le résultat de I’expérience.
L’événement est notamment réalisé si son résultat est w = (1,3,2).

3) Expérience : on considére une urne contenant 5 boules numérotées. On
effectue maintenant un tirage simultané de trois boules dans I'urne.
« Univers: Q = {{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},
{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5} }.

L’univers est [’ensemble des 3-combinaisons possibles : il y en a AWV

o Evénement B : la somme des chiffres inscrits sur les boules est un
multiple de 3.
B ={{1,2,3},{1,3,5},{2,3,4},{3,4,5}} C Q

o Notons w le résultat de ’expérience.
L’événement est notamment réalisé si son résultat est w = {1, 3,5}.

1.2. Espace probabilisable fini

Définition

On appelle espace probabilisable fini la donnée du couple (©, P(Q2))

ou :

« Q est ensemble fini appelé univers (ou univers des possibles).
C’est I’ensemble des résultats possibles d’'une expérience aléatoire.
Q={wi,...,wn})

o P(Q) est 'ensemble des événements.

« Les singletons {w;} sont appelés événements élémentaires.

e Un événement A C Q est dit réalisé si le résultat de I'expérience est
un élément de A.
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I1. Espace probabilisé fini 1) La somme des probabilités issues d’'un méme noeud vaut 1.

I1.1. Probabilité P(A) +P(4) = 1 1n5(C) +P4p(0) = 1

Définition 2) La probabilité d’'un chemin est égal au produit des probabilités ren-
Soit (2, P(£2)) un espace probabilisable fini. contrées sur ce chemin.

Une probabilité est une application P : P(Q2) — [0, 1] telle que : P(ANBNC) = P(A) PA(B) Panp(C)

DVYAEPEQ), | 0<PA) <1 P(ANBNC) = P(A) Px(B) P4 5(C)

2)| P(Q)=1

(la probabilité de ’événement sir est 1)

(formule des probabilités composées)

3) La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des che-
8) Pour tout couple (A, B) € P(Q)? tels que ANB =@, on a: mins qui y aboutissent.

P(C) = P(ANB) Panp(C) + P(ANB) P, 5(C)
+ P(ANB)Pz5(C) + P(ANB) P4z5(C)

P(AUB) = P(A) + P(B)

(cette propriété est appelée additivité)
, .. . . ) (formule des probabilités totales)
Lorsqu'une telle application existe, le triplet (2, P(2),P) est appelé es-

ace probabilisé fini.
pace p On peut alors compléter cette formule & 'aide de la formule des pro-

Remarque babilités composées :

Nous avons déja rencontré une application vérifiant la propriété d’additi-

vité : le cardinal! (si AN B = @, Card(AU B) = Card A + Card B) P(ANB) =P(4) Pa(B) et P(ANB)=P(A4)Pa(B)...

Exercice

msmm:@amrH,m%w:omiosQ@ab,mmﬁU@mcSmmU@:omﬁo:@HOUm- ZOBﬁamH@sm_m?EEmA\»Dmlﬁjml&Dm,\»Dmvmmﬁc:m%mﬁwamoos%_md
bilité. d’événements.

En effet, on a :
o si Q= {wi,...,wn}, on a Card(N2) = n,
e ainsi: Card() =1 & Q= {w}.

(Q est réduit ¢ un élément)

(ainsi la formule précédente donnant P(C') est bien une application de la
formule des probabilités totales!)
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Théoréme 1. Formule du crible (ou de Poincaré)
Soit (Q,P(),P) un espace probabilisé fini.

Soit A, B,C trois événements.

P(AUBUC) =  P(A) + P(B) + P(C)
— P(ANB) — P(ANC) — P(BNC)
+ P(ANBNC)

Démonstration.
P(AUBUC)
= P(AU(BUCQ))

= P(A)+P(BUC) —P(AN(BUC))

= P(A) +P(B) + P(C) —P(BNC) —P(AN (BUC))

= P(A) +P(B) + P(C) —P(BNC) —P((ANB) U (ANC))
P(A) +P(B) + P(C) —P(BNO)

—(P(ANB)+P(ANC)—P(ANB)N(ANC)))
= P(A)+P(B)+P(C)
~P(BNC)—P(ANB) —P(ANC)
+P(ANBNC)

Encore une fois, c’est une conséquence directe de la propriété d’additivité.
Ainsi, on obtient une formule analogue & celle du cours sur le cardinal. [

Remarque

On peut généraliser cette formule au cas d’une union d’un nombre fini
m d’événements. La formule générale est donnée en copiant le schéma de
celle énoncée dans le théoréme :

x & chaque ligne on change de signe (on note positivement la premiére),

x & chaque ligne on considére des probabilités d’intersections regroupant
un événement de plus.

ECE1-B 2015-2016

La lecture des probabilités se fait alors comme suit.

1) La somme des probabilités issues d’'un méme nceud vaut 1.

P(A) +P(A) =1 Px(B)+P4(B) =1

2) La probabilité d’un chemin est égal au produit des probabilités ren-
contrées sur ce chemin.

P(AN B) = P(A) P4(B) P(4 N B) = P(4) Px(B)

(formule des probabilités composées)

3) La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des che-
mins qui y aboutissent.

P(B) = P(A) Pa(B) + P(A) Px(B)

P(B)

P(A) PA(B) + P(A) Px(B)

(formule des probabilités totales)

Exemple
Deux tirages consécutifs dans une urne contenant 8 boules noires et 5
blanches.
B; : «le résultat du ™€ tirage est une boule blanche »
N; : «le résultat du i°™° tirage est une boule noire »
4
%mw ﬂm 2 12 mm

@\mﬁ\\
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J\ D
%\ %WH Q/\wv
12
_>
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I1.3. Le cas de I’équiprobabilité
Définition

Soit (2, P(£2)) un espace probabilisable fini. On note Q = {wy,...,wp}.
« On appelle probabilité uniforme la probabilité P vérifiant :

Pr)) = - = P{n}) = 5

« Lorsqu’'un espace probabilisable (Q,P(£2)) est muni de la probabilité
uniforme, on dit qu’il y a équiprobabilité.

Cette probabilité est généralement définie & I'aide de ’application Card
comme le stipule I’énoncé suivant.
Théoréme 3.

Soit (2, P()) un espace probabilisable fini.

o Il existe une unique probabilité P prenant la méme valeur sur tous les
événements élémentaires.

o Cette probabilité est appelée probabilité uniforme et est définie par :

P : P — [0,1]
A~ PA)=

Card A nombre de cas favorables

CardQ ~ nombre de cas possibles

(le nombre de cas favorables est le nombre de cas réalisant A)

Démonstration.
11 suffit de vérifier les axiomes des probabilités.
L’additivité provient de I'additivité de I'application Card. O

ECE1-B 2015-2016

Si 'univers fini  est muni de la probabilité uniforme, les calculs
des probabilités se raménent & des calculs de dénombrement

Théoréme 10.
Soit (Q,P(2),P) un espace probabilisé fini et soit m € N*.
Soit (A1,. .., Apn) une famille d’événements.
Notons B; € {A;, A;} pour tout i € [1,m].
(autrement dit B; = A; ou B; = A;).
1) Si Ay,..., Ay, sont deuz & deux indépendants, alors By, ..., By, sont
deux o deuz indépendants.
2) SiAi,..., Ay sont mutuellement indépendants, alors By, . .., By, sont
mutuellement indépendants.
Démonstration.
1) C’est un corollaire direct de la Proposition 1.

2) On commence par démontrer que si Aj,..., A, sont mutuellement
indépendants, il en est de méme pour Aj,..., Ag_1, Ak, Akt1,-- - Am
ot k € [[1, m]. Pour ce faire, on prend I C [1,m] et on distingue :

o le cas on k & I (facile!),
o le cas ou k € I (plus technique).
contraires apparaissant dans la famille (By, ..., By,). [
Exercice

Soient A, B et C des événements mutuellement indépendants.
Montrer que A et B U C sont indépendants.

29
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o Ainsi
P(B) = Card B _ mx\%w_o_ _ mxﬁéww_wmxﬁ
: - -
Card Q m_ww‘ﬂ uwwaXWmXMQXMm
_ B x24x23x22x21 x5 24 x23x22x21
3 x31x30x29x28 x4 31x29x28 x4
0 23x22x21  23x22x3  23x11x3
T 31x29x28 31x29x4  31x29x2
23 x 11 x 3
La probabilité de B est donc de 31 x99 x 2 ~0,42. O

2) On effectue 6 lancers d’un dé cubique équilibré.
L'univers est ici Q = [[1, 6]°.
Ainsi, Card(2) = 6°.

Il est muni de la probabilité uniforme (dé non truqué).

On considére les événements :

A : « On n’obtient aucun 6 lors des lancers »

B : « On obtient les 6 chiffres (dans un ordre quelconque) lors des
lancers »

Calculer la probabilité de ces deux événements.

Démonstration.
On a alors :
CardA 5% 15625
PA)=—~=—=—-—-~0,33
(4) CardQ 65 46656
CardB A% ¢! 5 5
PB)=—"rC =6 —__° " ~ 1
(B) Card Q 66 66 3x3x62 324 0,015
O
10
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Pour bien comprendre la différence entre ces deux notions, intéressons-
nous a ce qu’elles signifient pour une petite valeur de m.

Cas particulier : m = 3

Soit (€2, P(2),P) un espace probabilisé fini.

1) Les événements Aj, Az, A3 sont deux a deux indépendants si :
a) P(A; N As) =P(4;) P(A2)
b) P(A1 N Az) =P(A;) P(A3)
c) P(A; N As) = P(Az) P(A3)

2) Les événements Aj, As, A3 sont mutuellement indépendants si :
a) P(A; N Ag) =P(4;) P(A2)
b) P(A1 N A3) =P(A;) P(A3)
c) P(A; N As) =P(As) P(A3)
d) P(A;1 N Asn As) =P(A41) P(Ag) P(As)

P
P

Remarque

Si des événements sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a
deux indépendants. La réciproque est fausse.

(on aurait sinon deux noms différents pour la méme notion /)

indépendance mutuelle = indépendance 2 & 2

indépendance mutuelle ¢  indépendance 2 & 2

27
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Comme ANANCND=ANY =, on obtient :
Po(CUD) = P4(C)+Pa(D) O

Exemple

On considére le résultat d'un dé 6 équilibré. L’univers est donc [1, 6] et
est muni de la probabilité uniforme notée P.

On considére les événements suivants.

e A: «on obtient un nombre inférieur ou égal & 3 »,
e B: «on obtient 5 »,

o C: «on obtient 2 ».

Calculer P4 (B) et P4(C).

Démonstration.
o Concernant P4(B), deux maniéres de voir les choses.
1) On peut tout d’abord réaliser le calcul :

_P(ANB) K@)
PAB) = "5~ BA) "

2) On peut aussi voir ce résultat comme suit.
P4(B) est la probabilité que I’événement B soit réalisé sachant que
I’événement A est réalisé. Sachant que le résultat du tirage est in-
férieur a 3, il n’y a aucune chance pour que le résultat soit égal a
5.

« Concernant P4(C'), deux maniéres de voir les choses.

1) On peut tout d’abord réaliser le calcul :

=

P(A) P(A)  ftiil

2) On peut aussi voir ce résultat comme suit.
Si A est réalisé, c’est que le résultat du lancer est un élément de

{1,2,3}. Les résultats étant équiprobables, la probabilité de tirer 2

1
avec cet univers des possibles est —. O

3

by~ FANC) _ B(C)

olw|ol—
w
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12

Exercice
Soit (€2,P(£2)) un espace probabilisable fini.
On munit Q de la probabilité uniforme, notée P. Démontrer que :

A et B sont incompatibles N A et B ne sont pas
A#T et B# O indépendants pour P

Si Punivers fini 2 est muni de la probabilité uniforme, deux
événements incompatibles et tous deux différents de @ ne sont
jamais indépendants.

Démonstration.
11 suffit de remarquer que :

« P(ANB) =P(2) =0,

Card A Card B
Ainsi, P(AN B) =0 # P(A) x P(B). O

Exercice
Soit (€2, P(2),P) un espace probabilisé fini.

P(A) =0 = VB e P(2), Aet B sont indépendants P

Démonstration.
En effet, ona AN B C A.
On en déduit donc que : P(AN B) < P(A) =0.

Ainsi, P(AN B) =0=P(A) x P(B).
Ce qui démontre que A et B sont indépendants pour P. ]
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Théoréme 6. (Formule des probabilités composées)
Soit (Q,P(Q),P) un espace probabilisé fini et m € N\ {0,1}.
Soit (A1, ..., An) une famille finie d’événements.
On suppose de plus que : P(Ay NN Ap_1) #0.

On a alors :

ECE1-B 2015-2016

%Axr N---N \r:v = %A\:v Pa, A\»wv Pana, A\fv .. %byj.:DbSLA\»ﬁv

Démonstration.

« On note tout d’abord que, pour tout k € [1,m — 1] :
Bn1=AN---NA,_1 C AiN---NA,= By

On a donc P(By) = P(Bp,—1) > 0 (car P(Bp,—1) # 0) et ainsi P(By) #
0. On peut donc considérer Pg, pout tout k € [1,m — 1].

o Démontrons par récurrence que : Vm € N\ {0, 1}, P(m)
ou P(m) : « toute famille (Ay, ..., Ay) telle que P(A1N---NAp_1) #0
vérifie : P(A1N---NAp) =P(A1) xPa, (A2) X ... xPaynna,,  (Am) »

1. Initialisation :
La propriété est vraie au rang 2, c’est le résultat du Théoréme 5.
Ainsi, P(2).

2. Heérédité : soit m € N\ {0,1}.
Supposons P(m) et démontrons P(m + 1).

On considére donc une famille (Ay, ..., Apt1) de m+ 1 événements
telle que P(A; N---N A,,) # 0. Avec les notations précédentes :

}HDD\WSD\QSTTH ”%SD\PSATH
On en déduit que :
@A\: Nn---NA4,N \mwsyllv = @Amﬁ n \»3+Hv = %Amﬁv X _@mﬂ A\»S)ILV

(par application du Théoréme 5 sachant que P(B,,) # 0)

14

Cas 1 : dé équilibré
L’espace probabilisable (€2,P(£2)) est donc muni de la probabilité uni-
forme P! déterminée par :

Pl({1})=... =P'({6}) = ¢

B Card A __ nombre de cas favorables 2

" CardQ  nombre de cas possibles 6

1
On a P(A) = 3 # 0.
« On peut donc calculer P! 4(B), probabilité d’obtenir un résultat supé-
rieur & 4 sachant que le résultat obtenu est inférieur 4 2. On a donc

P! 4(B) = 0.
1 3_ 1 1
Ainsi, les événements A et B sont « dépendants » pour la probabilité P!
Cas 2 : dé pipé

Le dé considéré permet d’obtenir 1 avec la probabilité 1.
Autrement dit, 'espace est muni de la probabilité P? déterminée par :

P2({1}) =1 et P} {2}))=...=P*({6})=0

e On a P?2(A) = 1, on peut donc calculer P?4(B), probabilité d’obtenir
un résultat supérieur a 4 sachant que le résultat obtenu est inférieur &
2.

On a donc encore P2 4(B) = 0.

e Or, étant donné le dé considéré, la probabilité d’obtenir un résultat
supérieur 4 est P2(B) = 0 = P?4(B).

Ainsi, les événements A et B sont indépendants pour la probabilité P2.

ﬂNW La notion d’indépendance dépend fortement de la probabilité
choisie. Autrement dit, deux événements peuvent étre « dépen-
dants » pour une probabilité et indépendants pour une autre.
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2) Quelle est la probabilité quune boule noire apparaisse pour la pre-
miére fois au deuxiéme tirage ?

Démonstration.
Avec les mémes notations, et sous réserve que 1’on puisse écrire chacun
des termes, on a :

%AmH n Zwv = %VAWHV Pp, Q/va

Le terme Pp, (N2) représente la probabilité de tirer une boule noire

8
dans une urne contenant 4 blanches et 8 noires. Ainsi, Pg, (N2) = T

On a donc :

5x8 5x2 10
P(B; N Ny) = _ — U 09
(BiNNo) = 1315 = 13x3 — 39 = %6 -

II1.2.b) Formule des probabilités totales

Théoréme 7. (Formule des probabilités totales)
Soit (Q,P(Q),P) un espace probabilisé fini et m € N*.
Soit (A1, ..., An) un systéme complet d’événements.
On suppose de plus que : Yk € [1,m], P(Ag) # 0.

Pour tout événement B, on a :

P(B) = M P(4;N B) = M P(A;) P4, (B)

Démonstration.

o La premiére partie est une redite du corollaire 1 :

P(B) = P(BNQ) — Emi.@ A) = E.@H (BN 4)))

i=1

« On conclut a l'aide de la formule des probabilités composées :

P(A; N B) = P(A;) x Py, (B) 0

16
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Exercice

On considére une population touchée par une maladie rare touchant une

personne sur 10000.

Un test de dépistage est proposé et donne les résultats suivants :

x si une personne est malade, le test est positif a 99%,

x si une personne est saine, le test peut aussi se révéler positif a hauteur
de 0,1% (on parle de faux positif).

A-t-on intérét A se fier aux résultats de ce test ?

Plus précisément, on calculera la probabilité qu’une personne soit malade
sachant que le test est positif.

Démonstration.
Ce type d’exercice, trés classique, suit le schéma suivant.
1) Nommage des événements

o On note M I’événement : « la personne est malade ».
o On note T I’événement : « le test est positif ».
2) Récupération des données de I'énoncé

D’apres I'énoncé, on a : P(M) = 1555 ¢t Pu(T) = £ et Pyp(T) =
0,1

100
3) Annonce de 'hypothése

La famille (M, M) forme un systéme complet d’événements.

4) Conclusion a 'aide de la formule du cours

La formule de Bayes donne :

by — PODBu(@) P(M) Bay(T)
P(T) P(M) Pu(T) + P(M) Pyz(T)
_ oa0 X _ 99 . 10006100
%x%._.%x%@w 10000-<100 99 4 999,9
99 99

= 10989 Sto00 ~ 9%
Ainsi, moins de 10% des personnes positives au test sont réellement
atteintes par la maladie. Il ne faut donc pas se fier a ce test. O
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Cette démonstration est juste mais témoigne d’'un manque de recul.
En effet, By = Ny. On a donc directement : P(Bg) = P(Np) = 1 —

P(B,).

18
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Remarque

L’idée derriére la formule des probabilités totales est celle de I’étude de
cas.

Dans I'exemple précédent, on teste ’événement Ny selon les deux cas
possibles au premier tirage : soit on a obtenu une boule noire, soit on a
obtenu une boule blanche.

o L’étude de cas se doit d’étre exhaustive i.e. inclure tous les cas possibles.

— ceci est assuré par le fait que la réunion de tous les événements d’un
SCE forme €2, univers des possibles.

« Chaque cas n’empiéte sur aucun autre.

— ceci est assuré par le fait que les événements d’'un SCE sont 2 a 2
incompatibles.

II1.2.c) Formule de Bayes

Théoréme 8. Formule de Bayes
Soit (Q,P(2),P) un espace probabilisé fini et m € N*.
Soit (Ai,...,An) un systéme complet d’événements.
On suppose de plus que : Vk € [1,m], P(Ax) # 0.
Pour tout j € [1,m], pour tout événement B tel que P(B) # 0, on a :

Pg(A;) = ;(B)  P(4;) Pay(B)

R 5 B4 Pa(B)

Démonstration.
« La premiére égalité s’obtient par définition de Pp et & I'aide de la for-
mule des probabilités composées (au rang 2) :

P(BNA4;)  P(A;NB) _ P(4;) Pa,(B)

Pp(A;) = = =
s = ) P(B) ?(0)
o La seconde égalité est l'écriture de P(B) a l'aide de la formule des
probabilités totales. O
19



