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TP 10 : Calcul approché d’intégrales
(méthode des rectangles / des trapézes)

Pré-requis : avant d’entamer ce TP, il faut avoir lu / compris / effectué les manipulations
présentes dans le cours « Chapitre 7 : Structures itératives Scilab » ainsi que les précédents.

» Dans le dossier Info_1a, créer le dossier TP_11.

I. Objectif du TP

On considére dans ce TP des fonctions f : [a,b] — R définies et continues sur un segment [a, b].

b
Le but de ce TP est d’obtenir un calcul approché de I'intégrale / f(t) dt.
a

b
Le lien entre / f(t) dt et I'aire sous la courbe Cy entre a et b a été vu en cours.
a

L’idée est alors d’approcher cette aire sous la courbe par 'aire de figures géométriques simples :
1) les rectangles,

2) les trapézes.

II. Méthode des rectangles

I1.1. Principe de la méthode

b
Soit n € N*. On approche la valeur de / f(t) dt par la valeur T,, suivante :
a

7 -bt-a 5 f(a—i—z’ b_“>
=1 n

n

On a notamment S; = (b —a)f(b).

Découpage avec n =4 Découpage avec n = 25



http://arnaud.jobin.pro/Informatique/Cours/Iteratives.pdf
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Remarque

o Cette méthode d’approximation d’intégrale est fondamentale en mathématiques. La somme T,
fournit une approximation de l'aire sous la courbe Cy entre a et b. Elle est appelée somme de
Riemann et permet de définir de maniére rigoureuse la notion d’intégrale comme suit :

b—a 2

b h—

o On parle de 'intégrale (au sens) de Riemann de la fonction f entre a et b.

I1.2. Codage de la méthode
I1.2.a) A l’aide d’une structure itérative

» Programmer la fonction intRect qui :

x prend en parameétre deux réels a et b, une fonction £ (on pourra donc appliquer la méthode
a n’importe quelle fonction!) et un entier n,

x renvoie en sortie un paramétre T contenant 'aire obtenue par la méthode des rectangles
appliquée a la fonction f sur 'intervalle [a,b] avec une subdivision de taille n+1.

On devra utiliser une structure itérative.

On devra introduire une variable intermédiaire nommeée S, permettant de calculer la somme

présente dans la défintion. La variable S sera initialisée a 0 et mise & jour dans la boucle.

22
» Dans un nouvel onglet SciNotes, coder la fonction f: z +— +/2re™ 2.

» Tester votre fonction intRect sur cette fonction f, sur l'intervalle [—4, 4], avec une subdivision
de taille 5. Noter I’appel ci-dessous ainsi que le résultat obtenu.

» Tester de nouveau intRect sur cette fonction f, sur I'intervalle [—4, 4], avec une subdivision
de taille 10 puis 100. Vers quelle réel la méthode semble-t-elle converger ?
Commenter le résultat obtenu.
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I1.3. Vitesse de convergence de la méthode

On souhaite utiliser la méthode des rectangles de sorte a obtenir une valeur approchée, a € prés,
b

de la valeur de f(t) dt. Pour ce faire, on se doit de majorer I’erreur commise par le calcul

a
approché via la méthode des rectangles. On dispose du théoréme suivant.

Soit f : [a,b] — R de classe C! sur [a, b].

Notons My = sup |f/(z)].
z€[a,b]

b
Alors on a : ‘ / f(t) dt =T,

» Supposons connues les valeurs de a, b et Mj.
Quelle valeur de n (on la notera N) permet d’assurer que l’erreur commise par la méthode

est d’au plus de 10737

o L’erreur commise par la méthode est d’au plus 1073 si :

b
‘/ 1) dt—TN‘ < 1073

« Pour obtenir cette inégalité, il suffit de trouver N € N tel que :

car alors, par transitivité :

e Or:
(b;]\?)Q M <1078 &
~
4
L’entier N = convient.

» Combien de tours de boucle nous assurent que I'erreur commise sera plus faible que 1073 7
Méme question pour 107° puis pour un réel nommé «.
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» Programmer la fonction approxIntRect qui :
x prend en paramétre deux réels a et b, une fonction f et un réel eps,

x renvoie en sortie un paramétre T contenant l'aire obtenue par la méthode des rectangles
appliquée a la fonction f sur 'intervalle [a,b] avec une précision de eps.

11 suffit pour cela d’appeler convenablement la fonction intRect.

» Tester la fonction approxIntRect sur la fonction f précédente, sur 'intervalle [—4, 4], et pour
une précision de 1073, Noter I’appel ci-dessous.

I1.4. D’autres méthodes d’approximation par des rectangles

Sur chaque segment [a;, a;+1], on a choisi d’approcher le calcul d’aire par : (a;+1 — a;) f(ai+1)-
On obtient ainsi 'aire du rectangle de « droite » i.e. celui de hauteur f(a;y1).
On aurait aussi pu choisir 'aire du rectangle s’appuyant en un autre point x; de [a;, a;+1] :

x en prenant z; = a;, on calcule 'aire du rectangle de « gauche »,

a; + Q41 . -
x en prenant x; = %, on calcule l'aire du rectangle « milieu ».

Représentation graphique : méthode du rectangle « milieu »

/ \\ / \\

N

Découpage avec n =4 Découpage avec n = 25
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» En vous inspirant de ce qui a été fait précédemment, programmer la fonction intRectM.
b
Afin d’obtenir une valeur approchée, a € prés, de la valeur de f(t) dt par cette méthode, on

a
dispose du théoréme suivant (M, étant l'aire calculée par la méthode du point milieu).

Soit f : [a,b] — R de classe C? sur [a, b].

Notons My = sup |f"(z)].
z€la,b]

(b—a)*

% wm
24n2 2

Alors on a : <

[ s,

» Supposons connues les valeurs de a, b et Ms.
Comment choisir n (on notera N la valeur qui convient) de sorte a ce que 'erreur commise
par la méthode soit d’au plus de €7

» Comparer les vitesses de convergence des différentes méthodes vues jusqu’a présent.

» Programmer la fonction approxIntRectM correspondante.
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III. Méthode des trapézes

Sur chaque segment [a;, a;+1], on choisit maintenant d’approcher l'aire sous la courbe par 'aire
du trapéze de bases [0, f(a;)] et [0, f(ai+1)]-

Représentation graphique : méthode des trapézes

Découpage avec n =1 Découpage avec n = 25

» En vous inspirant de ce qui a été fait précédemment, programmer les fonctions intTrap qui :
x prend en paramétre deux réels a et b, une fonction £ et un entier n,

x renvoie en sortie un paramétre T contenant l’aire obtenue par la méthode des trapézes
appliquée a la fonction f sur l'intervalle [a,b] avec une subdivision de taille n+1.

b
Afin d’obtenir une valeur approchée, a ¢ prés, de la valeur de f(t) dt par cette méthode, on

a
dispose du théoréme suivant (Z,, étant l'aire calculée par la méthode des trapézes).

o Soit f : [a,b] — R de classe C? sur [a, b].

« Notons My = sup |f"(z)|.
z€|a,b]

(b—a)*

A/ Vs
12n2 2

Alors on a : <

[ iwa-z,
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» Supposons connues les valeurs de a, b et Mo.
Comment choisir n (on notera N la valeur convenable) de sorte & ce que l'erreur commise
par la méthode soit d’au plus de €7

» Programmer la fonction approxTrap qui :
x prend en paramétre deux réels a et b, une fonction f et un réel eps,

x renvoie en sortie un parameétre T contenant ’aire obtenue par la méthode des trapézes
appliquée a la fonction f sur l'intervalle [a,b] avec une précision de eps.

» Tester la fonction approxTrap sur la fonction f précédente, sur U'intervalle [—4,4], et pour
une précision de 1073, Noter I’appel ci-dessous.



Arnaud Jobin
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