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TP5 : Généralités sur la fonction rand et simulations de v.a.r.
uniformes

Pré-requis : je vous invite & consulter les chapitres de cours correspondants sur ma page (support
informatique).

» Dans votre dossier Info_2a, créez le dossier TP_5.

I. L’aléatoire en informatique

I.1. Aléatoire et déterminisme

Avant d’entamer le TP, il convient de faire un point sur la maniére dont on peut produire de I'aléatoire
sur machine. Commencons par détailler le vocabulaire.

Expérience aléatoire.
Se dit d’une expérience dont on ne peut prévoir le résultat.

Machines déterministes.

Les ordinateurs que nous utilisons sont des machines déterministes. Cela signifie que les algorithmes
que nous écrivons sont régis par la régle suivante : pour une méme entrée, l’algorithme produit toujours
la méme sortie.

La notion de phénoméne aléatoire est incompatible avec la prédictabilité des
résultats issue du déterminisme.

1.2. Réconcilier ’aléatoire et le déterminisme
I.2.a) Notion d’aléatoire ... prédictible!

Le constat précédent est sans équivoque : 'aléatoire pur ne peut étre codé en machine. On va donc
devoir se contenter d’une forme affaiblie de 'aléatoire conciliable avec le déterminisme des machines.
En somme, il s’agit de coder de 1’aléatoire a résultats prédictibles.

C’est exactement ce que permettent les générateurs pseudo-aléatoires.

I.2.b) Un premier générateur pseudo-alétoire de nombres dans ’ensemble [0, §]

On considére la fonction Scilab suivante.

1 function y = randPersol(x)
2 a=>5

3 c =3

4 M =38

5 y = modulo(axx + c, M)
¢ endfunction
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La fonction randPersol utilise la fonction modulo. La commande modulo(a,b) renvoie le reste de la
division euclidienn de a par b (ot les variables a et b ont pour valeurs des entiers). Pour bien comprendre

ce que réalise cette fonction modulo, commengons par définir la notion de division euclidienne.

Division euclidienne dans 7Z
Soit (a,b) € Z x Z*.

« Il existe un unique couple (q,r) € Z x N tel que :
a=bxqg+r et 0<r<b

« On dit alors que le couple (g, ) est le résultat de la division euclidienne de
I'entier a (le dividende) par l'entier b (le diviseur).
L’élément g est appelé le quotient de cette division euclidienne.
L’élément 7 est appelé le reste de cette division euclidienne.

Ce théoréme énonce 'unicité du résultat de la division euclidienne d’un entier a par un entier b mais

ne décrit pas comment obtenir ce résultat. La méthode est vue en classe de 65™¢
la division de a par b.
» Sans utiliser Scilab déterminer :

1) le reste de la division euclidienne de 3 par 8.

2) le reste de la division euclidienne de 18 par 8.

3) le reste de la division euclidienne de 13 par 8.

4) le reste de la division euclidienne de 28 par 8.

: il s’agit de « poser »

1) Comme : 3 =8 x 0+ 3 avec 0 < 3 < 8 le reste recherché est 3.
2) Comme : 18 =8 x 24 2 avec 0 < 2
3) Comme : 13 =8 x 1 4+ 5 avec 0 < 5 < 8 le reste recherché est 5.
4) Comme : 28 =8 x 3+ 4 avec 0 < 4

< 8 le reste recherché est 2.

< 8 le reste recherché est 4.

» Lister les appels qui auraient permis d’obtenir ces résultats a ’aide de la fonction modulo de Scilab.

1) modulo(3, 8)
2) modulo(18, 8)
3) modulo(13, 8)
4) modulo(28, 8)

» Dans un onglet SciNotes, recopier la fonction randPersol.

On considére maintenant la suite (uy,)nen définie par :

ug =0
Vn € N, up41 = randPersol(uy)
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» Dans un nouvel onglet ScilNotes, écrire un programme permettant d’afficher les 9 premiers élé-

ments de cette suite. Ecrire le résultat de 1’exécution de ce programme.

o Le programme attendu est :

1 U = zeros(1, 9)

2 U() =0 // Inutile car la premiére case du tableau U est déja O
3 for i =1:8

4 U(i+1) = randPersol(U(i))

5 end

6 disp(U)

« Aprés exécution, on obtient la séquence : 0, 3, 2, 5, 4, 7, 6, 1, 0.

» Que vaut ug 7 Quelles seront les valeurs suivantes de la suite ? Décrire le phénoméne observé.

« Dans la question précédente, on a constaté : ug = 0 = uy.

« Ainsi, on aurait ug = randPersol(ug) = randPersol(ug) = u;.
De méme : ujg = ug, u11 = ug et ainsi de suite.

suite est obtenue par répétition de la séquence 0, 3, 2, 5, 4, 7, 6, 1.

« On observe un phénomeéne cyclique. La suite (u,) est dite périodique de période 8 : la

» De votre point de vue, randPersol est-il un bon générateur pseudo-aléatoires de nombres de ’en-

semble [0, 8] ? On citera un avantage et un inconvénient.

La question est délicate. On peut toutefois mettre en avant que :

le terme « hasard » du langage courant.

générés, on retombe sur la méme séquence.

x si I’on considére une séquence de 8000 nombres obtenus par ce générateur
pseudo-aléatoire (autrement dit si 'on s’intéresse a la séquence (un)ne[o,7999]), ON Obtient
que chaque valeur de [0, 7] apparait avec la méme occurrence (1000 fois).

C’est un avantage : cela traduit ’aspect de répartition uniforme qui est sous-entendu par

x la période de ce générateur pseudo-aléatoire parait trés faible. Tous les 8 nombres

C’est un inconvénient : I'aléatoire d’un tel générateur semble bien trop prévisible!

I.2.c) Un générateur pseudo-alétoire plus robuste

On considére maintenant le générateur pseudo-alétoire fourni par la fonction Scilab suivante.

1 function y = randPerso2(x)
2 a = 843314861

3 c = 453816693

4 M=2"31

5 y = modulo(a*xx + c, M)
6 endfunction
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Par ailleurs, on consideére la suite (vy,)nen définie par :

Vg = 0
Vn € N, v,41 = randPerso2(vy,)

» Recopier cette fonction dans un nouvel onglet SciNotes.

» La suite (v,) obtenue est & valeurs dans [0, M[ ou M = 23!, Comment obtenir, & 'aide de la suite
(vp), une suite (wy,) de nombres « uniformément répartis » dans [0, 1[?

v
11 suffit de considérer la suite (w,) de terme général : w, = Mn

En déduire une fonction d’entéte « function tab = randCont(m) », permettant d’obtenir une
séquence de m réels « uniformément répartis » dans [0, 1[ (ot le parameétre m d’entrée est un entier
strictement positif).

1l sagit de réaliser des appels successifs & la fonction randPerso2.

1 function tab = randCont(m)

2 Taux = zeros(1l, m)

3 Taux(1) = 0 // Inutile car la premiére case de Taux est déja O
4 for 1 = 1:m-1

5 Taux(i+1) = randPerso2(Taux(i))

6 end

7 tab = Taux / 2731

s endfunction

» Comment obtenir, & I'aide de la suite (wy,), une suite (z,) de nombres « uniformément répartis »
dans [0, 8] ?

11 suffit de considérer la suite (z,) de terme général : z, = |8 X wy,].

Expliquer pourquoi la suite (z,) parait plus appropriée que la suite (u,) initiale pour générer
(pseudo-aléatoirement) des nombres dans U'intervalle dans [0, 8.

« L’inconvénient principal de la suite (u,) est que sa période est petite : la suite (u,) est
obtenue par répétition de la méme séquence de 8 chiffres.

« L’intérét de la fonction randPerso2 est que la période de la suite (vy,) obtenue est égale a
M = 23! (c’est notamment 1'objet de I’article de recherche qui a introduit ce générateur
pseudo-aléatoire). On peut donc espérer, qu'une fois le résultat de (vy,) transporté dans
[0, 8], on obtienne une suite (z,) avec une trés grande période (23! au mieux).

« Ainsi, sans outil informatique, il est difficile de prévoir quel nombre est généré & la suite
du précédent.
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I.3. Générateur pseudo-aléatoire : ’aspect théorique

Un générateur pseudo-aléatoire est caractérisé par un triplet (S, f, s) :
« S est un ensemble fini de grand cardinal (dans notre exemple S = [0,231]),
« f est une application f : S — S (dans notre exemple f = randPerso?2),

« s est un élément de S (s € S) appelé « graine » ou encore seed en anglais (s = 0).

Un tel générateur fournit une suite de nombres de S notée (x,,) :
x Tg = S : le premier nombre fourni est la graine,
x Vn €N, zpi1 = f(xn).
La suite (z,,) obtenue est déterminée de maniére unique par sa valeur initiale s et la fonction f.

On obtient ainsi une suite dont les éléments sont tous dans S.

Pour que ces résultats soient plus facilement exploitables, on utilise une fonction g : S — [0, 1] afin de
transporter les valeurs de la suite (z,,) dans [0, 1] : cela permet d’obtenir une suite (g(x,)) d’
dans [0, 1.

éléments

Il est & noter, qu’a s fixé, un générateur pseudo-aléatoire fournira toujours la méme suite (g(zy,)).

Quels sont les avantages du pseudo-aléa ?
o Les simulations sont reproductibles.

« En jouant sur la définition de la fonction g, on peut définir la répartition des valeurs fournies par le
générateur. On peut par exemple générer pseudo-aléatoirement des nombres dans l'intervalle entier
[0, 8[. Ce dernier point permet d’envisager la simulation de variables suivant des lois de probabilités
usuelles.

II. Générateur pseudo-aléatoire prédéfini en Scilab : la fonction rand

La fonction rand implémente un générateur pseudo-aléatoire.
» Evaluez rand(1,3). Qu'obtient-on ?

On obtient une séquence de nombre dans U'intervalle [0, 1].

» Evaluez a présent randCont (4). Que constatez-vous ?

La séquence obtenue par cet appel est la méme (graine mise a part).

» Evaluez help rand et prendre connaissance des informations contenues dans la partie Générer
des nombres aléatoires.

Le générateur pseudo-aléatoire implanté en début de TP est celui prédéfini en Scilab!

» Evaluez de nouveau rand(1,3) puis randCont (7). Expliquez le résultat obtenu.

o L’appel randCont (7) permet d’obtenir la séquence de nombres générés depuis la graine.

« L’appel & la fonction rand conserve en mémoire le nombre d’appels précédemment
réalisés avec rand. Le nouvel appel & rand permet ainsi d’obtenir le nombre suivant ceux
qui ont été précédemment fournis par le générateur pseudo-aléatoire.
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» Evaluez maintenant rand (2,3). Qu’obtient-on ?

On obtient une matrice a 2 lignes et 3 colonnes dont les coefficients sont des réels de [0, 1]
qui ont été générés suivant le principe évoqué dans la question précédente.

Changer la graine du générateur

« Par défaut, la graine utilisée dans Scilab est 0. Ainsi, le premier nombre obtenu par rand a I’ouverture
de Scilab est tourjours le méme (correspond au deuxiéme nombre de randCont (2).

o Il est possible de modifier la graine et de la fixer & 25 (par exemple), a I'aide de I’appel suivant :

rand("seed",25)

« En modifiant la graine, on obtient une suite différente de la suite obtenue avec la fonction randCont.
Cela laisse I'illusion d’'un plus grand aléa (si votre voisin de table choisit une graine différente de la
votre, les séquences générées par rand ne seront pas les mémes). Dans certains logiciels, la graine est
fixée a I'ouverture du logiciel par une formule mathématique. On peut par exemple choisir « la date
d’ouverture » du logiciel comme graine (cf getdate).

ITI. Simulation de v.a.r. suivant une loi uniforme continue

III.1. Simulation de v.a.r. suivant une loi uniforme sur [0, 1]

On considére le programme uniforme_continue.sce suivant.

clf )

U = rand(1,10000) // correspond a 10000 appels successifs de rand()
histplot(0:0.1:1,U)

xtitle("Loi uniforme sur [0,1[ : distribution approchée")

[ [ N N

» Recopier ce fichier dans I’éditeur SciNotes et 'exécuter (touche F5).
Donner une allure de la figure obtenue et I’expliquer briévement.

Bl[@lal (@ [@

Figure n°0 2

L’histogramme obtenu
e Loi uniforme sur l'intervalle de réels [0,1) COIlﬁI‘Hle la diStI‘ibutiOn
11] uniforme issue de l'appel a
1 la fonction rand.

Le nombre 1 affiché en
07 ] ordonnée est un peu
06 surprenant. Par défaut,
05 1 I’histogramme est norma-
%4 lisé i.e. que 'ordonnée est
] choisie de telle sorte que
la somme des aires des

rectangles vaut 1.

0.2 o

0.1+
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» Remplacer la ligne 3 par histplot(0:0.1:1, U, normalization=%f).
A quoi sert de désactiver I'option normalization?
Noter le nombre d’éléments du vecteur U appartenant & la premiére classe.

Cet argument optionnel permet de désactiver la normalisation. Les ordonnées mentionnent
alors les effectifs de chaque classe. En l'occurrence, la premiére classe (ainsi que les autres)
comporte ici environ 1000 individus.

» L’histogramme précédent contient 10 barres. Repérer le paramétre permettant de définir ces barres
et modifiez-le de sorte & afficher 20 barres. Noter la ligne modifiée.

o L’appel histplot(0:0.05:1, U) permet d’obtenir 20 classes.

e On peut aussi directement demander histplot (20, U). Dans ce cas, la premiére classe
démarre au nombre le plus petit obtenu et la derniére finit au nombre le plus grand.

II1.2. Loi uniforme sur [a, b

On dispose du programme uniforme_cont_2_7.sce suivant.

clf O

U = 2+(7-2)%rand(1,10000)

histplot(2:0.5:7,U)

xtitle("Loi uniforme sur [2,7[ : distribution approchée")

[ O

» Copier ce fichier dans I’éditeur SciNotes et 'exécuter (touche F5).
Expliquer briévement le résultat obtenu.

« A T'aide de rand, on obtient des réels dans [0, 1] (répartis de maniére uniforme).
« Ce résultat est transporté dans [0, 5[ par la multiplication par 7-2.

« Puis dans [2, 7] par ajout de 2.

» En vous inspirant du résultat précédent, écrire un programme qui :
x demande & l'utilisateur d’entrer au clavier deux réels a et b et un entier N,

x affiche I’histogramme des fréquences d’un échantillon de taille N de v.a.r. suivant la loi uniforme
sur l'intervalle [a, b[ simulée par la fonction rand.

1 a = input("Entrer la borne gauche a : ")

2 b = input("Entrer la borne droite b : ")

3 N = input("Entrer la taille de 1''échantillon : ")

a4 clfQ)

5 U=a + (b-a)xrand(1,N)

¢ histplot(a:(b-a)/10:b, U)

7 chaineIntervalle = "[" + string(a) + "," + string(b) + "["

s xtitle("Loi uniforme sur" + chainelIntervalle + ": distrib approchée")
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IV. Simulation de v.a.r. suivant une loi uniforme discréte

IV.1. Loi uniforme sur [nl,n2]

On considére la fonction suivante.

1 function y = unifDiscrete(nl,n2)
2 y = nl + floor((n2-n1+1) x rand())
3 endfunction

» Que réalise cette fonction ?

« A T'aide de rand, on obtient un réel dans [0, 1].
o Ce résultat est transporté dans [0, n2-nl1+1[ par la multiplication par n2-n1+1.

« Puis dans [0, n2-n1] par application de floor. Puis dans [nl1, n2] par ajout de ni.

» Ecrire un programme qui :
x demande & l'utilisateur d’entrer au clavier deux entiers n1 et n2 et un entier N,
x stocke N appels successifs a la fonction unifDiscrete dans un vecteur ligne U,

x affiche le diagramme des fréquences d’un échantillon de taille N de v.a.r. suivant la loi uniforme
sur U'intervalle [n1, n2] simulée par la fonction rand.

1 nl = input("Entrer la borne gauche nl : ")

2 n2 = input("Entrer la borne droite n2 : ")

3 N = input("Entrer la taille de 1''échantillon : ")

4 clf(Q)

5 U = zeros(1,N)

¢ for i = 1:N

7 U(i) = unifDiscrete(nl, n2)

8 end

9 histplot(n2-ni+1l, U)
Il faut noter que dans 'appel a hisplot on spécifie le nombre de barres et pas les
intervalles sur lesquels on les construit.

» Evaluer dans la console X = tabul (U) puis Y = tabul(U,"i"). A quoi servent ces commandes ?

L’appel tabul (U) renvoie une matrice de deux colonnes.
« La premiére colonne liste les différentes valeurs présentes dans U.
e La deuxiéme colonne liste I'effectif de chacune de ces valeurs.

L’argument optionnel permet de choisir 'ordre dans lequel sont listés les éléments de la
premiére colonne ("i" pour increasing et "d" pour decreasing).

» Evaluer alors c1£(); Y = tabul(U,"i"); bar(Y(:,1), Y(:,2)).
Expliquer le fonctionnement de la fonction bar en détaillant le contenu de Y(:,1) et Y(:,2).

L’appel bar (X, Y) permet de représenter un diagramme en batons. Le vecteur X représente
les abscisses des bétons et le vecteur Y contient la hauteur de chaque baton.

» Commenter I'intérét de 'option width en évaluant c1f(); bar(Y(:,1), Y(:,2), width=0.1).

L’option width permet de spécifier la largeur de chaque barre.
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