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Colles

semaine 14 : 13 décembre - 18 décembre

I. Relation de similitude

I.1. Notion de matrice semblable

a. Définition

Soit n € N*.
Soient M € #,(R) et N € 4, (R).

o Les matrices M et N sont semblables s’il existe une matrice inversible P telle
que :

M = PNP!

« La relation de similitude (celle qui stipule qu'une matrice M est semblable a une
matrice N) vérifie les propriétés suivantes.

1) Elle est réflexive : M est semblable a M.
2) Elle est symétrique : si M est semblable a N alors N est semblable & M.

3) Elle est transitive : si M est semblable & N et N est semblable & R alors M
est semblable & R.

b. Un intérét des matrices semblables : calcul des puissances itérées

Soient M et N deux matrices de ., (R).

On suppose que M et N sont semblables et donc qu’il existe une matrice
P € #,(R) inversible telle que : M = PNP~L.

Alors, pour tout k € N, M* = PN*pP—1,

(autrement dit, si M et N sont semblables via la matrice P, MPF* et N* le sont
aussi via la méme matrice P)

Remarque
o Considérons M et N deux matrices semblables et k € N. Par définition, il existe P inversible telle
que : M = PNP~!. Si on sait facilement calculer N¥, on peut en déduire la valeur de M* en
utilisant la relation : M* = PN¥P~1,
« 11 est particuliérement aisé de calculer la puissance N* lorsque :
x N = 0<//n,1(R)' AlOI“S Nk = OJ//n,l(R)‘
(mais ce cas n’est pas trés pertinent puisque si N = 0.4, (r) alors M = PopP~! = 0.4, €t
on peut donc travailler directement sur M )
x N =1, Alors N*=1F=1,.
(mais ce cas n'est pas trés pertinent puisque si N = I, alors M = PI,P~' = I, et on peut
donc travailler directement sur M)
x N =XI,. Alors N¥* = (A I,)F = \* I,,.
(mais ce cas nest pas trés pertinent puisque si N = X - I, alors M = P(\-I,)P~' = X1, et
on peut donc travailler directement sur M)
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o Dans les énoncés on rencontrera de maniére classique les cas suivants.

x N est diagonale.

d 0 - 0 di* 0

k

Si N = 0 d alors NF = 0 d
: 0 : .
0 - 0 d, 0O - 0

x NN = X I,+ R ou R est une matrice dont on peut facilement déterminer les itérées. Classiquement

R est nilpotente d’ordre 2 : Vk > 2, RF = 0.4, 1(R)-

On peut alors utiliser la formule du binéme de Newton puisque AI,, et R commutent ((\ I,,) R =

AR=R (\I,)).

Exercice (d’aprés EDHEC 2016)
On considére les matrices :

0 01 2 0
N=1[0 01 et T=2I4+N=1[0 2
000 00

1. Déterminer N2 et en déduire, pour tout k € N, N¥.

1
1
2
2. Soit n € N. Déterminer T™ a l'aide de la formule du bindme de Newton.
Démonstration.

00 2 00 2 000
1. Deplus: N2=[0 0 1| x [0 0 1]=10 0 0].
000 000 000

On en déduit, par une récurrence immédiate, que pour tout k > 2, N¥ = 0.
(on peut aussi écrire, pour tout k > 2, N¥ = N2 N¥=2 =0 N*2=0)

2. Les matrices 2] et N commutent (car la matrice I commute avec toutes les matrices).

Soit n € N*. D’aprés la formule du binéme de Newton :

™ = (2I+N)"

= 3 (}) eor

k=0

1 n 5
_ 5 <Z> @1k NF 4 3 <Z> (2 1)+ N (ce découpage est

valable car n € N*)

k=0 k=2

1

k

- < > (21)" NO + (T) 2D)*1 N1

= 2D)"+n (2" I N

0

o 3

= ongpon il N = onfypon-l N

Il reste & traiter le cas n = 0. Dans ce cas, 70 = 1I.

.S <Z> (21)"F N* (car : ¥k > 2, N¥ =0)
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I.2. Lien entre relation de similitude et applications linéaires

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit Z et &' deux bases de E.
Soit f € Z(F).

On note M = Matg(f), N = Matg (f) et P = Pg g .
(ce sont toutes des matrices de My (R))

1. Alors :

M=PN P!

ce qui signifie :

Matg(f) = Pg,m Matg (f) (Pgz)""

2. De maniére générale :

M et N sont les matrices représentatives
< d’un méme endomorphisme f € Z(F)
dans des bases différentes

Les matrices M € #,(R) et
N € #,(R) sont semblables

Démonstration.

1. Soit u € E. On considére v = f(u) et on note :

U= Mat@(u) V= Matg(v) P = ngv@/
U’ =Matg (u) V'=Matg(v)

Avec ces notations :

v =f(u)

_ (écriture de ’égalité sous forme
V=MU matricielle dans la base A)

& PV =MPU'
s V=P lMpPpU
s NU =P MPU

En effet : V/ = N U’ (cela correspond a I'écriture matricielle de v = f(u) dans la base #’). On a
donc démontré :

(P'MP-N)U" = 0,4,,®

Ceci étant vrai pour tout U’, on en déduit que P~'MP — N = 0.z, 1 (R)- 0

Remarque
On peut retenir cette formule sous la forme :

Mat(f) = Pp.a Matg (f) Pa 2

(Matg(f) peut aussi se noter Matg z(f) : on a choisit la méme base au départ et a Uarrivée)
que l'on peut rapprocher d’une relation de Chasles (« on va de # & £ en passant par &’ »).
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II. Eléments propres d’un endomorphisme, d’'une matrice carrée

II.1. Notion de valeur propre et vecteur propre

a. Définition

Soit E un ev de dimension finie n € N*,
Soit f € Z(F) et soit A € 4, (R).

1) Valeur propre d’un endomorphisme

o On dit qu’un réel X\ est une valeur propre de I’endomorphisme f s’il existe
un vecteur v € E non nul (u # 0g) tel que :

fluy=A-u

o L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f est appelé spectre de
f et est noté Sp(f).

Sp(f) = (A€ R | Ju#0p, flu)=A-u}

2) Valeur propre d’une matrice

o On dit qu’un réel A est une valeur propre de la matrice A s’il existe un
vecteur colonne U € .#,1(R) non nul (U # 0,4, ,(r)) tel que :

AU =X-U

« L’ensemble des valeurs propres d’une matrice carrée A est appelé spectre de
A et est noté Sp(A).

Sp(4) ={AeR | IU # O,//ln,1(]R)v AU = X-U}

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € #,(R).

On suppose que f (resp. A) admet une valeur propre A € R.
(ce n’est pas forcément le cas!)

1) Vecteur propre d’'un endomorphisme

« On appelle vecteur propre de f associé a la valeur propre A, tout vecteur
u € E non nul (u # 0g) tel que f(u) = X u.

2) Vecteur propre d’'une matrice

« On appelle vecteur propre de A associé a la valeur propre A, tout vecteur
colonne U € #p,1(R) non nul (U # 0,4, ,r)) tel que AU =X-U.
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b. Nombre maximal de valeurs propres

Soit E un ev de dimension finie n € N*.

Soit (u1,...,up) € EP et soit (Uy,...,U,) € (M1 (R))P.
Soit f un endomorphisme de F.

Soit A une matrice de ., (R).

1) Cas des endomorphismes

Les vecteurs uq, ..., u, sont des
vecteurs propres associés a des valeurs = La famille (uq,...,u,) est libre
propres distinctes Aq, ..., A\, de f

On en déduit que 'endomorphisme f posséde au plus n valeurs propres distinctes.

2) Cas des matrices carrées

Les vecteurs colonnes Uy, ..., U, sont
vecteurs propres associés a des valeurs = La famille (Uy,...,Up) est libre
propres distinctes Ay, ..., A\, de A

On en déduit que la matrice A posséde au plus n valeurs propres distinctes.

Généralisation

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f un endomorphisme de F.

Soit A une matrice de .4, (R).

1) Cas des endomorphismes
o Soient A1, ..., A, p valeurs propres distinctes de f.
o Soient Fi, ..., Fp p familles de vecteurs de E telles que, pour tout i € [1,p] :
x les familles F; sont libres.
x les vecteurs de F; sont des vecteurs propres associés & la valeur propre A;.

Alors la famille 7 = (Fi,...,F,) (obtenue par concaténation des familles F;) est
une famille libre de E.

2) Cas des matrices carrées

o Soient A1, ..., A, des valeurs propres distinctes de A.
o Soient Fi, ..., Fp des familles de vecteurs de .7, 1(R) telles que, pour tout
ie[1,p]:

x les familles F; sont libres.
x les vecteurs de F; sont des vecteurs propres associés a la valeur propre \;.

Alors la famille 7 = (F7,...,F,) (obtenue par concaténation des familles F;) est
une famille libre de ., 1 (R).
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c. Caractérisation des valeurs propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Soit F un ev de dimension finie n € N*,
Soit f un endomorphisme de F.

Soit A une matrice de ., (R).

1) Cas des endomorphismes

A est valeur propre de f il existe u # O tel que f(u) =\ u
il existe u # Og tel que (f — X idg)(u) = 0g

il existe u # Op tel que u € Ker(f — \ idg)
Ker(f — X idg) # {oE}

L’endomorphisme f — A idg n’est pas injectif

Tt ¢ T T

L’endomorphisme f — X\ idg n’est pas bijectif

Cette derniére équivalence est vérifiée car E est un espace vectoriel de dimension
finie et que f — X idg € Z(FE) (de maniére générale, I’équivalence injectivité /
surjectivité / bijectivité est vérifiée dans les ev de dimensions finies avec
feZEF) etdim(FE)=dim(F)).

2) Cas des matrices carrées

A est valeur propre de A & {U € 4,1 (R)|[(A—X) U =0} # {0//["71(]1%)}
(cet ensemble n’est pas noté Ker(A=XI) car
A — M n’est pas un endomorphisme)

< La matrice A — AI n’est pas inversible

d. Lien entre éléments propres d’un endomorphisme et éléments propres de sa matrice
représentative dans une base donnée

Soit E un ev de dimension finie n € N*.

Soit & une base de E.

On note A = Matg(f).

Soit u € E. Notons U = Matg(u) € #,,1(R).

1) Alors :| f(u) =Xu & AU =\U

2) En conséquence :

A est valeur propre de f < )\ est valeur propre de A

Sp(f) = Sp(4)

Le vecteur u est un vecteur Le vecteur colonne U est
propre de f associé a la < un vecteur propre de A
valeur propre A associé a la valeur propre A
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METHODO | Déterminer les valeurs propres d’un endomorphisme

Dans les sujets, un endomorphisme f sera généralement représentée par sa matrice A dans une base
donnée. On détermine alors Sp(f) en déterminant Sp(A) (Sp(f) = Sp(4)).

Pour ce faire, on utilise la caractérisation suivante.

A est valeur propre de f A est valeur propre de A

3U # 0.4, 1), AU =AU

U #0.4,.r)y (A=A1) U=04 (&

A — M, n’est pas inversible

t ¢ 2

I'un (au moins) des coefficients diagonaux de la réduite
(obtenue par pivot de Gauss) triangulaire supérieure
de A — A\, est nul

i3

Exercice
Soit £ = R3. On note £ la base canonique de E. On considére I'’endomorphisme de f € Z(F) dont
la représentation matricielle dans la base % est :

5 1 -1
A=1(2 4 =2
1 -1 3

1) Déterminer les valeurs propres de f.

2) Méme question avec £ = R? et g 'endomorphisme dont la représentation matricielle dans la

base canonique est : C' = (1 31>.

1
Démonstration.
1) Soit A € R.
5—A 1 -1
rg(A— A I3) = rg A
1 -1 3-=-A
Lo, 1 -1 3-2A
= rg 24—\ -2
5—A 1 -1
Ly Ly—21L
Li:Lz—(E}jA)Ll 1 -1 3-A
= rg 0 6—A -8+ 2)\
0 6=X —1—(5-X)(3B-=))
L3+ L3 — L2 1 -1 3=A
= rg 0 6—X\ -8+ 2\
0 0 —8 46X — A2

La réduite obtenue est triangulaire supérieure.
Elle (et donc A — AI3) est non inversible si et seulement si 'un de ses coefficients diagonaux est
nul. On en déduit :

A — M3 non inversible & 6—-A=0 00 —8+6A—A2=0
S A=600 —(A=2)A—4)=0
S A=600 A=2 00 A=4

Ainsi : Sp(f) = Sp(A) = {2,4,6}.
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2) Soit A € R.

det(B—)\Ig):det<<1_)‘ -1 >> = 1-NB-N+1

1 3—A
= 3-4X+X+1

= 4—4N+ )X = (2— )2

B — M3 non inversible < det(B—A3)=0 & (2—-X)?=0 & A=2

Ainsi : Sp(f) = Sp(B) = {2}. -

Valeurs propres d’une matrice triangulaire / diagonale

Soit n € N*,

Soit A € M, (R).

1)

La matrice A est triangulaire Les valeurs propres de A sont ses
supérieure (resp. inférieure) coefficients diagonaux

2) La matrice A est diagonale =

Les valeurs propres de A sont ses
coefficients diagonaux

Démonstration.

1) Soit A € R. Supposons que la matrice A est triangulaire.
Alors A — A, est elle aussi triangulaire. On en déduit :

A est valeur propre de f <

-

=

-

=

A est valeur propre de A
A — M, n’est pas inversible

I'un (au moins) des coefficients diagonaux de A — A,
(qui est triangulaire!) est nul

al,l—)\zo 0u ... OU an,n—)\zo

AE {a171, R ,amn}

2) Supposons que la matrice A est diagonale. En particulier elle est triangulaire.

On conclut alors par la propriété 1).

e. Valeurs propres de matrices semblables

Soit n € N*,

Soient M et N des matrice de ., (R).

1) M et N sont semblables

= 1g(M) = rg(N)

2) Pour tout A e R :

M et N sont semblables = rg(M —\I,,) = rg(N —\I,)

3) M et N sont semblables

= Sp(M) = Sp(N)
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Démonstration.

Supposons que les matrices M est N (éléments de .#,(R)) sont semblables.

Soit E' un espace vectoriel de dimension n € N*.

Comme M et N sont semblables, il existe %) et Ao deux bases de E et un endomorphisme f € Z(E)

tels que :
M = Matg, (f) et N = Matg, (f)

S’ensuit alors les résultats suivants.

1) rg(M) = rg(f) = rg(N)
2) Pour tout A € R, on a:

M — M = Matg, (f) — A Matg, (idg) = Matg, (f — Xidg)  (par linéarité de Matg, (-))

De méme : N — Al = Matg, (f) — A Matg,(idg) = Matg, (f — Aidg).

Les matrices M — Al et N — Al représentent donc le méme endomorphisme f — X\ idg respecti-
vement dans les bases %1 et . On en déduit que ces deux matrices sont semblables. Et ainsi,
par la propriété énoncée en 1) :

rg(M — M) =rg(f — ANidg) = rg(N — )

8) Sp(M) = Sp(f) = Sp(N)

A RETENIR

Deux matrices semblables ont méme valeurs propres.

f- Cas particulier de la valeur propre 0

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f un endomorphisme de F.
Soit A une matrice de .4, (R).

1) Cas des endomorphismes

Le réel 0 est une valeur propre de f < Ker(f) # {OE}
& f n’est pas injective

< f n’est pas bijective

Evidemment, on peut aussi écrire :

f est bijective < Le réel 0 n’est pas valeur propre de f

2) Cas des matrices carrées

Le réel 0 est une valeur propre de A < A n’est pas inversible

Evidemment, on peut aussi écrire :

A est inversible < Le réel 0 n’est pas valeur propre de A
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I1.2. Sous-espaces propres d’un endomorphisme

a) Définition

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F).
Soit A € A, (R).

1) Cas des endomorphismes

On appelle sous-espace propre de f associé a la valeur propre A, ’ensemble noté
E\(f) défini par :

Ex(f) = {ueB|flu)=X u}
= {ue E|(f - Ad)(u) =05} = Ker(f — Aid)

2) Cas des matrices carrées

On appelle sous-espace propre de A associé a la valeur propre A, 'ensemble
noté Fy(A) défini par :

Ex(A) = {Ue€ 1 (R)|AU =X U}
= {U € '/ln,l(R) | (A— )J) x U = Oﬂn,1(R)}

(cet ensemble n’est pas noté Ker(A—=XI) car A — N\ n’est pas un endomorphisme)
Lien_entre endomorphisme et représentation matricielle (rappel)

Soit % une base de E.

Soit f € Z(F) et soit A= Matg(f).

Soit u € E. Notons U = Matg(u).

ueENf) © fluy=A-u s AU=X-U < U <€ E\(A)

@ Soit A une valeur propre d’'un endomorphisme f € Z(E).
Il faut faire attention & cette définition :

x u = 0p n’est JAMAIS vecteur propre de I’endomorphisme f.

x ainsi, 'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A n’est JAMAIS
un espace vectoriel.
(contrairement a Ex(f) qui Uest toujours, cf ci-dessous)

Attention a la confusion :

B # {

vecteurs propres associés
a la valeur propre A

La bonne définition est :

vecteurs propres associés
A la valeur propre A

B = { bu s

10
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b) Structure d’un sous-espace propre

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(E).
Soit A € M (R).

1) Cas des endomorphismes

Soit A une valeur propre de f.

a. | E\(f) est un sous-espace vectoriel de E

b. Ex(f) # {0g}. En particulier : | dim(E\(f)) > 1

2) Cas des matrices carrées

Soit A une valeur propre de A.

a. | E\(A) est un sous-espace vectoriel de ., 1 (R)

b. Ex(A) # {04, )} En particulier : | dim(E)(A)) > 1

¢) Détermination d’un sous-espace propre

Déterminer F)(f) le sous-espace propre de f associé a une

METHODO ,
valeur propre )\ donnée

Soit E un ev de dimension finie n € N* et soit % une base de E.
Soit f € Z(F). Notons A = Matg(f).

Soit u € E. Notons U = Matg(u).

Soit A est une valeur propre de f.

On rappelle que :
ue ENf) & fluy=Xu

<~ (f — )\ldE)(u) =0g
4 (A - A In) x U = 0//,//%1(]1@)

On se raméne ainsi & la résolution d’un systéme linéaire.

Exercice
On considére I'endomorphisme f € .Z(R?) dont la matrice dans la base canonique % de R? est :

2 =21
A= 2 -3 2.
-1 2 0

1. Déterminer les valeurs propres de f.
2. Déterminer les sous-espaces propres correspondants.

3. Démontrer que la famille ' = ((2,1,0),(—1,0,1),(—1,—2,1)) est une base de I'espace vec-
toriel R3.

4. Déterminer la matrice représentative de f dans %'

11
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Démonstration.
1. Soit A € R.
2— A -2 1
rg(A— A I3) = rg 2 =3-x 2
-1 2 -\

xT
. Soit u = (z,y, z) € R3. Notons U = Matg(u) = (y)

Lo+ Lo+2 14 1 2 Y
= rg 0 1-2A 2 -2\

Ly« L3+ (2-)) Ly
0 2-2) 1-A2-))

L3(7L372L2

= I‘g

Ly < L3
= rg 2 -3-X 2
2—-A -2 1

-1 2 —-A
0 1-2AX 2—2\
Remarquons alors :

(1-=XN2=4(1-XN=1-N((Q=XN)=-4)=(1-X))(-3-X)

La réduite obtenue est triangulaire supérieure.
Elle (et donc A — AI3) est non inversible si et seulement si I'un de ses coefficients diagonaux
est nul. On en déduit :

A — A3 non inversible < 1—A=0 00 (1-X) (-=3—=X)=0
< A=100 A=100 A=-3

Ainsi : Sp(f) = Sp(A) = {1, -3}

™R

o Déterminons Ej(f).

u € Ei(f) = (f —id)(u) =0g
< (A — Ig) x U 0//[371(]1@
r - 2y + z = 0
— 2z — 4y + 2z =0
- + 2y - z = 0
Ziiiﬁil x — 2y + z =0
= 0 =0
0 =0
= {a: = 2y—z

On en déduit :
Ei(f) = {ueR’ |ue Ei(f)}
= {(z,9,2) eR? | 2 =2y — 2}
= {2y —2z,u,2) €ER3|y€eR ET z € R}
= {y-(2,1,0)+2-(-1,0,1) |y €R ET zeR}
= Vect((2,1,0), (-1,0,1))

12
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o Déterminons E_3(f).

u € E_3(f) = (f+3id)(u) = 0g
<~ (A +3 I3) x U = 0(///3’1(1@)
— 2z + 22z =0
-z + 2y + 3z = 0
éiijﬁfﬁ‘ S5 — 2y + z = 0
4y + 8z =0
8y 4+ 16z = 0
L La_2L, Sr — 2y + z =0
= 4y + 82z = 0
0 =0
L‘g(—L‘g QLZ {5.%- — 2y f— — Z
<~
y = —2z
Ly L1+2 Lo {5$ = 52
<~
y = —2z

On en déduit :
E_s3(f) = {ueR’|ueEs5(f)}
= {(z,y,2) ER3 |z = —2 ET y=—2z}
= {(~z,—22z,2) €eR3 | z € R}
= {z-(-1,-2,1) | ze R} = Vect((—1,-2,1))
3. A vos stylos!

4. Notons u = (2,1,0), v = (—1,0,1) et w = (—1,-2,1).
D’aprés ce qui précéde :

1

0

0

x fluy=1-u+0-v+40-w,donc Matg (f(u)) = (
0

)
0

0
x f(lw)=0-u+0-v—3-w, donc Matg (f(v)) = (0)
-3

x fw)=0-u+1-v+0-w,donc Matg (f(v)) =

OI] en déduit : Matggl(f) = (

S O =
O = O
|
WOO

v
|

13
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11.3. Polynémes annulateurs

I1.3.a) Polynémes d’endomorphismes, de matrices carrées

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L(F) et soit A € #,(R).

,
Soit P € R[X]. Il existe donc r € N et (ag,...,a,) € R"! tel que : P(X) = Y ap X*.
k=0
1) Cas des endomorphismes

T
On note P(f) 'endomorphisme de E défini par P(f) = > apf*.
k=0
C’est un polyndéme d’endomorphismes.

2) Cas des matrices carrées

On note P(A) la matrice de .#,(R) définie par P(A) = 3 a,A*.
k=0
C’est un polyndéme de matrices.

Lien entre les deux

Si A est une base de E et A = Matg(f), on a alors : P(A) = Matg(P(f)).

I1.3.b) Polynoémes annulateurs

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € #,(R). Soit P € R[X].

1) Cas des endomorphismes

On dit que P est un polynome annulateur de f si P(f) = 0g(g).

2) Cas des matrices carrées

On dit que P est un polyndome annulateur de A si P(A) =0 4, g)-

3) Lien entre les deux

Si A est une base de E et A = Matg(f), on a alors :

P(f) =0gm) © P(A)=04m®

ou encore :

P est une polynéme P est un polynoéme
annulateur de f annulateur de A

Remarque
Considérons E = R3 et f € Z(F) I'endomorphisme dont la représentation matricielle dans la base
canonique de R? est :

Par calcul, on démontre : A2 +2A4 — 3] = 0z5(R)-
On en déduit que P(X) = X2 + 2X — 3 est un polynéme annulateur de A (et donc de f).
1 1
Par ailleurs : §(A +2I) A= 1. Ainsi, A est inversible, d’inverse A~! = g(A +21).
1
(et, par la passerelle matrice-endomorphisme, f est bijective de réciproque §<f + 2idg))
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I1.3.c) Existence d’un polynéme annulateur non nul

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L (F) et soit A € #,(R).

1) Cas des endomorphismes

Il existe un polynéme annulateur non nul de f.

2) Cas des matrices carrées

Il existe un polynéme annulateur non nul de A.

Démonstration.

Considérons la famille (4%, A1 A2, ... ,A”Q).

Cette famille contient n? + 1 éléments dans I'ev ., (R) qui est de dimension finie n?.
On en déduit que cette famille est liée.

Il existe donc un (n? 4+ 1)-uplet (ag, a1, ..., a,2) # (0,0,...,0) tel que :

Qg A+ 02 An2 = OJZ,L(]R)

n2

Le polynéme P(X) = 3 ax X* est donc un polynéme annulateur non nul de A. O
k=0

Remarque

En fait, toute matrice de A € ., (R) posséde un polynéme annulateur de degré inférieur ou égal a

n, mais ce résultat est hors-programme.

I1.3.d) Intérét des polyndémes annulateurs

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € 4, (R). Soit P € R[X].

1) Cas des endomorphismes

Si P est un polynéme annulateur de f alors :

A une valeur propre de f =\ est une racine de P

Ainsi: | Sp(f) { racines de P, polynome }

annulateur de f

2) Cas des matrices carrées

Si P est un polynéme annulateur de A alors :

A une valeur propre de A = ) est une racine de P

Ainsi: | Sp(A) C { racines de P, polyndme }

annulateur de A

Remarque

Considérons un ev E de dimension finie n € N*, % une de ses bases et A = Matg(f).

e Si P € R[X] est un polynéme annulateur de f, alors les valeurs propres de f sont parmi les racines
de P. On dit alors que les racines de P sont les valeurs propres POSSIBLES de f.

o Une fois les valeurs propres POSSIBLES de f déterminées, il faut s’assurer qu’elles sont bien valeurs
propres. Par exemple, si 3 est racine de P, on détermine si A — 31, est inversible par un calcul de
rang.
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ITI.

Théorémes de réduction

I11.1. Endomorphisme diagonalisable, matrice diagonalisable

II11.1.

a) Définition

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L(F) et soit A € M, (R).

1) Cas des endomorphismes

o On dit que f € Z(F) est diagonalisable s’il existe une base %’ de FE dans
laquelle la matrice représentative de f est diagonale.

« Autrement dit, f € .Z(F) est diagonalisable s’il existe une base %’ de E et une
matrice diagonale D € ., (R) tels que : Matg (f) = D.

2) Cas des matrices carrées

o On dit que A € 4, (R) est une matrice diagonalisable si A est semblable & une
matrice diagonale.

« Autrement dit, A € #,(R) est une matrice diagonalisable s’il existe une
matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que : A = PDP~!,

I11.1.

b) Caractérisation de la diagonalisabilité

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit A une base de E.
Soit f € ZL(F) et soit A € #,(R).

1) Cas des endomorphismes

il existe une base de E formée

t di lisabl
J est diagonalisable < de vecteurs propres de f

2) Cas des matrices carrées

il existe une base de .4, 1(R)

A est di lisabl
est diagonalisable < formée de vecteurs propres de A

3) Lien entre endomorphisme et représentation matricielle

Si & est une base de E et A = Matg(f), on a alors :

f est diagonalisable < A est diagonalisable

Remarque
On a adopté ici une présentation légérement différente de celle du programme officiel. Celui-ci
recommande de considérer comme définition de diagonalisibilité de f le résultat de ce théoréme. A
savoir que f est diagonalisable s’il existe une base de vecteurs propres de f.
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Démonstration.
1) f est diagonalisable
il existe une base ' = (e, ..., e,’) pour laquelle la matrice

< représentative de f est diagonale.
Autrement dit, il existe (A1,...,A,) € R™ tel que :

MO - 0
0 - :
Matg (f) = |
: .0
0 -~ 0 A\,
& il existe une base &' = (e1/,...,e,’) telle que :
fler) = Xer!+0-e’+...40-e,-1"+0-¢,
flen) = 0-e1/ +0-e’+...40-ep1"+ -
< il existe une base &' = (e1/,...,e,) formée de vecteurs propres de f
(A1, ..., A\n sont les valeurs propres - pas forcément distinctes - de f)
3) f est diagonalisable

< il existe une base %’ et une matrice D € .#,(R) diagonale telle que :
Matg (f) = D

< il existe une base %’ et une matrice D € .#,(R) diagonale telle que :
Py .z x Matg(f) x Pg g =D
< il existe une base %’ et une matrice D € ., (R) diagonale telle que :

Matg(f) = Pgg x D x (Pgg)

& A est diagonalisable
2) Soit v € E. Notons U = Matg(u).

Rappelons :
u€ Ex\(f) & U € E\(A)
Ainsi :
u est un vecteur propre de f < U est un vecteur propre de A.
Si on considére une famille (u1,...,u,) € E™ et (ai,...,a,) € R™ alors :

ogul+...+tao, u, =0g
S ag Ui +.. . 4+ ay Un:O(//,nyl(R)

ou pour tout ¢ € [1,n], on a noté : U; = Matg(u;).
De sorte que :

(u1,...,uy) est libre dans E < (Uy,...,U,) est libre dans ., 1(R)

On en déduit, a ’aide du point 3) :
A est diagonalisable

< f est diagonalisable
< il existe une base (uq,...,u,) formée de vecteurs propres de f

< il existe une base (Uy,...,U,) formée de vecteurs propres de A

17
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O

A RETENIR

« Dans les énoncés, 'endomorphisme f € Z(FE) est généralement donné par A sa matrice repré-
sentative dans une base Z = (ey,...,e,) donnée.

« Diagonaliser f, c’est trouver une base ' = (e},...,e},) dans laquelle la matrice représentative
de f, notée D, est diagonale. Plus précisément :

x cette base %’ est constituée de vecteurs propres de f.

x la matrice D a pour coeflicients diagonaux les valeurs propres de f.

Ces valeurs propres apparaissent dans l'ordre de classement des vecteurs propres apparaissant
dans %'

o La formule de changement de base permet de faire le lien entre tous ces objets :

Matg(f) = Pge Mate(f) Pz s
I I I [
A = P D p!

La matrice P est la matrice de passage de la base % a la base %4'. Elle est obtenue en concaténant
les matrices colonnes représentatives, dans la base % des vecteurs propres de f. Plus précisément :

ngﬁ@/ = (Matg(ell) e Mat@(e;))

Exercice

Soit A € #,(R). On suppose que A est diagonalisable.

Soit B une matrice semblable a A.

Démontrer que B est diagonalisable.

Démonstration.

1)

2)

En détaillant les formules

Comme A est diagonalisable, il existe une matrice P € .#,(R) inversible et une matrice D €
My (R) diagonale telle que :
A=ppp!

Comme A et B sont semblables, il existe Q € .#,(R) inversible telle que : A = QBQ!.
On en déduit :
QBQ'=PDP' etdonc B=Q 'PDPQ
Et ainsi B=Q 'P D (Q~'P)~".
A Tl'aide de la passerelle endomorphisme-matrice (beaucoup plus élégant)

« Comme A et B sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme, noté f € Z(E)
dans des bases différentes.

« Or A est diagonalisable donc f 'est (sens réciproque du point 8) du théoréme précédent).

« Comme f est diagonalisable, B l'est (c’est le sens direct du point 3) du théoréme précédentl)]
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II1.2. Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

III.2.a) Critére de diagonalisabilité

Soit F un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L(F) et soit A € #,(R).
1) Cas des endomorphismes
Soient A1, ..., A\, les valeurs propres distinctes de f.
Notons Ey, (f),...,Ex,, (f) les sous-espaces propres associés a ces valeurs propres.

. ﬁ:;l dim(Ex, () < dim(E)

b. | f est diagonalisable <« > dim(Ey,(f))= dim(E)
i=1

7

2) Cas des matrices carrées

Soient A1, ..., Ay les valeurs propres distinctes de A.
Notons E}y, (A),..., E\,, (A) les sous-espaces propres associés a ces valeurs propres.

a. fjl dim(Es, (A)) < n

b. | A est diagonalisable < > dim(Ey,(A4))=n
i=1

IT1.2.b) Condition suffisante de diagonalisabilité

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L(F) et soit A € #p(R).

1) Cas des endomorphismes

f admet n valeurs propres distinctes =- f est diagonalisable

2) Cas des matrices carrées

A admet n valeurs propres distinctes = A est diagonalisable
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IT1.2.c) Démontrer par ’absurde la non diagonalisabilité

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L (F) et soit A € .#,(R).

1) Cas des endomorphismes

f est diagonalisable o f=\idg
f n’admet qu’une seule valeur propre A
2) Cas des matrices carrées
A est diagonalisable e A=\,
A n’admet qu’une seule valeur propre A

Exercice
Soit E un ev de dimension 3 (par exemple E = R3) et soit % = (e1, eg, e3) une base de E.
Soit f € Z(F). On note A = Matg(f).

71 -1
Si A= (0 7 —2) , Pendomorphisme f est-il diagonalisable ?
00 7

Démonstration.

o La matrice A est triangulaire supérieure.
Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux. Ainsi : Sp(A4) = {7}.

o On procéde par ’absurde. Supposons que f est diagonalisable.
Alors A est diagonalisable. Il existe donc :

x D € #,(R) diagonale,
x P € #,(R) inversible,

telles que : A = PDP~1,

De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A.

(comme D est semblable a A, alors : Sp(D) = Sp(A); et comme D est diagonale, les valeurs
propres de D sont ses coefficients diagonaux)

On en déduit :
7 0 0
D=0 7 0|=71I3
0 0 7

A=PDP'=P7L)P'=7PP'=171L

Et :

Absurde! Ainsi, f n’est pas diagonalisable.
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I11.3. Caractére diagonalisable des matrices symétriques

Soit A € A, (R).
o La matrice A est dite symétrique si ‘A = A.

o Autrement dit, A est symétrique si :

(i, §) € [1,n]?% aij = aj;

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € L(F) et soit A € #p(R).

1) Cas des endomorphismes

Il existe une base dans laquelle la matrice

. . t di lisabl
représentative de f est symétrique J est diagonalisable

2) Cas des matrices carrées

A est symétrique = A est diagonalisable

Remarque

Ce résultat n’a rien a faire dans un cours sur les applications linéaires. C’est un résultat qui
provient du cours sur les applications bilinéaires, chapitre qui n’est pas au programme de la
section ECE.

Il faut donc utiliser ce résultat comme une recette qu’on applique bétement.

Ainsi, dés qu’on rencontre une matrice A symétrique, il faut avoir le réflexe de dire qu’elle est
diagonalisable. On note cependant que ce résultat ne dit RIEN sur les valeurs propres et les sous-
espaces propres de A.

Exercice

On considére ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1 11
A=11 11
111

. I’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

a) La matrice A est-elle inversible 7
b) En déduire une valeur propre de A.
a) Calculer A2

b) Déterminer alors un polynéme annulateur de A.

. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de f.

a) Exhiber D € .#3(R) diagonale et P € .#3(R) inversible telles que :
A=PDP!

b) Que représentent la matrice P 7
¢) Déterminer P!,
d) Soit n € N. Déterminer A™?
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Informations concernant cette semaine de colles

Questions de cours

— Formule de Cauchy-Schwarz. Enoncé et démonstration du point 1).
— Loi du min / loi du max de deux v.a.r. (discrétes) indépendantes. Enoncé et démonstration.

— Démontrer par 'absurde la non diagonalisabilité. Le colleur donnera I’exemple d’une matrice (ou
d’un endomorphisme) n’ayant qu’une seule valeur propre.

N

— Formule du binéme de Newton : un exercice du type calcul de (o I + R)" ot R*¥ = 0 Mn(R) D
partir de k = 2 ou k = 3 (EDHEC 2016 ou exercice analogue).

Exercices types

Les compétences attendues sur le chapitre applications linéaires sont les suivantes :
— savoir démontrer qu'une application f : E — F est linéaire.

— savoir démontrer qu’une application f : F — E est un endomorphisme (ne pas oublier de
démontrer que f est a valeurs dans F).

— savoir déterminer le noyau d’une application linéaire f € Z(E, F).
Si E est de dimension finie, savoir déterminer une base de Ker(f).
En déduire la dimension de Ker(f).

— savoir déterminer l'image d’une application linéaire f € Z(E, F) (notamment si E est de di-
mension finie).
Si E est de dimension finie, savoir déterminer une base de Im(f).
En déduire la dimension de Im(f).

— savoir déterminer la dimension de Ker(f) (resp. Im(f)) par application du théoréme du rang (si
E est de dimension finie!) en connaissant la dimension de Im(f) (resp. Ker(f)).

— savoir démontrer qu’une application f : E — F est un isomorphime / automorphisme dans le
cas ol I/ et F' sont deux espaces vectoriels de méme dimension.

— savoir appliquer les schémas de démonstration (démontrer une implication, une équivalence, une
inclusion d’ensembles, une égalité d’ensembles .. .).
— la plupart des exercices théoriques de ce chapitre ne sont que des mises en place de ces schémas
de démonstration. Ainsi, rien ne peut légitimer ne pas savoir commencer une démonstration d’un
exercice théorique.
Typiquement, si f € £ (E), savoir démontrer : Ker(f) C Ker(f?) et Im(f?) C Im(f).

— savoir déterminer la matrice colonne associée a un vecteur x € E dans une base % de E.

— savoir déterminer la matrice de passage d’une base 2 a une base %’ et connaitre / savoir appliquer
la formule de changement de base (« X = Pg X' »).
— savoir déterminer la matrice A représentative d’une application f € Z(FE, F') dans des bases B

et Zr. 1l faut alors savoir déduire des propriétés de A celles de f.
(rg(f) =rg(A) et f bijective < A inversible)

— savoir déterminer le rang d’une matrice par application du pivot de Gauss.

L’esprit du chapitre est que si E et F' sont des espaces vectoriels de dimensions finies, une application
linéaire f € Z(FE, F) n’est, a isomorphisme prés, qu’une matrice. Il est donc essentiel de savoir
distinguer ces deux mondes (par exemple, si E = Rg[X], alors E><///3,1(R)) tout en sachant
utiliser les passerelles permettant le passage de I'un & l'autre. Il faut particuliérement veiller & ne
pas commettre de confusions d’objets (elles seront lourdement sanctionnées).
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Les compétences attendues sur le chapitre réduction sont les suivantes :

connaitre la formule de changement de base pour les représentations matricielles d’un endomor-
phisme.

savoir déterminer les itérées d’une matrice diagonale. Savoir déterminer les itérées d’une matrice
semblable & une matrice diagonale.

savoir utiliser la formule du binéme de Newton pour calculer les itérées d’une matrice.

savoir déterminer les valeurs propres d’'une matrice par un calcul de rang.
(si la matrice est dans M>(R), on préférera un calcul de déterminant)

savoir vérifier qu'un réel est valeur propre d’un endormorphisme f.

savoir déterminer les valeurs propres d’un endomorphisme donné par sa matrice représentative
dans une base A.

savoir ce que signifie que 0 est (resp. n’est pas) valeur propre d’un endomorphisme ou d’une
matrice carrée.

savoir déterminer les sous-espaces propres d’un endomorphisme donné par sa matrice représen-
tative dans une base 4.

savoir déterminer un polnéme annulateur & l'aide d’un calcul donné par 1’énoncé.

savoir démontrer qu'une matrice est inversible / non inversible connaissant un polnéme annula-
teur P :

1
x si A2 4+2A =31 =0 4, (g alors A" = g(A +2I).
x si A2 424 = 0.4, () alors, si A était inversible, on aurait : A+ 21 =0 4, ).
(dans une démonstration par l’absurde, si on suppose A inversible, on pense systématiquement
a introduire A=Y et a multiplier les égalités matricielles par A™!)

savoir que les racines d’'un polyndéme annulateur de f sont les valeurs propres POSSIBLES de f.

savoir démontrer qu’'une valeur propre possible est une valeur propre (on renvoie a l'item « savoir
vérifier qu’un réel est une valeur propre »).

savoir démontrer par I’absurde qu'un endomorphisme f n’ayant qu’une valeur propre n’est pas
diagonalisable.

savoir que si E est un ev de dimension finie n € N* et que f € Z(F) admet n valeurs propres
distinctes, alors f est diagonalisable.

savoir déterminer les sous-espaces propres d’un endomorphisme f.

savoir démontrer que f est diagonalisable a ’aide d’une condition sur la dimension des espaces
propres.

savoir que les matrices symétriques réelles sont diagonalisables.
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