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Colles

semaine 16 : 10 janvier - 15 janvier

I. Intégration sur un segment

I.1. Primitives sur un intervalle [

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.

e On appelle primitive de f sur l’intervalle [ toute fonction F': I — R qui vérifie :
a) F' est dérivable sur I.
b) Ve €I, F'(z) = f(z).

o Lien entre la continuité et la notion de primitive

f continue sur un intervalle I = f admet une primitive sur [

« Les primitives, si elles existent, sont en nombre infini
Soit f : I — R une fonction continue sur /.

Soit F' une primitive de f sur I.

Il existe A € R tel que :

1) G est une primitive de f sur [ Ve eI, Gx) = Flz)+\

(on en déduit notamment que f admet une infinité de primitives sur I)

2) Soit c€ 1.
Il existe une unique primitive de f sur I s’annulant en c.
C’est la fonction = — F(z) — F(c).

I.2. Intégrale sur un segment d’une fonction continue

I.2.a) Définition

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.

Soit F' une primitive de f sur I et soit (a,b) € I2.
(on ne suppose pas ici a < b)

o On appelle intégrale de a a b de la fonction f, et on note f; f(t) dt la quantité :

b
/ f) dt = [F(t) | = F(b) - Fla)
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I.3. Intégrale fonction de ses bornes

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Soit F': I — R une prmitive de F' sur I.
Soit ¢ € I.

. H I = z R est la primitive de f
La fonction .
T f(t) dt  sur I qui s’annule en c.
C

(Ainsi, pour tout x € I, H(z) = F(z) — F(c))

1) En particulier, la fonction H est de classe C! sur I et de dérivée f.

Ve eI, H(x)=F'(z) = f(x)

2) Si de plus u,v : J — I sont deux fonctions dérivables sur I'intervalle J, alors les
fonctions :

v(z) c v(x)
ny»—)/ f(t) dt, Hg:$»—>/ f(t) dt, Hg:xr—>/ f@t) dt
sont dérivables sur J. De plus, pour tout = € J :

Hi(z) =v'(z) f(v(z)), Hy(z)=—u'(z) f(u(z))

Hy(z) =0'(z) f(v(@)) — ' (z) f(u(z))

Démonstration.
Comme f est continue sur I, elle admet une primitive F' sur [.

1) Soit z € I. On a alors : H(x) :/x f@t)dt=[F(t) ]: = F(x) — F(c).

Ainsi H : x — F(x) — F(c) est la primitive de f sur I qui s’annule en c.
En particulier, la fonction H est dérivable sur I.
Sa dérivée f étant continue sur I, la fonction H est C! sur 1.

2) Soit x € J.

« Remarquons tout d’abord :

La fonction x — F(v(z)) est dérivable sur J car elle est la composée F o v ot :

x v est dérivable sur J.
De plus, v(J) C I.

x F, dérivable sur I.

Par la formule de dérivation d’une composée, on obtient :
(Fov)(z) = F'(v(x)) x v'(z) = f(v(z)) x v'(x)

et ainsi : Vo € J, Hi(z) =/'(z) f(v(z)).
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. De méme : /u 0= (WL, = PO~ Fua)

La fonction Hy : x +— F(c) — F(u(x)) est dérivable sur J (démonstration analogue) et :

Vo € J, Hy(x) = —F'(u()) x o' (2) = —/(2) f(u(x))

v(z)
. Enfin ;/ fO dt=[FO) " = Fu(x)) — F(u(z)).

(:E) u(z)
La fonction Hs : x — F(v(x)) — F(u(x)) est dérivable sur J et :

Ve e J, Hy(x) = F'(v(z)) xv'(z) — F'(u(z)) x v/(x)
= V() f(v(z)) — v (z) f(u(x)) =

Exercice
n(1+t2)
ol

On considére la fonction g : x — / dt.

Montrer que g est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.

Démonstration.

In(1 + t2)
o
(on détermine ici lintervalle de continuité de h indépendamment du reste de l’exercice)

Elle admet donc une primitive H de classe C' sur R.
(on précise toujours le caractére C1 dés le début de lezercice)

e Soit x € Ri. Par définition :

« La fonction A : ¢t — est continue sur R.

x2 n 2 22
ooy = [ P = )17 = 1) - -y

e et -VE

La fonction x — H(z?%) est dérivable sur R*. car elle est la composée H o v ot :
x x> x? est:
- dérivable sur R,
- telle que v(R%) C R
x H est dérivable sur R.
La fonction  — H(—+/x) est dérivable sur R’ car elle est la composée H o u ot :
x U:Xr— —/Test:
- dérivable sur R,
- telle que u(R%) C R
x H est dérivable sur R.

(dans une épreuve, on pourra se permettre de ne démontrer que la dérivabilité de Hov et de signaler
qu’on procéderait de méme pour H o)
On en déduit que la fonction g est dérivable sur R .

e Soit z € R%. On a:

J(x) = 2z H(x )—i-ﬁHl( Vz)

n .’134 n X
o N N

(la premiere ligne est simplement une illustration de la formule de dérivation d’une composée) [
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I.3.a) Calcul de primitives « a vue »

Primitives classiques.

Tout intervalle I tel

Fonction Une primitive
que :
T—=a ICR T axr+ A
x " ntl
(avec n € N) Fck an—kl—i_}\
x " atl
IcR™ — A
(avec « € R\ {—1}) < v a+1+
1
T — I C R z+— In(z) + A
x
1
T — ICR* x— In(—z) + A
x
x e’ IcR x e’ + A
x ax
ra ICR T + A

(aveca >0et a#1)

(ot X\ est un réel quelconque)

Remarque

Il ne faut pas confondre z® (avec a # —1) et a® (avec a > 0) :

a In(x)

x pour tout x > 0:z%=¢e .

z In(a)

x pour tout z € R:a” =e .

Fonction

Tout intervalle I tel
que :

Une primitive

z = /() (u(x))"

x 1 dérivable sur [

(u(z)"+

(avec n € N) l"—>n7+1+)\
T u'(m) (u(x))a x u dérivable sur I (u(;p))a‘H .
(avec a e R\ {—1}) | x u>0sur/ a:»—>a7+1+

x 1 dérivable sur [

x u ne s’annule pas
sur [

x — In(Ju(x)]) + A

x 1 dérivable sur [

x> @) 4\
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II. Extension de la notion d’intégrale

I1.1. Extension a des fonctions continues sur [a, +oo[ ou | — 00, b]

Soit (a,b) € R2.

« Soit f : [a,+00[— R une fonction continue sur [a, +00].

“+oo
x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en +oc.
a

“+oo
x On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente si la fonction :
a

[a,+oo] — R
T
x — / f(t) dat
a
admet une limite finie lorsque x tend vers +o0.

—+00
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

/:OO F(t) dt = Tlim / () dt

r—r-+00

+o0
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a

e Soit f:]— 00,b] — R une fonction continue sur | — oo, b].

b
x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en —oc.
—0o0

b
x On dit que I'intégrale impropre / f(t) dt est convergente si la fonction :
—00

] —o0,b] —

R
b
r e / () dt

admet une limite finie lorsque x tend vers —oo.

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
—00

' t)dt = lim ' t) dt
| twa = [ e

b
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.

—00
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« Soit f:]— 00, 4+00[— R une fonction continue sur | — oo, +00|.
+oo
x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre a la fois en —co et +o0.
—00
+oo
x On dit I'intégrale impropre / f(t) dt est convergente s'il existe ¢ € R tel que
—00

c +oo
/ f(t) dt et / f(t) dt sont toutes deux convergentes.
—0o0 C

(en pratique, on considére ¢ =0)

400
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :

—0o0

/m £t) dt = /oo £(t) dt + /;OO () dt

—00

(&
x Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € R, I'une des intégrales impropres / f(t) dt
—0oQ

+o0 +o0
ou / f(t) dt diverge, on dit que l'intégrale impropre / f(t) dt diverge.
(&

—00

(en pratique, considérer ¢ = 0 suffit a conclure)

+oo
METHODO | : étude de I'objet / f(t) dt ou f est continue sur [a, +oo.
a

1) On rappelle que f est continue sur [a, +00].

“+oo
Ainsi, I'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en +o00.
a

B
2) On introduit B € [a,+o00[ et on étudie si / f(t) dt, intégrale sur le segment [a, B, admet une
limite finie lorsque B — +o0. ¢

(comme f est continue sur [a,+oo|, f est aussi continue sur [a, B])
+oo
3) Si c’est le cas, on conclut que f(t) dt est convergente.

a
Dans le cas contraire, cette intégrale impropre est divergente.

Exemple

B —+o00 1
Etude de la nature de / — dt.
1

tVt

1
1) La fonction f :t — ——= est continue sur [1, +o0l.

tV/t

+oo
Ainsi, I'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en +00.
1
2) Soit B € [1,+o00].

B B _1
1 3 t2 1 1
— dt = t72 dt = =-2 | — = 2({—=-1)] — 2
/1 tV/t /1 [ -3 ] [\/Zl (\/B )Bﬁﬂo
1
+00 1
3) On en déduit que l'intégrale impropre / —— dt est convergente.

1

tVt
too 9
Deplus:/ — dt =2.
1

|
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I1.2. Extension a des fonctions continues sur [a,b] ou |a, ]

Soit (a,b) € R? avec a < b.

o Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b.

b
x On dit que l'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en b.
a

b
x On dit que I'intégrale impropre / f(t) dt est convergente si la fonction :
a

[a,b] — R
x
xr / f(t) dt
a
admet une limite finie lorsque x tend vers b.

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

z—b

/ab £(t) dt = lim / () dt

b
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a

o Soit f :]a,b] — R une fonction continue sur |a, b].

b
x On dit que l'objet / f(t) dt est une intégrale impropre en a.
a

b
x On dit que I'intégrale impropre / f(t) dt est convergente si la fonction :
a

la,b] — R
b
R / () dt

admet une limite finie lorsque x tend vers a.

b
Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

r—a

b b
/ F(t) dt = lim F(t) dt

b
x Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a
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e Soit f : ]a,b[— R une fonction continue sur |a, b[.
x On dit que 1'objet / f(t) dt est une intégrale impropre a la fois en a et b.
a
x On dit que U'intégrale impropre / f(t) dt est convergente s'il existe ¢ € R tel que
a

c b
/ f(t) dt et / f(t) dt sont toutes deux convergentes.
a C

(dans la pratique, on prend n’importe quel ¢ € |a, b|)

Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

/ab f(t) dt = / Ft) dt + /Cb £(t) dt

x Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € ]a, b[, 'une des intégrales impropres

/ f(t) dt ou / f(t) dt diverge, on dit que l'intégrale impropre / f(t) dt diverge.

(en pratique, considérer un seul élément ¢ € |a, b suffit pour conclure)

b
METHODQ | : étude de I'objet / f(t) dt ou f est continue sur [a, b[.
a

1) On rappelle que f est continue sur [a, b[.

Ainsi, I'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en b.
a

B
2) On introduit B € [a, b[ et on étudie si / f(t) dt, intégrale sur le segment [a, B], admet une limite
a

finie lorsque B — b.
(comme f est continue sur [a,b], f est aussi continue sur |a, B])
b
3) Si c’est le cas, on conclut que f(t) dt est convergente.

a
Dans le cas contraire, cette intégrale impropre est divergente.

Exemple

2
Etude de la nature de / L dt.
o t—2

est continue sur [0, 2[.

1) La fonction t — "

2
Ainsi, l'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en 2.
0
2) Soit B € [0,2].
B B
" = (w2

= [n@2-1)]
= In(2—- B) —In(2) 5,

2
1
3) L’intégrale impropre / — dt est donc divergente.
0 t—
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I1.3. Extension a des fonctions continues sur un intervalle quelconque

I1.3.a) Intervalle ouvert quelconque

Soilent —oo < a < b < +o0.

e Soit f: ] b[ — R une fonction continue sur a, b|.
x On dit que 'objet / f(t) dt est une intégrale impropre a la fois en a et b.
a
b
x On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente s'il existe ¢ € R tel que

/ f(t) dt et / f(t) dt sont toutes deux convergentes.

(dans la pratique, on prend nzmporte quel ¢ € a,b])

Si c’est le cas, la valeur de / f(t) dt est donnée par :
a

/: ft) dt = / Ft) dt + /Cb £(t) dt

x Dans le cas contraire, i.e. si, pour tout ¢ € ]a, b[, 'une des intégrales impropres

(&
/ f(t) dt ou / f(t) dt diverge, on dit que 'intégrale impropre / f(t) dt diverge.
a C a
(en pratique, considérer un seul élément c € la,b[ suffit)

Exemple
4

dt.
2Vt

- +m
Etude de la nature de /
0

o Vi
2Vt

Ainsi, l'intégrale / f(t) dt est impropre a la fois en 0 et en +oo.
0

1) La fonction f: tis S

est continue sur |0, +0o0[.

o Vi
2Vt

(i) La fonction f est continue sur |0, 1].
1

1
2) « Etudions la nature de I'intégrale / dt.
0
Ainsi, l'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en 0.
0
(ii) Soit A € 10, 1].
/ S _dt = —/ —e**[dt = — [e*‘/z} = —(efl—e*m) e VA -
A 24Vt A 24t 4 e A0 e

Vi
2Vt

1
(4i2) On en déduit que l'intégrale impropre / dt est convergente.
0

1 -Vt 1
Deplus:/ ¢ dt=1-——.
0o 2 e
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o Vi
2Vt

+oo
« Etudions maintenant la nature de 'intégrale / dt.
1

(i) La fonction f est continue sur [1, +o0].

“+o0o
Ainsi, l'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en +oco.
1

B i B
/1 (;\/fdt = —[e_‘/z}l

(ii) Soit B € [1,+o0].

_ —(e*\/g—e 1)
1 1
= —_— e_\/E — —
e B—+oco €
-Vt

—+00
e
(i%1) On en déduit que l'intégrale impropre / dt est convergente.
1

2Vt

too g Vi 1

De plus : dt = —.
P /1 2vi e

+oo
3) On en déduit que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente. De plus :
0
/+oo g - /1 U /+OO e
0 24/t o 2Vt 1 24/t

1 1
R
(S €

I1.3.b) Extension au cas des fonctions ayant un nombre fini de points de discontinuité
sur un intervalle [

Soient —oo < a < b < +oo.

Soit f une fonction ayant un nombre fini de points de discontinuité sur I'intervalle ]a, b]
(ou la, b], ou [a,b] ou [a,b]).

Autrement dit, il existe une subdivision ag = a < a1 < -+ < a, = b telle que f est
continue sur |a;, a;+1/.

b
e On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente si, pour tout i € [1,n], les
a

a;
intégrales impropres / f(t) dt sont convergentes.
a;—1

b
Si c’est le cas la valeur de / f(t) dt est donnée par :

a;

b n
/ foa = [ r

a;—1

10
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Un cadre idéal : le cas des fonctions continues par morceaux

« Une fonction f est dite continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision
apg=a<a <---<ap=> telle que, pour tout i € [0,n — 1] :

x f est continue sur |a;, a;j+1],
x f admet une limite & droite finie en a;,
x f admet une limite & gauche finie en a;41.
« On peut alors, pour tout intervalle ]a;, a;4+1[, considérer la fonction fz obtenue par

prolongement par continuité de f |4, 4, ,[ SUT [a;, @iy1].

b
o L’intégrale / f(t) dt apparait alors comme somme d’intégrales de fonctions continues
a

sur un segment, ce qui démontre la bonne définition d’un tel objet :

a;

b n 5
/ f(t) dt = ; fi(t) dt

@;—1

Représentation graphique.

ag =a ap a a3 =2»

III. Calcul des intégrales impropres convergentes

II1.1. Primitive & vue d’une intégrale impropre : un exemple

On renvoie aux tableaux de primitives usuelles.

II1.2. Intégration par parties

IT1.2.a) Intégration par parties d’une intégrale d’une fonction continue sur un segment

Soient u,v : I — R deux fonctions de classe C' sur un intervalle 1.
Soit (a,b) € I°.

b b
/ W (8) o(t) dt = [ut) o(t) | / u(t) o' (1) dt

b b
/ w(t) (1) dt = [ut) o(t) | / W (8) v(t) dt

11
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Démonstration.
Pour simplifier les écritures, on suppose a < b.

« La fonction u'v + uv’ I(;zst continue sur I comme somme et produits de deux fonctions continues sur
I. Ainsi, 'intégrale / (v'v 4+ uv')(t) dt est bien définie.
e Or, d’apreés la formulg de dérivation d’un produit :
(uv)" = vu'v + u’

On en déduit :

o Enfin, par linéarité de l'intégrale :
b b b
/ (u'v +w')(t) dt = / (W'v)(t) dt + / (wv')(t) dt

Remarque
Effectuer une IPP consiste donc a écrire la fonction dont on doit calculer I'intégrale comme un produit
de deux fonctions (u x v') :

« dont I'une sera dérivée (u ~ u'),

x et Pautre sera intégrée (v ~ v).

Exemple

2 5 2
/ In(t) dt = [ tIn(t) | —/ L dt = 21n(2) — 1
1 1

/2 tF In(t) dt— [t’““ln(t)r I th dt =
1 Eril

2 ) 2
. / (In(t))* dt = [ (In(t))* | - 2/ In(t) dt = ...
1 1

> () 1 A A A
o+ e

=" done...
Yrawe) Tt 1 O

! 3 12 1 2 t2 ' ! t2
./ t’e dt:f[te } —/ te' dt=...
0 2 0 0

A RETENIR

Il faut s’empresser de dériver la fonction In : en la dérivant, on tombe sur le calcul de la primitive d’une
fonction rationnelle.

Application : calcul d’une primitive de In

Soit = > 0.
Le calcul précédent fournit la primitive de la fonction In qui s’annule en 1.

/1ln(t)dt:[tln(t)]l—/1 1dt =zIn(x) — (x — 1)

12
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IT1.2.b) Intégration par parties d’une intégrale impropre

Exemple

“+o0o
Etude de la nature de I'intégrale impropre / — dt.
1

1
et
1) La fonction f : ¢+ e est continue sur [1, o0/

+oo
Ainsi, 'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en +oco.
1

2) Soit B € [1,+0o0].
On procéde alors par intégration par parties (IPP).

: un exemple

+00 +oo
3) On en déduit que 'intégrale impropre / f(t) dt est convergente. De plus : / f@t) dt = 1.
1 1

I11.3. Changement de variable

III.3.a) Changement de variable pour une intégrale d’une fonction continue

Soit f : I — R continue sur un intervalle I.

Soit ¢ une fonction de classe C* sur J = [, ] tq ¢([e, B]) C 1.

(a)

w(B) B
/' ﬂﬂﬁz/ (Fo)(t) ¢(t) dt
© o

Démonstration.

o La fonction f est continue sur 'intervalle I.
Elle admet donc une primitive F de classe C! sur I. Ainsi :

»(B) o(8)
/ fdt = [F&) T = Fe() - Fle(a)

(a) p(a)

= (Fop)(f)—(Fop)(a) =

« Par composée, la fonction F o ¢ est C! sur J. De plus :

(Fop)=Fopxy¢ =fopxy¢

e On en déduit :

B
[wowwﬁ:=/.h¢X¢®ﬁ

13
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Aspect pratique

a I'aide du changement de variable | u =e

2
« METHODO : calcul de / 7
I 1 et+1

u = e’ (donc t = In(u))

1 1
> du=c¢ dt et dt:—tdu:—du

e U
et=1= u=c¢el

et =2 = u=¢?

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + In(u) est de classe C! sur [e, e?].

1
En remplacant dt par — du et e’ par u, on obtient :
U

/2 dt /62 11

n = —du
1 et+1 o ut+lu
ce qui correspond au calcul précédent.

dt
t+24/1
u=+/t (donct=u?)

1
—Sdu=——=4dt et dt=2+vVtdu=2udu
2/t vt

et=1 = u=+y/1=1
et =2 = u=+2

Ce changement de variable est valide car ¢ : u +— u? est de classe C' sur [1,/2].

On obtient : /2 v
2 2 2
dt 1 1
/ = / 3 2u du = / —2u du
1 t+ 2Vt 1 urH4u 1 wm(u+1)

\/§+1>

a laide du changement de variable | u = v/t

2
o METHODO : calcul de /
1

— 2[l(u+1))]" —2111( 5

1

1

« METHODO : calcul de / dt en posant | u=+/1+¢t
— o Vitd P

u=+1+et (doncel=u?—1ett=In(u?-1))

t 2v1 t 2
= et dt=Y g =Y gy
2v1+ el el u?—1

et=0 = u=vV1+ed =2

et=1 = u=+v1+e

— du

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + In(u? — 1) est de classe C* sur [v/2,v/1+ ¢]. On
/\/l—l-e 1 2u

1
/ Lo
o V1+et

obtient : u.

NG wuZ —1

On termine ce calcul en remarquant que : — 1=
u? — u

14
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IT1.3.b) Changement de variable pour une intégrale impropre : un exemple

Exemple
dt

+oo
Etude de la nature de l'intégrale impropre / -
0 et +1

1
1) La fonction f : ¢+ Y est continue sur [0, +00].
e

+oo
Ainsi, I'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en +o00.
0

2) Soit B € [0, +o00[. Posons le changement de variable | u=e

u=-e' (donc t = In(u))

d d
> du=cetdt et dt:#:ﬁ
(] u

e Sit=0alorsu=e2=1

e Sit= B alors u = e?

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + In(u) est de classe C! sur [1,e”]. On obtient :

/B dt _/eB du _/eB LR T
o et+1  fi ww+1) S u u+1

¥y f du B o
- [ e = [In(ful) |}~ [In(lu+1)) ],

U u—+1

B

€
= In{—-— In(2) — In(2
n(eB—l-l)—‘rn()B%Jroo n()

eB B B

e (§
car m B;OO eiB =1et dOHC : ]n <eB<i»1> Bjoo ln(l) — 0

“+o0o
3) Ainsi, I'intégrale impropre / f(t) dt est convergente.
0
+oo
De plus : / f@t) dt =1n(2).
0

IT1.3.c) Changement de variable et parité dans le cas d’une intégrale impropre

Soit a € Ry U {400} et soit f: ] — a,a] — R continue sur | — a, al.
e Si f est paire :

a
1) f(t) dt est convergente < / f(t) dt est convergente.

—a

2) Dans ce cas : f dt—2/ flu

e Si f est impaire :

a a
1) f(t) dt est convergente < / f(t) dt est convergente.
0

—a

2) Dans ce cas : f(t) dt =

—a

15
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IV. Intégrales classiques

Soit o € R.

+o00
1) — dt est convergente << o >1
1 t

(intégrales de Riemann
impropres en +00)

De plus, si a > 1 alors / — dt = .
1 e a—1

+oo
2) / e~ dt est convergente < a >0
0

400 1
De plus, si a > 0 alors / e dt = —.
0 «

(il faut savoir retrouver ce résultat a l'aide d’une v.a.r. X telle que X — & (a))

Démonstration.

1
1) La fonction f : t — o est continue sur [1, +00].
+oo
Ainsi, lintégrale / f(t) dt est impropre seulement en +00.
1

Soit B € [1,400].

+00 1
Comme In(B) — 400, 'intégrale / — dt diverge.
B—+00 1 te

B B —at1 17 —a+1
1 = B 1
Sia#l:/ dt:/ 1% dt = =
1t 1 )

—a+1 —a+1 —a+l1

Enfin si —a 4+ 1 < 0 alors B~*t! — 0,
B—+oc0
et si—a+1>0alors B7*H — 4.
B—+o0

2) La fonction f : ¢+ e~ est continue sur [0, +oo[. Soit B € [0, +oo].

+o0
Comme B — 400, l'intégrale / e~ dt diverge.
0

B—+400

B —at 17 —aB —aB
1 1
Sioe;é(]:/ e_o‘tdt—[e ] _<e ) :
7777777 0 a ], o o o Q

—aB 0,
B—+oc0

— +00.
B—+oco OJ

Enfin si o > 0 alors e

et si a < 0 alors e~ 8

16
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Soit o € R.

L |
/ — dt est
) to & a<l

convergente

(critére de Riemann pour les intégrales impropres en 0)

17
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V. Le cas des fonctions continues positives

V.0. Rappel : théoréme de la limite monotone

On rappelle ici le théoréme de la limite monotone, résultat fondamental pour le reste de la section mais
trop souvent oublié car peu utilisé dans les sujets de concours.

Soit f une fonction monotone sur I = Ja,b[ (a < b).
(avec a € RU{—00} et b € RU {+0o0})

1) Sixzg € I : f admet une limite finie & gauche et a droite en xg.

inf f(x) sif est minorée
a) si f est croissante, | lim f(z) = oel
v —00 sinon

sup f(x) si f est majorée
b) si f est décroissante, | lim f(x) = zel
Tr—a

400 sinon

3) Sizy=">: f admet une limite dans R U {—o0,+00} en xy.

sup f(z) si f est majorée

a) si f est croissante, lin}7 f(z) = z€l
o +00 sinon

ing f(x) si f est minorée
b) si f est décroissante, | lim f(z) =4 °€
vb —00 sinon

En résumé :

x si une fonction f est monotone sur un intervalle I, elle admet des limites & gauche et a droite de
tout point intérieur & 'intervalle I.

x les limites & gauche et & droite en un point ne sont pas forcément égales.

« les limites ne sont pas forcément finies. C’est ’hypothése de majoration / minoration (suivant les
cas) qui permet de conclure quant au caractére fini ou non.

Représentation graphique.

La fonction f représentée & gauche est croissante sur
Ja,b[. D’aprés le théoréme précédente, elle admet donc
des limites & gauche et & droite en en tout point inté-
rieur a |a, bl.

o La limite a gauche en a; est finie car f est croissante

—_— et majorée sur |a, ay|.
// X | o La limite a droite en a est finie car f est croissante et
} ! ! ! minorée sur |a, as|.

« La limite (& gauche) en b est infinie car f est croissante
et non majorée sur |ag, b[.

18
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V.1. Critére de convergence d’une intégrale généralisée d’une fonction continue
positive

V.1l.a) Cas d’un intégrale impropre en b

Solent a < b < +oo et f: [a,b[— R une fonction continue sur [a, b[.
xr

Notons F : z +— / f@) dt.
a

Supposons : Vz € [a,b], f(z) > 0.

0) La fonction F' est croissante.

b
1) / f(t) dt est convergente < I est majorée
a

2)  Si F est non majorée, lim F(x) = +o0.
z—b

V.1.b) Cas d’une intégrale impropre en a

Soient —oo < a < b et f: ]a,b] — R une fonction continue sur Ja, b].

b
Notons G : z — / f(t) dt.

Supposons : Vz € Ja,b], f(x) > 0.

0) La fonction G est décroissante.

b
1) / f(t) dt est convergente << G est majorée
a

2)  Si G est non majorée, lim G(x) = +o0.
r—ra

Démonstration.

« La fonction f étant continue sur |a, b, elle admet une primitive F' sur ]a, b].
Alors, pour tout x €]a, b :

b

b
| 1w dt=1F@) =F0) - F
La fonction F est de classe C! sur ]a,b] et :
Vz € [a,b], G'(z) = —F'(z) = —f(z) <0

Ainsi, G est décroissante sur |a, b].

« En vertu du théoréme de la limite monotone, G admet donc une limite éventuellement infinie (&
droite) en a. De plus :

x cette limite est finie si G est majorée.
(oui, la condition est bien G majorée et pas minorée!)

x cette limite est +00 si G non majorée. ]
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V.2. Reégles de comparaison

V.2.a) Comparaison par inégalité

Soient a < b < 400 (resp. —oo < a < b).
Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b[ (resp. |a, b]).
Supposons : Vt € [a,b[, 0 < f(t) < g(t).

1) Alorson a:

b b
a. / g(t) dt est convergente = / f(t) dt est convergente
a a

b b
b. / f(t) dt est divergente = / g(t) dt est divergente
a a

2) De plus, dans le cas de la convergence, on a :

0 < /ab £ dt < /ab o(t) dt

V.2.b) Comparaison par négligeabilité

Soient a < b < 400 (resp. —oo < a < b).
Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions :
x continues sur [a, b[ (resp. ]a, b]).

x positives sur [a, b (resp. ]a, b]).

Supposons de plus < (1) = o (g(t)) (xesp. [(t) = o (4()).

b b
a. / g(t) dt est convergente = / f(t) dt est convergente
a a

b b
b. / f(t) dt est divergente = / g(t) dt est divergente
a a

V.2.c) Comparaison par équivalence

Soient a < b < 400 (resp. —o0o < a < b).
Soient f,g : [a,b[— R deux fonctions :

x continues sur [a, b[ (resp. ]a,b]).

x positives sur [a, b] (resp. |a, b]).

Supposons de plus : f(t) e g(t) (resp. f(t) -~ g(t)).

—a

b b
Alors / f(t) dt et / g(t) dt sont de méme nature.
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Exemple
+oo —t
o METHODO : étude de la nature de / - dt.
1
ot
1) La fonction f : ¢+ e est continue sur [1, +00[.

+oo
Ainsi, l'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en +oo.
1

2) On a:
et

2 < et

x Vt € [l,+o0[, 0 <
“+o0o
x L’intégrale impropre / el dt est convergente.
1

Ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
—t

+0o0
I'intégrale impropre / w7 dt est convergente.
1
+00 5
« METHODO : étude de la nature de / e ¥ dt.
0

1) La fonction f : ¢ — e~ est continue sur [0, +ocol.

+o00
Ainsi, Uintégrale / f(t) dt est impropre seulement en +oco.
0

2) On a:
« Vte[0,+o0f, e =0 et et=0
«e = o (e7)

t——+oo

+00
x L’intégrale impropre / et dt est convergente.
0

Ainsi, par le théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

“+o0o
I'intégrale impropre / et dt est convergente.
0

“+o0
« METHODO : étude de la nature de / —— dt.
2 In(t)

1) La fonction f : t — est continue sur [2, +oo].

1
In(t)

+o00
Ainsi, Uintégrale / f(t) dt est impropre seulement en +oco.
2

2) On a:
CVEE2 400 120 et >0
t In(t)
1 1 1 1
x 2=, 0 <ln(t)> (comprendre que ™G est grand devant ;)

+00
x L’intégrale impropre / n dt est divergente en tant qu’intégrale de Riemann, impropre en
2

400, d’exposant 1 % 1.

Ainsi, par le théoréme de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+o00 1
I'intégrale impropre / —— dt est divergente.
2

In(t)
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1 —t
« METHODO : étude de la nature de / w dt.
0

—t
e
1) La fonction f : t — ¥l est continue sur |0, 1].

1
Ainsi, l'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en 0.
0
2) On a:
1
V10, 5 >0

et 1
X —5 N~ =
t2 t—0 t2

1

x L’intégrale impropre 2 dt est une intégrale de Riemann impropre en 0 d’exposant 2
0
(2 £ 1). Elle est donc divergente.

Ainsi, par le théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

“+o0o
I'intégrale impropre / et dt est divergente.
0

V.3. Critére de convergence d’une intégrale généralisée d’une fonction continue
négative
« Sila fonction f considérée est continue et négative sur [a, b] (resp. |a,b], resp. ]a,b[), on se rameéne
aux cas précédents en considérant la fonction —f qui est positive sur cet intervalle.

o En réalité, les théorémes précédents auraient pu étre énoncés dans le cas de fonctions continues néga-
tives. La bonne hypothése est donc celle de fonction continue et de signe constant sur l'intervalle
considéré.

V.4. Critére de convergence d’une intégrale généralisée d’une fonction continue de
signe quelconque

V.4.a) Notion convergence absolue

Soient a < b < 400 (resp. —0o0 < a < b, resp. —00 < a < b < +00).
Soient f : [a,b[— R continue sur [a, b[ (resp. ]a, b], resp. ]a, b[).

b
o On dit que l'intégrale impropre / f(t) dt est absolument convergente si
a

b
I'intégrale impropre / | f(t) | dt est convergente.
a

b
/ f(t) dt est absolument

b
= / f(t) dt est convergente
convergente a

b
« Dans le cas ou l'intégrale impropre / f(t) dt est absolument convergente, on a :
a

]/ab i < [ 1o a

(inégalité triangulaire)
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VI. Comparaison séries / intégrales

On considére une fonction f : [0, +0o] — R continue sur [0, +o0].

On suppose de plus que f est décroissante sur [0, +oo[. Alors :

k
1) Vke N, | f(k) < £t dt < flk—1)
k—1

2) On en déduit, par sommation :

VneN' | 8- f0)= 3 10 < [ @ d < 3 fe-1)= S0y
k=1 0 k=1

(prudence lors de la sommation : pour quels entiers k peut-on sommer ?)

3) Si, de plus, f est positive, on a :

+o0
La série Y f(n) est convergente < L’intégrale impropre / f(t) dt est convergente
0

+oo
(la série Y f(n) et lintégrale impropre / f(t) dt sont de méme nature)
0

Démonstration.
1) Soit k € N*.

e Soit t € [k —1,k].
Comme k—1 < t < k

(par décroissance de la

alors f(k - 1) Z f(t) 2 f(k) fonction f sur [07 +OO[)

« La fonction f est continue sur le segment [k — 1, k].
k

On en déduit que I'intégrale f(t) dt est bien définie.
k-1
De plus, par croissance de I'intégration, les bornes étant dans l'ordre croissant (kK — 1 < k) :

k k k
Flh—1)dt > F0) dt > Flk) dt
k—1 k—1 k—1
(k— (k— 1)) fE—1) (k— (k1)) £}
when, f) < [ @ dt < fh—1)
k—1

2) Soit n € N*. On obtient, par sommation des inégalités précédentes :

n

n n k
S fk) < z/ fOd < S fk—1)
k=1 k=1 k—1

k=1
I
" (d’apres la
0 1(t) dt relation de Chasles)
n n n—1
Enfin : kz;l f(k)=S,—f(0) et kzl flk—=1)= k:zjo f(k) = Sn_1.
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VII. Propriétés des intégrales impropres

VII.1. Relation de Chasles

Soient a < b < 400 (resp. —oo < a < b).
Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b[ (resp. ]a, b]).

b
Supposons de plus que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente.
a

Soit ¢ € [a, b[. Alors on a :

b
a) L’intégrale impropre / f(t) dt est convergente.

b) De plus, on a : /b f(t) dt = /C f(t) dt + /b f(t) dt

Démonstration.

1) La fonction f est continue sur [a, b].
b
Ainsi, I'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en b.
a

2) Soient B € [a,b] et ¢ € [a,b[. D’aprés la relation de Chasles sur un segment :

/aB £ di = / ) dt + /CB () dt

et donc /CB ft)dt = /aB ft) dt — /ac f(t) dt

Or :

c
x l'intégrale / f(t) dt est bien définie car f est continue sur le segment |[a, c|.
a

Cette intégrale est donc un réel indépendant de B. Ainsi : / f@) dt B—Z/ f(t) dt.
a -+ a

b
x par hypothése, l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente.
a

B
Donc la quantité / f(t) dt admet une limite finie lorsque B — b.
a

B
3) Ainsi, / f(t) dt admet aussi une limite finie lorsque B — b et, par passage a la limite :
C

/: f(t)dtZ/ab fo e~ [ 5o a -
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VII.2. Linéarité de l’intégration

Soient a < b < 400 (resp. —oo < a < b).
Soit f, g : [a,b] — R continues sur [a, b] (resp. ]a, b]).

b b
Supposons que les intégrales impropres / f(t) dt et / g(t) dt sont
a a

convergentes.

b
a) / (A f+ - g)(t) dt est convergente.

b b b
b) De plus : /()\-f+,u-g)(t)dt:)\/ f(t)dt+u/ o(t) dt

Démonstration.

1) La fonction f est continue sur [a, b].
Ainsi, I'intégrale / f(t) dt est impropre seulement en b.
a

2) Soit B € [a,b]. Par linéarité de l'intégration sur un segment :

/GB(/\ f+p-g)t /f dt+u/ g(t) dt

b b B
Les intégrales / f(t) dtet / g(t) dt sont convergentes donc / f(t) dtet / g(t) dt admettent
a a a a

B
chacune une limite finie lorsque B — b. On en déduit que / (A f+p-9)(t) dt admet une limite

finie lorsque B — b.
3) Par passage a la limite dans ’égalité précédente, on obtient :

/ab(A f+u-g)t /f dt+u/ g(t) dt -

VI1I1.3. Techniques de majoration, minoration

VIIL.3.a) Positivité

Soient a < b < 400 (resp. —oo < a < b).
Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b] (resp. |a, b]).

b
Supposons que l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente.
a

Et supposons enfin : V¢ € [a,b], f(t) = 0.

a) Les bornes d’intégration étant dans l'ordre croissant : / ft)ydt > 0

b
b) | f > Osura,b = / f(t)dt > 0

. f =
c) /a = f=0sur[a,b]

« f continue et positive sur [a, ]
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VII.3.b) Croissance de l’intégration

Soient a < b < 400 (resp. —oo < a < b).
Soit f : [a,b[ — R continue sur [a, b] (resp. |a, b]).

b b
Supposons que les intégrales / f(t) dt et / g(t) dt sont convergentes.
a a

Et supposons enfin : V¢ € [a,b], f(t) < g(t).

Les bornes d’intégration étant dans l'ordre croissant :

/ab f(t) dt < /ab g(t) dt

Démonstration.
La fonction g — f est :

x continue sur [a, b,

x vérifie : Vt € [a,b], (g — f)(t) =
b b
L’intégrale impropre / (g — f)(t) dt est convergente car / f(t) dt et / g(t) dt le sont.

Par croissance de 'intégration, les bornes d’intégration étant dans ’ordre croissant (b > a) :

b
/ (- (1) dt >0

b b b
Enfin, par linéarité de l'intégration : / (g— f)t) dt = / g(t) dt / f(t) dt. O

VIIL.3.c) Inégalité de la moyenne (pour une intégrale sur un segment)

Soit (a,b) € R? tel que a < b (pas de borne infinie pour ce résultat).
Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b].

Les bornes d’intégration étant dans l'ordre croissant :

b
(b—a) min (f(t) < / f&)dt < (b—a) max (f(1))

t€(a,b] t€la,b]

Démonstration.
La fonction f est continue sur le segment [a, b]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes.
Ainsi, Irfirll)} (f(t)) et m[a%] (f(t)) existent bien. Soit ¢ € [a,b]. On a :

te t

) )

min (F() < £(t) < max (/1)

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (b > a), on obtient :

b b b
min (f(¢)) dt < / fit)ydt < max (f(t)) dt

a t€lat] a t€at]
b
ainsi (b—a) min (f(1) < / F)dt < (b—a) max (F(1)) -
te[a,b] a t€fa,b]
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Informations concernant cette semaine de colles

Questions de cours

Cette semaine, les questions de cours sont les suivantes :

théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives : étude d’un
exemple donné par le colleur.
primitives & vue : les 3 formules (la 1°'® n’est qu'un cas particulier de la 2°™¢) de la page 4.

Un éléve qui ne connait pas ces 3 formules est exclu de colle et invité & aller apprendre son cours.

caractéristiques des lois a densité usuelles (densité, fonction de répartition, espérance, variance et
moment d’ordre 2).

La colle commence par la détermination de la nature d’une intégrale généralisée a 1’aide d’un critére
de comparaison et la demande des caractéristiques d’une loi & densité usuelle.

Exercices types

Les compétences attendues sur le chapitre intégration sont les suivantes :

savoir étudier une intégrale fonction de ses bornes.

savoir calculer une intégrale d’'une fonction continue par un segment :
x par primitive a vue,

x par intégration par parties,

x par changement de variable.

savoir utiliser ces méthodes pour I'étude d’intégrales généralisées.

étude de suites d’intégrales (impropres). Si ’énoncé introduit une suite (I,), il faut savoir distinguer
les questions :

x démontrer que (I'intégrale impropre) I, est convergente.

x démontrer que (la suite) (I,) est convergente.
(savoir traiter ce genre de questions)

savoir démontrer qu'une intégrale est convergente par utilisation d’un théoréme de comparaison
(dans le cas ou l'intégrande f est positive).

savoir utiliser la convergence absolue dans le cas ou 'intégrande f n’est pas de signe constant.
savoir redémontrer le résultat de comparaison séries / intégrales dans un exercice.

savoir encadrer une intégrale en commencant par encadrer son intégrande sur 'intervalle d’intégra-
tion.
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