ECE2-B 2021-2022

Colles

semaine 10 : 15 novembre - 20 novembre

I. Questions de cours

Exercice 1
Soient E et F' des espaces vectoriels.
Soit u € Z(F, F) un isomorphisme.

Que peut-on dire de ! .

Exercice 2
La loi géométrique est sans mémoire. Enoncé et démonstration.

Exercice 3
Soient E et F' des espaces vectoriels.
Soit f € Z(E,F).
a) Démontrer que Ker(f) est un espace vectoriel.

b) Démontrer que Im(f) est un espace vectoriel.

Exercice 4

Si X — G (p) alors E(X) ::Z:OZP([X > k]).

II. Autres exercices

Exercice 5

Trois personnes a1, as, asz entrent & 'instant 0 dans un bureau de poste qui ne comporte que deux
guichets. Les personnes a; et as peuvent étre servies immédiatement alors que az doit attendre
qu’un guichet soit libéré pour étre servie. On supposera que le temps est mesuré par des nombres
entiers avec une unité fixée.

Soit p € ]0,1[. On suppose que pour i € {1,2,3} le temps de service de la personne a; est une
variable aléatoire X; dont la loi est donnée par :

Vi eN, P(X; =k]) = (1—p) p"

On suppose que les variables aléatoires X1, Xo et X3 sont indépendantes.
On désigne par Y linstant de premiére sortie (celle de a; ou ag) qui est aussi l'instant ou as
commence a se faire servir. Enfin, Z désigne I'instant de sortie de as.

1. Exprimer I’événement [Y > k| a 'aide des variables aléatoires X; et Xo.
Calculer pour tout entier k > 0, le nombre P([Y" > k]). Déterminer alors la loi de Y.

2. Exprimer Z en fonction de Y et X3. Déterminer la loi de Z.

3. Calculer le temps moyen passé par as a la poste.




ECE2-B 2021-2022

Exercice 6

On considére une suite infinie de lancers d’une piéce équilibrée. Pour tout entier naturel non nul
n, on désigne par P, I’événement « Pile apparait au n®™® lancer » et par F), I'’événement « Face
apparait au n°™¢ lancer ».

Soit Y la v.a.r. désignant le rang du lancer ou, pour la premiére fois, apparait un Face précédé
d’au moins deux Pile si cette configuration apparait, et prenant la valeur 0 si cette configuration
n’apparait jamais.

On suppose que 'expérience est modélisée par un espace probabilisé (€, o7, P).

On pose ¢; = ¢ = 0 et pour tout n > 3, ¢, = P([Y = n]). On note également :

n
Yn>=3, B,=PFP, sNP, 1NF, et U,= U B;
i=3
On pose enfin u; = ug = 0 et pour tout n > 3, u,, = P(Uy,).
1. Montrer que la suite (uy,)n>3 est monotone et convergente.
2. a) Pour tout n > 3, calculer P(B,,).

b) Montrer que, pour tout n > 3, les événements B,, Bpi1 et B,io sont deux a deux
incompatibles.

¢) Calculer les valeurs de us, ug et us.
3. Dans cette question, on suppose n > 5.

a) Comparer les événements U, N By,11 et U,_2NBy4+1. Préciser leurs probabilités respectives.

1
b) Montrer que pour tout 7 = 3, Upy1 = Up + g(l — Up—2).

¢) Déterminer la limite de la suite (uy,).
d) Calculer P([Y = 0]).
4. Pour tout n € N*, on pose v, =1 — uy.

a) Trouver (3,7) € R? tels que pour tout n € N*, v, = Bv,12 + YUni3.

“+o00
b) Montrer que la série de terme général v, est convergente et calculer Y vy,
n=0

Exercice 7

Un canal de transmission transmet des bits avec erreur selon le modéle suivant : il transmet
fidelement un bit avec probabilité p et de fagon erronée avec probabilité 1 — p avec p € [0, 1].
On considére n canaux en série, et que chaque canal fonctionne indépendamment des autres. On
note X, le bit recu en sortie du k™€ canal et X le bit & l’entrée du premier canal.

On désire calculer la probabilité qu’au bout des n canaux, le signal reste inchangé.

1. Que vaut Py, —o)([Xg41 = 1]) et Py =1 ([Xp+1 = 1)) ?

_ (P([Xn =1]) _(p 1-p
2. Posons 4,, = (]P’([Xn ) et M = 1—p € M>(R).
Montrer que A,+1 = M A,,.

3. On admet que M = P71DP ou P et D sont deux matrices de .#5(R) définies par :

11 10
P_<—1 1) ot D‘(o 2p—1>

En déduire la probabilité qu’un bit soit fidélement transmis au bout de n canaux.
Que dire & la limite ?
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Exercice 8

On considére un dé a 6 faces, que ’on lance une infinité de fois. Une face est rouge et les 5 autres
faces sont bleues. On écrit sous forme d’une suite les résultats successifs obtenus, par exemple
BRRBBBRRRBRBRRR... (B signifiant bleu et R rouge).

On s’intéresse a la premiére série de nombres obtenus, c’est-a-dire la premiére série constituée
uniquement de B si on obtient un B au premier lancer, ou la premiére série constituée uniquement
de R si on obtient un R au premier lancer.

Par exemple :

1. BBBRBR... : la premiére série est BBB.
2. RBRBBBRBB... : la premiére série est réduite a R.
3. RRRRRRRRRBR... : la premiére série est RRRRRRRR.

On appelle X la variable aléatoire correspondant a la longueur de la premiére série.
Déterminer la loi de X et ’espérance de X.

Exercice 9
N désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. Un joueur lance une piéce équilibrée indéfini-
ment. On note Xy la variable aléatoire réelle discréte égale au nombre de fois oi1, au cours des
N premiers lancers, deux résultats successifs ont été différents. On peut appeler Xy le « nombre
de changements » au cours de N premiers lancers.
Par exemple, si les N =9 premiers lancers ont donné successivement :
Pile, Pile, Face, Pile, Face, Face, Face, Pile, Pile, alors la variable Xg aura pris la valeur 4 (quatre
changements aux 3°me 4%me 5eme of Qme Jancers),
1. Justifier que Xy () = [0, N —1].
2. Déterminer la loi de Xo, ainsi que son espérance. Déterminer la loi de Xj.

1\ N-1 Ny
3. Montrer : P([Xy = 0]) = <2> et P([Xy=1])=2(N-1) <2> .

1

4. a) Justifier que pour tout entier k € [0, N — 1], Pix—4([Xn1 = k]) = 7

b) En déduire que pour tout entier k € [0, N —1] :
P([Xn+1 = Xn =0]N[Xy = k]) = SP([Xn = k])
¢) En sommant cette relation pour k variant de 0 & N — 1, montrer :

P([Xnon — Xy =0)) = 5

1
d) Montrer que la variable X1 — X suit une loi de Bernoulli de paramétre 3

1
En déduire la relation E(Xn41) = 5 + E(Xx), puis donner E(Xy) en fonction de N.

5. a) Montrer grace aux résultats 4.b) et 4.c) que les variables Xy4+1 — Xn et X sont indé-
pendantes.

1
b) En déduire par récurrence sur N que X suit une loi binomiale B (N -1, 2).

En déduire la variance V(Xy).
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Exercice 10

Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On effectue des tirages successifs d’un jeton avec
remise. X est la v.a.r. égale au rang du premier tirage qui améne, pour la premiére fois, un jeton
différent des jetons tirés précédemment.

Pour tout ¢ € [1,n], on note A; : « le jeton numéro i est obtenu au premier tirage ».

1. Pour tout i € [1,n], calculer Py, ([X =k]).
2. En appliquant la formule des probabilités totales, déterminer la loi de X.

3. Déterminer la loi de Y = X — 1. La reconnaitre et en déduire sans calculs E(X) et V(X).

Exercice 11

1. On effectue une succession (infinie) de lancers d'un dé équilibré.
On note X le rang du premier 1 obtenu.
a) Rappeler la loi de X, son espérance et sa variance.
b) Calculer P([X < k]) puis P([X > k]) pour tout k € N*.

2. On effectue une succession (infinie) de lancers d'un dé a 6 faces équilibré.
On note Y,, le rang d’apparition du n°™¢ 1 obtenu.
Pour tout M € N*, on note également C); la variable aléatoire égale au nombre de 1 obtenus
au cours des M premiers lancers.
a) Déterminer la loi de C)y.

b) Soit k > n, exprimer l'événement [Y,, = k] a l'aide de la variable aléatoire Cj_1 et de
Iévénement Ay : « obtenir la face 1 au k™€ lancer ».

¢) En déduire la loi de Y,,.

Exercice 12

1. On considére une v.a.r. X telle que : X < P(\).
Déterminer I'espérance de la v.a.r. Y = (—1)%.

2. On considére une v.a.r. X telle que : X < B(n, 1).

1
Déterminer 'espérance de la v.a.r. Y = ———.
X+1

Exercice 13

1. On effectue une succession (infinie) de lancers d’un dé équilibré. On note X le rang du premier
1 obtenu.

a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
b) Calculer P([X < k|) puis P([X > k|) pour tout k € N*.

2. On effectue une succession (infinie) de lancers d'un dé & 6 faces équilibré.
On note Y,, le rang d’apparition du n®™® 1 obtenu.
On note également C); la variable aléatoire égale au nombre de 1 obtenus au cours des M
premiers lancers.

a) Déterminer la loi de Cyy.

b) Soit k > n, exprimer l'événement [Y,, = k] a l'aide de la variable aléatoire Cj_1 et de
Iévénement Ay, : « obtenir la face 1 au k™ lancer ».

¢) En déduire la loi de Y,,.
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Exercice 14

Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On effectue des tirages successifs d’un jeton avec
remise. X est la v.a.r. égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir pour la premiére fois
deux numéros distincts.

On note A; : «le jeton numéro i est obtenu au premier tirage ».

1. Calculer Py, ([X = k).
2. En appliquant la formule des probabilités totales, déterminer la loi de X.

3. Déterminer la loi de Y = X — 1. La reconnaitre et en déduire sans calculs E(X) et V(X).

Exercice 15

Soit p un réel appartenant a l'intervalle ouvert ]0; 1[. On note ¢ =1 — p.

On dispose dans tout I'exercice d’'une méme piéce dont la probabilité d’obtenir PILE vaut p.
On procéde a I'expérience consistant en succession illimitée de lancers de la piéce. On note :

x pour tout entier naturel non nul n, X,, la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus
lors des n premiers lancers de la piéce;

x pour tout entier naturel non nul j, F; : « La piéce donne FACE lors du j-iéme lancer » ;
x Y la v.a.r. égale au nombre de FACE obtenus avant ’apparition du second PILE.

Par exemple, si les lancers ont donné dans cet ordre :
FACE, PILE, FACE, FACE, FACE, PILE

alors Y prend la valeur 4.
1. Soit m un entier naturel non nul.

a) Donner la loi de X,,.

b) Préciser la valeur de son espérance E(X,,) et de sa variance V(X,,).
2. Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire Y.

3. Donner les valeurs des probabilités :

4. Soit n un entier naturel. Comparer les événements :

[Y=n] et [Xpt1=1NF,12
5. Prouver :

VneN, P([Y =n]) = (n+ 1)p*"
6. Vérifier par le calcul :

+oo
SRy =n) =1

7. Démontrer que la variable aléatoire Y posséde une espérance E(Y') et donner sa valeur.

8. Soit k € N*. On note Yj la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus avant
I'apparition du k®™¢ PILE. En particulier, on a Y5 =Y.
En généralisant la méthode utilisée dans les questions précédentes, déterminer la loi de Y.
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Exercice 16
Toutes les v.a.r. de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, o7, P).

Soit (U;)ien une suite de v.a.r. mutuellement indépendantes suivant chacune une loi de Bernoulli
de parameétre p € |0,1][.

Soit N une v.a.r. a valeurs dans N indépendante des U; et X et Y les v.a.r. définies par :

N(w)
Ywe Q, X(w)= > Ui(w) et Y=N-X
i=1

kE+1

1. Vérifier que pour tout (¢, k) € N2, P([X = k]N[Y ={]) = < N

> pP(A-p)'P([N =k+1]).
2. On suppose que N suit la loi de Poisson de paramétre A > 0.

a) Déterminer la loi de X.

b) Montrer que les v.a.r. X et Y sont indépendantes.

3. On suppose que X et Y sont indépendantes et que N prend ses valeurs dans N.
On suppose également : Vk e N, P([X =k]) #0 et VLeN,P([Y =¢])#0.

a) Vérifier que pour tout (k, /) € N? :
(o4 1) B((X = K+ 1)B([Y =) (1—p) = (¢41) B(IX = K)P([¥ = £+ 1]) p

b) En déduire la loi suivie par X puis celle suivie par Y.

¢) Justifier que IV suit une loi de Poisson. Préciser son paramétre.

Exercice 17
Une piéce truquée donne Pile avec la probabilité p €0, 1] et Face avec la probabilité ¢ = 1 — p.
On propose I'expérience suivante pour « rééquilibrer » la piéce.
o L’expérience est constituée d’une suite de parties consécutives.
« Chaque partie consiste a lancer la piéce deuz fois de suite.

x Si a lissue d’une partie on obtient deux fois le méme résultat (2 Pile ou 2 Face), on refait
une partie;

x Si & l'issue d’une partie on obtient deux résultats différents, alors on arréte 'expérience et
on rend le résultat du dernier lancer.

o L’expérience est modélisée a I’aide d’un espace probabilisé (02, o, P).

Soit T la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour que l'expérience se
termine.

1. Ecrire un script Scilab qui simule la variable aléatoire T
2. Donner ’ensemble des valeurs prises par T'. En déduire IP( [T = 2k + 1] ) pour k € N.

3. a) Calculer P( [T = 2k]), pour k € N (on pourra s’intéresser a 'événement 4 = [X; = Xy,
oll X et X5 sont les v.a.r. donnant respectivement le résultat du 1°¥ et du 2°™€ lancer.

b) En déduire que l'expérience se termine presque siirement.
c¢) Calculer I'espérance de T

4. Soit R la variable aléatoire donnant le résultat de I’expérience. Donner la loi de R.
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Exercice 18

Dans cet exercice, p désigne un réel de |0; 1[ et on note g = 1 — p.

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P),
indépendantes et suivant toutes deux la méme loi géométrique de paramétre p.

1. On pose Z = min(X,Y) et on admet que Z est une variable aléatoire, elle aussi définie sur
I’espace probabilisé (92, A, P).

a) Démontrer, pour tout entier naturel k : [Z > k| =[X > k| N[Y > k.
b) Pour tout entier naturel k, calculer P([Z > k]).
¢) En déduire que Z suit une loi géométrique.

2. On définit la variable aléatoire T' de la fagon suivante :

X
Pour tout w de € tel que X (w) est un entier naturel pair, on pose T(w) = , et, pour
14+ X(w)

tout w de € tel que X (w) est un entier naturel impair, on pose T(w) =
On admet que T est une variable aléatoire, elle aussi définie sur (€2, A, P).
a) Montrer que T prend des valeurs entiéres non nulles.

b) Réciproquement, justifier que tout entier naturel & non nul est élément de T'(2) et en
déduire que T'(2) = N*.

¢) Exprimer I’événement [T' = k] en fonction de certains événements [X = i] puis montrer
que T suit la méme loi que Z.

Exercice 19

Deux joueurs A et B s’affrontent dans un jeu de la maniére suivante :

A joue le premier et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 5, A gagne.

Le jeu cesse alors.

Sinon, B joue & son tour et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 7, B gagne.
Le jeu cesse alors.

Sinon, le tour revient & A et on poursuit comme ci-dessus jusqu’a ce que A ou B ait gagné.

1. a) Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit égale
ab.

b) Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit égale
ar.

2. a) Déterminer la probabilité pour que A gagne au (2n + 1)°™° jet des deux dés (n

)

= 0).
b) Déterminer la probabilité pour que B gagne au (2n + 2)°™¢ jet des deux dés (n > 0).
3. En déduire les probabilités a et b pour que A et B gagnent le jeu.

4. Soit N la variable aléatoire égale au nombre de jets de deux dés pour que le jeu s’arréte.
Montrer que N admet une espérance et la déterminer.
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Exercice 20

On considére une urne contenant n + 1 boules numérotées de 0 a n.

On y effectue une suite de tirages d’une boule & la fois avec remise.

On définit la suite de variables aléatoires (Xj)ren+ de la maniére suivante :

x X1 est la variable aléatoire certaine égale a 1;

x pour p > 2, X, prend la valeur 1 si le numéro obtenu au p®™® tirage n’a pas déja été obtenu
au cours des tirages précédents et X, prend la valeur 0 dans le cas contraire.

1) Déterminer la loi de Xj.

—1
2) Montrer que X, suit la loi de Bernoulli de parametre ( :L_ 1)p .
n
3) a. Montrer que :
] ) _ _ B (n _ 1)i—1nj—i
Vi<j, P([X; =1]N[X; =1]) = NCESVEE
b. En déduire la loi du produit X;X;.

4) Soit N > 2. On note Zy la variable aléatoire égale au nombre de numéros distincts obtenus
au cours des N premiers tirages. Exprimer Zy en fonction de X, et en déduire son espérance.

Exercice 21

Soit n un entier naturel tel que n > 2. On dispose d’un paquet de n cartes C1, Cy, ..., Cy
que l'on distribue intégralement, les unes aprés les autres entre n joueurs Ji, Jo, ..., J, selon le
protocole suivant :

x la premiére carte C7 est donnée & Ji ;
x la deuxiéme carte Cs est donnée de fagon équiprobable entre Ji et Ja ;
x la troisiéme carte C3 est donnée de fagon équiprobable entre Jq, Jo et J3;

x et ainsi de suite, jusqu’a la derniére carte C}, qui est donc distribuée de fagon équiprobable
entre les joueurs Ji, ..., Jy.

On suppose Iexpérience modélisée sur un espace probabilisé (2, &7, P).

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de joueurs qui n’ont regu aucune carte a la fin

de la distribution.

1. Déterminer X,,(Q2) et calculer P([.X,, = 0]) et P([X,, = n — 1]).

2. Pour tout i de [1,n], on note B; la v.a.r. qui vaut 1 si J; n’a requ aucune carte a la fin de la
distribution et vaut 0 sinon.
Déterminer la loi de B;. Exprimer la v.a.r. X,, en fonction des v.a.r. B; et en déduire I’espérance

de X,,.
3. En faisant le moins de calculs possibles, donner la loi de Xjy.

4. a) Montrer que pour ¢ et j dans [1,n] tels que i < j, on a :

(i-1)G—2)
P([B; =1]N[B; =1]) =
(1B =118, =1) =
En déduire la covariance des v.a.r. B; et Bj.
1
b) Montrer que : V(X,,) = nl—; .
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Exercice 22
Une urne contient n boules noires (avec n € N*) et deux boules blanches. On effectue dans cette
urne des tirages successifs d’une boule, sans remise. On note :

x X la v.a.r. égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir la premiére boule blanche.
x Y la v.a.r. égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir la seconde boule blanche.

« Pour tout i € [1,n+2], N; (resp. B;) I'événement « le i®™° tirage améne une boule noire (resp.
blanche) ».

1. a) Préciser X (Q2). Décrire, pour tout k € X(2), I'événement [X = k] & I'aide des événements

N; et B;.

b) Montrer que pour tout k € X (), P([X = k]) = m
¢) Calculer E(X).

2. a) Déterminer Y (Q).
b) Déterminer la loi jointe du couple (X,Y).
¢) En déduire la loi de Y.
d) Calculer E(Y').

3. Calculer Cov(X,Y). Commenter son signe.

Exercice 23

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules rouges.

On effectue, dans cette urne, des tirages successifs de la fagon suivante : on pioche une boule au
hasard et on note sa couleur, puis on la replace dans 'urne en ajoutant une boule de la méme
couleur que celle qui vient d’étre obtenue.

Pour tout k£ de N*, on note : Bj, I'événement : « on obtient une boule bleue au k°™° tirage »,

Ry, I'événement : « on obtient une boule rouge au k°™¢ tirage ».

Partie I : Simulation informatique

1. Recopier et compléter la fonction suivante afin qu’elle simule 'expérience étudiée et renvoie
le nombre de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages, ’entier n étant entré en
argument.

1 function s = EML(n)

2 b =1 // b désigne le nombre de boules bleues présentes dans 1l’urne
3 r = 2 // r désigne le nombre de boules rouges présentes dans 1’urne
4 s =0 // s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages
5 for k = 1:n

6 x = rand()

7 if ... then

8

9 else

10

11 end

12 end

13 endfunction




ECE2-B 2021-2022

2. On exécute le programme suivant :

1 n =10

2 m=20

3 for i = 1:1000

4 m =m + EML(n)
5 end

¢ disp(m/1000)

On obtient 6.657. Comment interpréter ce résultat ?

Partie II : Rang d’apparition de la premiére boule bleue et rang d’apparition
de la premiére boule rouge

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére boule bleue et la
variable aléatoire Z égale au rang d’apparition de la premiére boule rouge.

2
(n+1)(n+2)
b) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance ? une variance ?

3. a) Montrer que : Vn € N*, P([Y =n]) =

4. Déterminer la loi de Z. La v.a.r. admet-elle une espérance ? une variance ?

Partie III : Nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages

On définit, pour tout k de N*, la variable aléatoire X}, égale & 1 si l'on obtient une boule rouge
au k®™€ tirage et égale a 0 sinon.

On définit, pour tout n de N*| la variable aléatoire S,, égale au nombre de boules rouges obtenues
au cours des n premiers tirages.

5. Donner, pour tout n de N*, une relation entre S, et certaines variables aléatoires X pour
ke N*.

6. Déterminer la loi de X1, son espérance et sa variance.
7. a) Déterminer la loi du couple (X7, X2).

b) En déduire la loi de Xos.

¢) Les variables X; et X3 sont-elles indépendantes ?
8. Soit n € N* et k € [0, n].

a) Calculer P(Ri1N...N RN Brr1N...NBy).

n

b) Justifier : P([S,, = k]) = P(RiN...NRyNBri1N...NBy),

k
. P o 2(k+1)
puis en déduire : P([S,, = k]) = nrOm+D)

2
9. Montrer que, pour tout n de N*, S, admet une espérance et : E(S,,) = ;L
10. Soit n € N*.
) Montrer : Vk € [0,n], P ([X 1]) b2
a : - nt1 =1]) = :
) ) [Sn=k] +1 n+3
: E(S,) + 2
b) En déd D P([Xpa1=1) = ———.
) En deduire : B([Xp1 = 1)) = )

c¢) Déterminer alors la loi de la variable aléatoire X, 1. Que remarque-t-on ?

10
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Oraux HEC

Exercice 24
Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ’exercice sont supposées définies sur le
méme espace probabilisé (€2, o7, P).

« Soit p, g et r des réels fixés de 'intervalle |0, 1] tels que p+ ¢+ = 1.

o Soit (Xy,)n>1 une suite de variables aléatoires & valeurs dans {—1,0,1}, indépendantes et de
méme loi donnée par :

Vn e N, P([X, =1]) =p, P([Xy = —1]) = ¢, P([X,, =0]) =

n
o On pose pour tout entier n > 1:Y, = [[ X.
k=1

1. a) Pour tout entier n > 1, préciser Y,,(Q2) et calculer P([Y,, = 0]).
b) Pour tout entier n > 1, calculer E(X,,) et E(Y},).

2. On pose pour tout entier n > 1 : p, = P([Y,, = 1]).
a) Calculer p; et po.

b) Etablir une relation de récurrence entre Pnt1 €t py.

¢) En déduire que pour tout entier n > 1, on a :

Dy = (p+q)"-2F(p—Q)”

d) Pouvait-on a l'aide de la question 2, trouver directement la loi de Y, ?
3. a) Etablir I'inégalité : (p +q)" > (p — q)*". Calculer V(Y,,).

b) Calculer la covariance Cov (Y, Y, +1) des deux variables aléatoires Y;, et Y, 4.

Exercice 25

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (9, <7, P).

Soit p € ]0,1[ et ¢ =1 — p.

1. On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piéce de monnaie. On suppose qu’a
chaque lancer la probabilité d’obtenir Pile est égale & p. On notera P et F' les événements
« Obtenir Pile » et « Obtenir Face ».
On définit les variables aléatoires X7 et X5 de la fagon suivante :

x X1 vaut k si le premier Pile de rang impair s’obtient au rang 2k — 1 (entier qui représente
le k™€ nombre impair de N*),

x Xo vaut k si le premier Pile de rang pair s’obtient au rang 2k (entier qui représente le
k-iéme nombre pair de N*.

Par exemple si 'on obtient (F, P, F, F, F, P, P) alors X; prend la valeur 4 et Xy prend la

valeur 1. On posera X; = 0 (respectivement X9 = 0) si Pile n’apparait a aucun rang impair

(respectivement & aucun rang pair).

a) Prouver que P([X; = 0]) = P([X2 =0]) = 0.

b) Calculer P([X; = 1]) et P([X2 = 1]). Déterminer les lois de X; et de X5. Les variables
aléatoires X; et X5 sont-elles indépendantes ?

¢) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y égale au minimum de X; et de Xo.

2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre p.

11
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X+1
a) Montrer que la variable aléatoire ¥ = {;J suit une loi géométrique (|z] désigne la

partie entiére du nombre ).

b) Montrer que les variables aléatoires Y et 2Y — X sont indépendantes.

Exercice avec préparation 1

1.

Question de cours
a) Définition et propriétés de la loi géométrique.
b) Compléter la ligne de code Scilab contenant des points d’interrogation pour que la fonction

geo suivante fournisse une simulation de la loi géométrique dont le parameétre est égal a
I’argument p de la fonction.

1 function x = geo(p)
2 x = 1;

3 while rand() 777
4 x =x +1;

5 end;

6 endfunction

Une urne contient trois jetons numérotés 1, 2 et 3. On effectue dans cette urne, une suite de
tirages d’un jeton avec remise.

2.

On note Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, deux numéros successifs distincts.

a) Reconnaitre la loi de la variable aléatoire Y — 1.
b) Déterminer I'espérance E(Y') et la variance V(Y') de la variable aléatoire Y.

On note Z la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, les trois numéros.

a) Soit deux entiers k > 2 et £ > 3.
Calculer P([Y = k] N [Z = {]) selon les valeurs de k et £.

2 (2072 -1
b) En déduire que, pour tout entier £ > 3, on a : P([Z = {]) = 3 <3é_2>

¢) Calculer E(Z).

D’une maniére plus générale, calculer I'espérance de la variable aléatoire égale au nombre de
tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, tous les numéros, dans ’hypothése o
I'urne contient au départ n jetons, numérotés de 1 a n.

Exercice 26
On note f I’application définie sur R3, par : f((z,v,2)) = (y + 2,9, 7 + ).

a.
b.

e

Montrer que f est un endomorphisme de R3.
Déterminer le noyau de f. En déduire le rang de f.
Déterminer I'image de f.

Montrer que f est un automorphisme de R3.

Montrer que H = {u € R3 | f(u) = u} est un espace vectoriel réel.
Déterminer une base de H.

12
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f. On note F 'ensemble défini par F' = {(x,y, 2)ER3; gy = 0}.
Montrer que f stabilise F, i.e f(F) C F.

Exercice 27

. . (21 (11
On considére les matrices A = (0 1) et B= (O 2).

On note f lapplication qui a toute matrice M de My (R) associe la matrice f(M) = AMB.
1) Montrer que f € Z(A4>(R)).

a b

2) Calculer f(M) pour M = (c d)' En déduire le noyau de f puis le rang de f.

3) f est-elle un automorphisme ?
4) On note By = {M € #(R) | f(M)=2M}.
a. Montrer que Fs est un espace vectoriel réel.

b. Déterminer une base de Fs.

Exercice 28
On considére 'application u définie par :

U : RQ[X] — RQ[X]
P — Q(X)=PX+1)+P(X —1)—2P(X)
a. Montrer que u est un endomorphisme de Ro[X].
b. Déterminer ker(u). En déduire le rang de u.

c. Déterminer Im(u).

Exercice 29
Soit f I’application définie sur Rs[X] par : f : P+~ P(X)+ (1 - X) P'(X).

a. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].
b. Déterminer Im(f), puis ker(f).

c. Quel est le rang de f 7 Est-ce un automorphisme 7

Exercice 30
v R3[X] — Ry[X]
P +— (X24+X)P(X)—-(2X +1)P(X)

. Montrer que ¢ est une application linéaire.

Soit

a
b. Déterminer le noyau de ¢. En déduire le rang de ¢.

. Déterminer I'image de .

o

¥

. L’application ¢ est-elle un isomorphisme ?

Exercice 31
Soit ® 'application qui a tout polynéme P(X) de R3[X] associe le polynome :

®(P)(X)=3X P'(X) + (X*-1) P"(X)

a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Rg[X].
b. Déterminer le noyau de ® puis le rang de ®.

c. Déterminer I'image de .

13
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d. L’endomorphisme @ est-il un automorphisme de R3[X]?

Exercice 32
On considére 'application

x—2y+ 3z
T

2+ y+ =z
Zz/ —r—y+z

3z +2y+ 2

a. Montrer que f est une application linéaire.
b. Montrer que f est injective. En déduire le rang de f.

c. Déterminer une base de Im(f).

Exercice 33

On considére la matrice A = ( _; i >

Soit f l'application de .#5 3(R) dans lui-méme qui & une matrice M associe f(M) = A’N — AN.
a. Démontrer que f est linéaire.

b. Déterminer le noyau de f; on en donnera une base et la dimension.

c. Quelle est le rang de f7

d. L’application f est-elle un automorphisme ?

Exercice 34

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

On dit qu'un endomorphisme f de E est un projecteur si fo f = f.
On considére p et ¢ deux projecteurs de E.

a. Montrer que p + ¢ est un projecteur de E si, et seulement si, pog=gop =0gg).

b. On suppose dans cette question que p + ¢ est un projecteur de E.
Montrer :
ker(p + q) = ker(p) Nker(q)

Im(p) NIm(q) = {0g}
Im(p + ¢) = Im(p) + Tm(q)
(si A et B sont deux espaces vectoriels, on note A+ B ={a+b|a€ Aectbe B}.

14
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Exercice 35 (ECRICOME 2020)
Dans cet exercice, on désigne par .#3(R) I'ensemble des matrices réelles carrées d’ordre 3, et on
note I3 la matrice identité de .#3(R).

2 a—1 -1
Soit a unréel; onpose M = (1—-a a a-—1].
1 a—1 0

Partie A : Etude du cas o1 a = 1

Dans toute cette partie, on suppose que a = 1.

1. Expliciter la matrice M, puis calculer (M — I3)2.
2. En déduire 'unique valeur propre possible de M.

3. La matrice M est-elle inversible 7 La matrice M est-elle diagonalisable ?

Partie B : Etude du cas ot a = 0

Dans cette partie, on suppose que a = 0.

4. Démontrer que 1 est une valeur propre de M, et donner une base et la dimension du sous-
espace propre associé.

5. Démontrer que M n’est pas inversible.

6. En utilisant les deux questions précédentes, déterminer ’ensemble des valeurs propres de M,
et la dimension des sous-espaces propres associés. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Partie C : Etude du cas oul a est différent de 0 et de 1

Dans cette partie, on suppose que a est différent de 0 et de 1.

On pose E = R3, et Z = (e1, e, e3) la base canonique de E.

Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base # est la matrice M.
Soit w = (1,1,1), v =(1,0,1) et w = (1,1,0).

7. Démontrer que la famille ' = (u, v, w) est une base de FE.
8. Calculer f(u), f(v).
9. Calculer f(w) et trouver deux réels a et 3 tels que f(w) = av + pw.
10. Déterminer la matrice représentative de f dans la base %’, que I'on notera T.

11. En déduire I'ensemble des valeurs propres de M, et la dimension des sous-espaces propres
associés. La matrice M est-elle diagonalisable ?

15
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Exercice 36 (ECRICOME 2019)
On considére dans cet exercice I'espace vectoriel E = R3, dont on note % = (e1, ea, e3) la base
canonique. Soit f 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base £ est la matrice :

L (-1 2 1
A==|-1 -1 =2
3\ 1 1 o

1. a) Calculer A? puis vérifier que A3 est la matrice nulle de .#5(R).

Partie A

b) Justifier que 0 est I'unique valeur propre possible de f.
¢) Déterminer une base et la dimension du noyau de f.
d) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Soient €] = (—1,-1,1), ¢}, = (2,—1,1) et e = (—1,2,1).

a) Démontrer que la famille ' = (€], €}, €4) est une base de E.

b) Démontrer que la matrice représentative de f dans la base %’ est la matrice T' = (

1 4 -2 -1
3.0np0se:M:§ 1 4 2.

-1 -1 1

On note h 'endomorphisme de F dont la matrice représentative dans la base 4 est la matrice
M.

a) Déterminer deux réels « et 5 tels que M = aA + 51, ou [ est la matrice identité d’ordre
3.

o O O
o O =

o = O
SN——

b) Déterminer la matrice M’ de h dans la base %'
¢) En déduire que M est inversible.

d) A T'aide de la question 1.a), calculer (M —I)3. En déduire I'expression de M ~! en fonction
des matrices I, M et M?.

e) A T'aide de la formule du binéme de Newton, exprimer M™ pour tout entier naturel n, en
fonction des matrices I, A et A2.
Cette formule est-elle vérifiée pour n = —17

Partie B

Dans cette partie, on veut montrer qu’il n’existe aucun endomorphisme g de F vérifiant gog = f.
On suppose donc par ’absurde qu’il existe une matrice V' carrée d’ordre 3 telle que :

V=T

On note g 'endomorphisme dont la matrice représentative dans la base %’ est V.
4. Montrer : VI = TV. En déduire : go f = fog.

5. a) Montrer que g(e)) appartient au noyau de f.
En déduire qu’il existe un réel a tel que : g(e}) = a - €}.

16



ECE2-B 2021-2022

b) Montrer que g(e}) — a - €}, appartient aussi au noyau de f.
En déduire qu’il existe un réel b tel que : g(eh) = b-€} +a-é.

c) Montrer : fog(ey) = go f(e) = a-eh+b-¢€).
En déduire que g(e) —a- e —b- €, appartient au noyau de f.

).

6. Calculer V2 en fonction de a, b et ¢, puis en utilisant ’hypothése V2 = T, obtenir une
contradiction.

SIS oY

b
d) En déduire qu’il existe un réel c tel que : V. = ( a
0

o O 2

Exercice 37
f désigne un endomorphisme de R™. On munit R™ d’une base (e1, ea,...,ep).

1) On suppose :
Ve e R", I\, € R tel que f(z) =\, -z

a. Ecrire de deux maniéres différentes le vecteur f(e; +ea + ...+ en).
b. En déduire qu’il existe un réel A tel que f = A id.

2) Soit & un vecteur non nul de R™.
Montrer qu’il existe une base de R™ de la forme (x,e9,¢3,...,e,).

On note alors p, I'application de R™ dans R™ définie par :

V(a, by, bs, ..., by) € R, f(a‘:c—k > bk~5k> =a-x
k=2

a. Montrer que p, est un endomorphime de R".

b. Montrer que pour tout z € R™, on a
pz(2) =2 & z € Vect (z)
3) Montrer 1’équivalence suivante :

Vge LR, fog=gofe INER, f=2Ad

17
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Exercice 38 (ECRICOME 2012)
(A3(R), +, ) désigne l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
Deux matrices A et B de .#3(R) étant données, on suppose qu’il existe une matrice L appartenant
a A3(R) telle que :
L=AL+ B

On définit la suite de matrices (Uy), ¢y de .#3(R) de la maniére suivante :

Uy € .///3(R)
VTLEN, Un+l :AUn+B

1. Démontrer par récurrence, pour tout entier naturel n :
U, = L+ A" (Uy— L)

Dans la suite du probléme les matrices A et B sont choisies de telle sorte que :

1 [0 33 3 -1 -2
A=>|-46 4|, B=[1 0 -1
6\ 2 35 2 -1 -1

On note :

o id 'endomorphisme identité de R3:

« a 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice A ;
« b lendomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice B ;
o Im(b) I'image de ’endomorphisme b;

o Im(id — a) I'image de I’endomorphisme id — a.
2. Prouver que le vecteur u = (x,y, z) appartient a I'image de b si et seulement si :
—r+y+2=0

puis démontrer :

Im(b) = Im(id — a)
0

11
3. Montrer que la matrice P = |1 0 —1| peut étre considérée comme la matrice de passage
1 1 1

de la base canonique de R? & une base de vecteurs propres de a.

4. Ecrire la matrice D de 'endomorphisme a ainsi que la matrice B’ de ’endomorphisme b dans
cette base de vecteurs propres.

5. Démontrer, pour tout entier naturel n,
A" = pp"p!

6. En écrivant convenablement D" comme la somme de trois matrices diagonales judicieusement
choisies, prouver l'existence de trois matrices £, F', G indépendantes de n telles que pour tout

entier naturel n :
1\" 1\" G
A" = F - - F - -G.

Expliciter uniquement la matrice E sous la forme d’un tableau de nombres.

18
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0 00
7. Déterminer par le calcul, une matrice L’ de la forme (0 P q) telle que :
00 r

L' = DL+ B
8. Montrer que la matrice L = PL' P~ vérifie :
L = AL+B
9. Etablir : EL =0.

10. Montrer que chacun des coeflicients de la matrice U, a pour limite, lorsque n tend vers +o0,
les coefficients de la matrice E Uy + L.

Exercice 39 (ECRICOME 2014)
Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R? est :

1 0 O
A=1[1 2 1
2 -2 -1

On considére les vecteurs u et v de R3 définis par :
u=1(0,1,-2) et wv=(0,1,-1)

On note Ker(f) le noyau de f et Im(f) son image. Si A est une valeur propre de f, on désigne
par E)(f) l'espace propre de f associé a la valeur propre A.

Partie I : Réduction de I’endomorphisme f

1. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).
2. Justifier que f n’est pas bijectif. En déduire, sans le moindre calcul, une valeur propre de f.

3. Prouver que u et v sont deux vecteurs propres de f.
Préciser la valeur propre A (respectivement p) associée a u (respectivement a v).
Donner la dimension de I’espace propre Ey(f) (respectivement E,,(f)).

4. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
5. Rechercher tous les vecteurs t = (,y, z) de R? vérifiant I’équation :
f)y=t+wv

6. Déterminer un vecteur w de R?, dont la troisiéme coordonnée (dans la base canonique de R?)
est nulle, telle que la famille C' = (u, v, w) soit une base de R? et que la matrice de f dans la

base C soit la matrice
0 0 O
T=10 11
0 0 1
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Partie II : Résolution d’une équation

Dans les questions 1,2 et 3 de cette partie, on suppose qu'il existe un endomorphisme g de R?
vérifiant :
gog=1rf

1. Montrer que :

En déduire que :

2. Justifier qu'il existe deux réels a et b tels que g(u) = au et g(v) = bv.

3. On note N la matrice de g dans la base C' = (u, v, w) définie a la question 1.6. Justifier que :

(1)

ol a et b sont les deux réels définis a la question précédente (I1.2) et ¢, d, e des réels.

0
b
0

o O e
d U0

4. Existe-t-il des endomorphismes g de R? tels que gog=f7?
Indication : Utiliser les matrices de f et g dans la base C = (u,v,w) définie a la question 1.6.
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Oraux HEC

Exercice avec préparation 2

1. Question de cours : Définition et représentation graphique de la fonction partie entiére.
On note E 'espace vectoriel des applications de R dans R et F' le sous-espace vectoriel de
engendré par les quatre fonctions fy, f1, fo et f3 définies par :

Vr eR, fo(z) =1, fi(z) ==, folz) =€, f3(z)=ze”.
2. On note : & = (f07f11f27f3>'
a) Montrer que & est une base de F'.
b) Montrer que toutes les fonctions de F' sont continues et dérivables sur R.

3. Soit ® l'application définie par : pour tout f € F, ®(f) = f/, ou f’ est la dérivée de f.

a) Justifier que @ est un endomorphisme de F' et écrire la matrice M de ¢ dans la base Z.
b) L’endomorphisme & est-il diagonalisable ?
c) Montrer que f3 appartient & Im(®) et résoudre dans F' I’équation : ®(f) = f3.
4. On note G 'ensemble des fonctions g de E telles que :
Ve e R, g(x+1) —g(x) =0.
a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et trouver F'NG.

b) Trouver un élément de G qui n’appartienne pas a F'.

5. Trouver toutes les fonctions de F vérifiant : Vo € R, f(z+1) — f(z) = (e — 1) f'(x).

Exercice avec préparation 3

1. Question de cours : Définition de deux matrices semblables.
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 2. On note .Z(E) I'ensemble des endomor-
phismes de E.

Pour toute matrice A = <a ¢

) € M>(R), on note D et T les deux applications suivantes :

b d
| A(R) — R | A(R) — R
D'{ A ad—be T A o atd

2. Soit A et B deux matrices de .#5(R).
a) Exprimer D(AB) en fonction de D(A) et D(B). Montrer que T(AB) = T(BA).
b) En déduire que si A et B sont semblables, on a D(A) = D(B) et T(A) = T(B).
3. Déterminer Ker(D) et Ker(T'). Quelle est la dimension de Ker(7') ?
Dorénavant, si u € Z(F) de matrice A dans une base % de E, on note :
D(u)=D(A) et T(u)=T(A)

2

4. On note idg 'endomorphisme identité de F. Exprimer u* = w o u en fonction de u et idg.

5. Soit u € Z(E) et So ={ve ZL(E) |uov—-vou=0gmg}
Montrer que Sy est un espace vectoriel contenant {P(u) | P € R[X]}.
6. Soit u € L (E) avec u # 0»(g). On pose : S = {v € Z(F) |uov —vou=u}.
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a) Montrer que si § est non vide, alors 'endomorphisme u ne peut étre bijectif.
En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur u? pour que S soit non vide.
b) On suppose que S est non vide. Etablir 'existence d’une base %; = (e1,es) de E dans
laquelle la matrice M, de u d’écrit M, = (O 1

0 0
matrice des éléments v de S dans cette méme base.

> et déterminer la forme générale de la

c¢) On suppose que S est non vide. Montrer que S = {vg + cddg + Su, a, § € R} ot vg est un
endomorphisme non inversible de E' & déterminer.

Exercice avec préparation 4

1. Question de cours : Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur I.
X

Propriétés de Papplication x € I / f) dt.

Soit F l'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs réelles.
Pour tout fonction f € E, on note T'(f) Iapplication définie sur R & valeurs réelles, telle que :

z+1

Ve e R, T(f)(z) = / f(t) dt.

r—1
2. Pour tout a € R, soit f, la fonction définie sur R par : f,(x) = e**. Déterminer T'(f,).

3. a) Montrer que pour toute fonction f € F, 'application T'(f) appartient & E et est de classe
C! sur R. Déterminer la fonction dérivée de la fonction T'(f).

b) On suppose que f est une fonction bornée de E. Montrer que T'(f) est bornée et établir
Iexistence d’un réel K tel que pour tout (z,y) € R% on a |T(f)(z) —T(f)(v)| < K|z —yl.

4. Soit T V'application de E dans E qui & f € E, associe T'(f).

a) Montrer que T est un endomorphisme de F. Est-il surjectif ?

b) Soit n € N et R,,[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n. Montrer que T (R, [X]) C R,[X].

¢) Soit T, la restriction & R, [X] de 'endomorphisme T et % = (1, X, X2 ..., X") la base
canonique de R, [X]. L’endomorphisme T;, est-il diagonalisable ? T}, est-il bijectif ?

Exercice avec préparation 5

1. Question de cours : Définition d’un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Dans tout l'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 1.
Si p € N, on note Ry[X] I'ensemble des polynémes & coefficients réels de degré inférieur ou
égal a p.
P
On note I, la matrice identité de .#,(R). On rappelle que si A € .#,,(R) et P(X) = > apX*

k=0
un polynome de R,[X], alors P(A) désigne la matrice ag I, + a1 A+ --- + ap AP.

2. Soit A et @ deux matrices de ., (R).
On suppose que la matrice Q est inversible, d’inverse notée Q1.
Soit P un polynéme a coefficients réels. Expliciter P(Q_lAQ) en fonction de P(A), Q et
Q.
3. a) Soit x1,x2,...,x, des réels deux a deux distincts et soit ¢ I'application de R,,_1[X] dans
R™ qui & tout polynéome P € R,_1[X], associe le n-uplet (P(z1), P(22), ..., P(zn)).
Montrer que l'application ¢ est bijective.
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b) Soit A1, A2,...,A\n n réels distincts non nuls et T' = (¢ j)1<ij<n € #»(R) une matrice
triangulaire telle que pour tout i € [1,n], t;; = ;.

Etablir I'existence d’un unique polynéme P € R,,_1[X] tel que pour tout i € [1,n], on a :
Ai P(\) =1
Que vaut T x P(T) ? Conclure.

4. Déterminer un polynéme P € Ro[X] tel que V(a,b,c) € R3 l'inverse de la matrice A =

1 a b

(0 2 c) soit égale a P(A).

0 0 3

Exercice avec préparation 6
Pour tout entier naturel n, on note R, [X] l'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de
degré inférieur ou égal a n.
On définit 'application ¢ de R, [X] par : VP € R, [X], ¢(P)(X) = P(X + 1) — P(X).
X(X-1)(X-2)---(X=-k+1)

On pose Hy(X) =1 et pour tout k € [1,n], Hi(X) = o

On note & = (1, X, X2,..., X") la base canonique de R,,[X].

1. Question de cours : Définition de deux matrices semblables.

2. a) Montrer que ¢ est un endomorphisme non bijectif de R,,[X].
b) Justifier que la famille ' = (Hy, Hy, ..., Hy,) est une base de R, [X].
c¢) Déterminer la matrice M’ de ¢ dans la base %'
d) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

3. Dans cette question, p est un entier fixé supérieur ou égal & 1. Pour tout ¢ € [0, p], soit f;
i

I'application de R,[X| dans R définie par : VQ € R,[X], fi(Q) = k:io (—1)i=F (k:> Q(k).

a) Justifier que pour tout i € [0, p], 'application f; est linéaire.

o - . 1 sii=j
2 CE(TT) —
b) Soit (i, 7) € [0,p]°. Etablir la relation : f;(H;) { 0 siidtj
c) Soit ag, a1, ..., ap les réels vérifiant : XP = agHo + a1 Hy + - - + ap,Hy,.
i

Déduire de la question précédente, la relation : Vi € [0, p], a; = > (—1)"* <;) KP.
k=0

Exercice avec préparation 7
Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 1.

1. Question de cours
Que peut-on dire du degré de la somme et du produit de deux polynoémes ?

Soit R, [X] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n, et
f Papplication qui a tout polynéme P € R, [X], fait correspondre le polynéme f(P) défini par :
f(P)(X) = nXP(X)+X(1-X)P'(X), ou P’ désigne la dérivée du polynéme P
2. a) Montrer que f est un endomorphisme de R, [X] et écrire sa matrice dans la base canonique

de R, [X].
b) L’endomorphisme f est-il bijectif 7 Quel est son rang?

¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
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3. Pour tout k € [0,n], on note Hy le polynéme de R,,[X] défini par : Hy(X) = X*(1 — X)"~*.
a) Calculer pour tout k € [0,n], f(Hy)(X).

b) Montrer que & = (Hy, Hi, ..., Hy,) est une base de R, [X].

c¢) Trouver les coordonnées du polynéme (X + 1)™ dans la base £.

Exercice avec préparation 8

Dans tout 'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et ., (R) 'espace vectoriel des
matrices réelles a n lignes et n colonnes.

Pour toute matrice M € .#,(R), on note ‘M la transposée de M.

1. a) Question de cours : théoréme du rang.

b) Justifier que ’ensemble des matrices de ., (R) dont la somme des coefficients est nulle
est un espace vectoriel et préciser sa dimension.

2. Soit ¢ lapplication qui & toute matrice M € .#,(R), associe la matrice (M) = M +tM.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de ., (R).

3. Dans cette question, et seulement dans cette question, on suppose que n = 2.
Pour tout (i,5) € [1,2]? on note E;; la matrice de .#,(R) dont tous les éléments sont nuls
excepté celui de la i*™€ et j™¢ colonne qui vaut 1.
On rappelle que la famille (Ey 1, Ey 2, E2 1, E22) est une base de .#,(R).

a) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (Era,Er2,E21, Ea2).
b) Préciser le rang de ¢.
¢) Donner une base du noyau de ¢.

4. On suppose désormais n > 3.

a) Déterminer ¢(p(M)), pour toute matrice M € #,(R). Que peut-on en déduire sur les
valeurs propres de ’endomorphisme ¢ 7

b) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
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