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I.

Colles

semaine 11 : 22 novembre - 27 novembre

Questions de cours

Exercice 1

Soient E et F' des espaces vectoriels.

Soit u € Z(F, F) un isomorphisme.

Que peut-on dire de u=17?

Exercice 2
Soit (eq,...,ey) est une base de E.

Démontrer : Im(f) = Vect (f(e1), ..., f(en))-

Exercice 3

Soient E et F' des espaces vectoriels.

Soit f € .Z(E, F).

a) Démontrer que Ker(f) est un espace vectoriel.

b) Démontrer que Im(f) est un espace vectoriel.

Exercice 4
Démontrer : f injective < Ker(f) = {0g}.

II. Autres exercices

Exercice 5

On note f I'application définie sur R?, par : f((z,v,2)) = (y + 2,9, 7 + y).

e

a. Montrer que f est un endomorphisme de R3.
b.

Déterminer le noyau de f. En déduire le rang de f.
Déterminer I'image de f.

Montrer que f est un automorphisme de R3.

. Montrer que H = {u € R? | f(u) = u} est un espace vectoriel réel.

Déterminer une base de H.

On note F l'ensemble défini par F' = {(z,y,2) € R® ; y = 0}.
Montrer que f stabilise F, i.e f(F) C F.
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Exercice 6

s . (21 (11
On considére les matrices A = (O 1) et B= <O 2).

On note f l'application qui & toute matrice M de Ms(R) associe la matrice f(M) = AMB.

1) Montrer que f € Z(#2(R)).

a b

2) Calculer f(M) pour M = <c d>' En déduire le noyau de f puis le rang de f.

3) f est-elle un automorphisme ?
4) On note By = {M € #>(R) | f(M)=2M}.
a. Montrer que FE»s est un espace vectoriel réel.

b. Déterminer une base de Fs.

Exercice 7
On considére 'application w définie par :

u: RQ[X] — RQ[X]
P +— QX)=PX+1)+P(X-1)-2P(X)
a. Montrer que u est un endomorphisme de Rq[X].
b. Déterminer ker(u). En déduire le rang de u.

c. Déterminer Im(u).

Exercice 8

Soit f l'application définie sur R3[X] par: f : P+~ P(X)+ (1 — X) P(X).
a. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].

b. Déterminer Im(f), puis ker(f).

c. Quel est le rang de f 7 Est-ce un automorphisme ?

Exercice 9
Soit @ Rg[X] — R4[X]
P — (X2+X)P(X)—(2X +1) P(X)
. Montrer que ¢ est une application linéaire.

a
b. Déterminer le noyau de ¢. En déduire le rang de .

5

Déterminer I'image de .

d. L’application ¢ est-elle un isomorphisme 7

Exercice 10
Soit @ I'application qui & tout polynéme P(X) de R3[X] associe le polynome :

®(P)(X)=3X P'(X)+ (X* 1) P'(X)

a. Montrer que ® est un endomorphisme de R3[X].
b. Déterminer le noyau de ® puis le rang de .

. Déterminer 'image de ®.

(v}

¥

. L’endomorphisme @ est-il un automorphisme de R3[X]?
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Exercice 11
On consideére 'application :

fo Asy(R) — M1 (R)
r—2y+ 3z
x
204+ y + 2
Z —r—y+z
3z 42y + 2
a. Montrer que f est une application linéaire.
b. Montrer que f est injective. En déduire le rang de f.

c. Déterminer une base de Im(f).

Exercice 12

On considére la matrice A = ( _; Z )

Soit f I'application de .# 3(R) dans lui-méme qui & une matrice M associe f(M) = A?N — AN.
a. Démontrer que f est linéaire.

b. Déterminer le noyau de f; on en donnera une base et la dimension.

c. Quelle est le rang de f7?

d. L’application f est-elle un automorphisme ?

Exercice 13

Soit F un espace vectoriel de dimension finie.

On dit qu'un endomorphisme f de E est un projecteur si f o f = f.
On considére p et g deux projecteurs de E.

a. Montrer que p + ¢ est un projecteur de E si, et seulement si, pog=qgop = 09 (E)-

b. On suppose dans cette question que p + g est un projecteur de E.
Montrer :
ker(p + q) = ker(p) Nker(q)

Im(p) NIm(q) = {0x}
Im(p + ¢) = Im(p) + Im(q)
(si A et B sont deux espaces vectoriels, on note A+ B={a+b|ac Aetbe B}.
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Exercice 14 (ECRICOME 2020)
Dans cet exercice, on désigne par .#3(R) I'ensemble des matrices réelles carrées d’ordre 3, et on
note I3 la matrice identité de .#3(R).

2 a—1 -1
Soit a unréel; onpose M = (1—-a a a-—1].
1 a—1 0

Partie A : Etude du cas o1 a = 1

Dans toute cette partie, on suppose que a = 1.

1. Expliciter la matrice M, puis calculer (M — I3)2.
2. En déduire 'unique valeur propre possible de M.

3. La matrice M est-elle inversible 7 La matrice M est-elle diagonalisable ?

Partie B : Etude du cas ot a = 0

Dans cette partie, on suppose que a = 0.

4. Démontrer que 1 est une valeur propre de M, et donner une base et la dimension du sous-
espace propre associé.

5. Démontrer que M n’est pas inversible.

6. En utilisant les deux questions précédentes, déterminer ’ensemble des valeurs propres de M,
et la dimension des sous-espaces propres associés. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Partie C : Etude du cas oul a est différent de 0 et de 1

Dans cette partie, on suppose que a est différent de 0 et de 1.

On pose E = R3, et Z = (e1, e, e3) la base canonique de E.

Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base # est la matrice M.
Soit w = (1,1,1), v =(1,0,1) et w = (1,1,0).

7. Démontrer que la famille ' = (u, v, w) est une base de FE.
8. Calculer f(u), f(v).
9. Calculer f(w) et trouver deux réels a et 3 tels que f(w) = av + pw.
10. Déterminer la matrice représentative de f dans la base %’, que I'on notera T.

11. En déduire I'ensemble des valeurs propres de M, et la dimension des sous-espaces propres
associés. La matrice M est-elle diagonalisable ?
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Exercice 15 (ECRICOME 2019)
On considére dans cet exercice I'espace vectoriel E = R3, dont on note % = (e1, ea, e3) la base
canonique. Soit f 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base £ est la matrice :

L (-1 2 1
A==|-1 -1 =2
3\ 1 1 o

1. a) Calculer A? puis vérifier que A3 est la matrice nulle de .#5(R).

Partie A

b) Justifier que 0 est I'unique valeur propre possible de f.
¢) Déterminer une base et la dimension du noyau de f.
d) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Soient €] = (—1,-1,1), ¢}, = (2,—1,1) et e = (—1,2,1).

a) Démontrer que la famille ' = (€], €}, €4) est une base de E.

b) Démontrer que la matrice représentative de f dans la base %’ est la matrice T' = (

1 4 -2 -1
3.0np0se:M:§ 1 4 2.

-1 -1 1

On note h 'endomorphisme de F dont la matrice représentative dans la base 4 est la matrice
M.

a) Déterminer deux réels « et 5 tels que M = aA + 51, ou [ est la matrice identité d’ordre
3.

o O O
o O =

o = O
SN——

b) Déterminer la matrice M’ de h dans la base %'
¢) En déduire que M est inversible.

d) A T'aide de la question 1.a), calculer (M —I)3. En déduire I'expression de M ~! en fonction
des matrices I, M et M?.

e) A T'aide de la formule du binéme de Newton, exprimer M™ pour tout entier naturel n, en
fonction des matrices I, A et A2.
Cette formule est-elle vérifiée pour n = —17

Partie B

Dans cette partie, on veut montrer qu’il n’existe aucun endomorphisme g de F vérifiant gog = f.
On suppose donc par ’absurde qu’il existe une matrice V' carrée d’ordre 3 telle que :

V=T

On note g 'endomorphisme dont la matrice représentative dans la base %’ est V.
4. Montrer : VI = TV. En déduire : go f = fog.

5. a) Montrer que g(e)) appartient au noyau de f.
En déduire qu’il existe un réel a tel que : g(e}) = a - €}.
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b) Montrer que g(e}) — a - €}, appartient aussi au noyau de f.
En déduire qu’il existe un réel b tel que : g(eh) = b-€} +a-é.

c) Montrer : fog(ey) = go f(e) = a-eh+b-¢€).
En déduire que g(e) —a- e —b- €, appartient au noyau de f.

).

6. Calculer V2 en fonction de a, b et ¢, puis en utilisant ’hypothése V2 = T, obtenir une
contradiction.

SIS oY

b
d) En déduire qu’il existe un réel c tel que : V. = ( a
0

o O 2

Exercice 16
f désigne un endomorphisme de R™. On munit R™ d’une base (e1, ea,...,ep).

1) On suppose :
Ve e R", I\, € R tel que f(z) =\, -z

a. Ecrire de deux maniéres différentes le vecteur f(e; +ea + ...+ en).
b. En déduire qu’il existe un réel A tel que f = A id.

2) Soit & un vecteur non nul de R™.
Montrer qu’il existe une base de R™ de la forme (x,e9,¢3,...,e,).

On note alors p, I'application de R™ dans R™ définie par :

V(a, by, bs, ..., by) € R, f(a‘:c—k > bk~5k> =a-x
k=2

a. Montrer que p, est un endomorphime de R".

b. Montrer que pour tout z € R™, on a
pz(2) =2 & z € Vect (z)
3) Montrer 1’équivalence suivante :

Vge LR, fog=gofe INER, f=2Ad
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Exercice 17 (ECRICOME 2012)
(A3(R), +, ) désigne l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
Deux matrices A et B de .#3(R) étant données, on suppose qu’il existe une matrice L appartenant
a A3(R) telle que :
L=AL+ B

On définit la suite de matrices (Uy), ¢y de .#3(R) de la maniére suivante :

Uy € .///3(R)
VTLEN, Un+l :AUn+B

1. Démontrer par récurrence, pour tout entier naturel n :
U, = L+ A" (Uy— L)

Dans la suite du probléme les matrices A et B sont choisies de telle sorte que :

1 [0 33 3 -1 -2
A=>|-46 4|, B=[1 0 -1
6\ 2 35 2 -1 -1

On note :

o id 'endomorphisme identité de R3:

« a 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice A ;
« b lendomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la matrice B ;
o Im(b) I'image de ’endomorphisme b;

o Im(id — a) I'image de I’endomorphisme id — a.
2. Prouver que le vecteur u = (x,y, z) appartient a I'image de b si et seulement si :
—r+y+2=0

puis démontrer :

Im(b) = Im(id — a)
0

11
3. Montrer que la matrice P = |1 0 —1| peut étre considérée comme la matrice de passage
1 1 1

de la base canonique de R? & une base de vecteurs propres de a.

4. Ecrire la matrice D de 'endomorphisme a ainsi que la matrice B’ de ’endomorphisme b dans
cette base de vecteurs propres.

5. Démontrer, pour tout entier naturel n,
A" = pp"p!

6. En écrivant convenablement D" comme la somme de trois matrices diagonales judicieusement
choisies, prouver l'existence de trois matrices £, F', G indépendantes de n telles que pour tout

entier naturel n :
1\" 1\" G
A" = F - - F - -G.

Expliciter uniquement la matrice E sous la forme d’un tableau de nombres.
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0 00
7. Déterminer par le calcul, une matrice L’ de la forme (0 P q) telle que :
00 r

L' = DL+ B
8. Montrer que la matrice L = PL' P~ vérifie :
L = AL+B
9. Etablir : EL =0.

10. Montrer que chacun des coeflicients de la matrice U, a pour limite, lorsque n tend vers +o0,
les coefficients de la matrice E Uy + L.

Exercice 18 (ECRICOME 2014)
Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R? est :

1 0 O
A=1[1 2 1
2 -2 -1

On considére les vecteurs u et v de R3 définis par :
u=1(0,1,-2) et wv=(0,1,-1)

On note Ker(f) le noyau de f et Im(f) son image. Si A est une valeur propre de f, on désigne
par E)(f) l'espace propre de f associé a la valeur propre A.

Partie I : Réduction de I’endomorphisme f

1. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).
2. Justifier que f n’est pas bijectif. En déduire, sans le moindre calcul, une valeur propre de f.

3. Prouver que u et v sont deux vecteurs propres de f.
Préciser la valeur propre A (respectivement p) associée a u (respectivement a v).
Donner la dimension de I’espace propre Ey(f) (respectivement E,,(f)).

4. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
5. Rechercher tous les vecteurs t = (,y, z) de R? vérifiant I’équation :
f)y=t+wv

6. Déterminer un vecteur w de R?, dont la troisiéme coordonnée (dans la base canonique de R?)
est nulle, telle que la famille C' = (u, v, w) soit une base de R? et que la matrice de f dans la

base C soit la matrice
0 0 O
T=10 11
0 0 1
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Partie II : Résolution d’une équation

Dans les questions 1,2 et 3 de cette partie, on suppose qu'il existe un endomorphisme g de R?
vérifiant :
gog=1rf

1. Montrer que :

En déduire que :

2. Justifier qu'il existe deux réels a et b tels que g(u) = au et g(v) = bv.

3. On note N la matrice de g dans la base C' = (u, v, w) définie a la question 1.6. Justifier que :

(1)

ol a et b sont les deux réels définis a la question précédente (I1.2) et ¢, d, e des réels.

0
b
0

o O e
d U0

4. Existe-t-il des endomorphismes g de R? tels que gog=f7?
Indication : Utiliser les matrices de f et g dans la base C = (u,v,w) définie a la question 1.6.
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Oraux HEC

Exercice avec préparation 1

1. Question de cours : Définition et représentation graphique de la fonction partie entiére.
On note E 'espace vectoriel des applications de R dans R et F' le sous-espace vectoriel de
engendré par les quatre fonctions fy, f1, fo et f3 définies par :

Vr eR, fo(z) =1, fi(z) ==, folz) =€, f3(z)=ze”.
2. On note : & = (f07f11f27f3>'
a) Montrer que & est une base de F'.
b) Montrer que toutes les fonctions de F' sont continues et dérivables sur R.

3. Soit ® l'application définie par : pour tout f € F, ®(f) = f/, ou f’ est la dérivée de f.

a) Justifier que @ est un endomorphisme de F' et écrire la matrice M de ¢ dans la base Z.
b) L’endomorphisme & est-il diagonalisable ?
c) Montrer que f3 appartient & Im(®) et résoudre dans F' I’équation : ®(f) = f3.
4. On note G 'ensemble des fonctions g de E telles que :
Ve e R, g(x+1) —g(x) =0.
a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et trouver F'NG.

b) Trouver un élément de G qui n’appartienne pas a F'.

5. Trouver toutes les fonctions de F vérifiant : Vo € R, f(z+1) — f(z) = (e — 1) f'(x).

Exercice avec préparation 2

1. Question de cours : Définition de deux matrices semblables.
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 2. On note .Z(E) I'ensemble des endomor-
phismes de E.

Pour toute matrice A = <a ¢

) € M>(R), on note D et T les deux applications suivantes :

b d
| A(R) — R | A(R) — R
D'{ A ad—be T A o atd

2. Soit A et B deux matrices de .#5(R).
a) Exprimer D(AB) en fonction de D(A) et D(B). Montrer que T(AB) = T(BA).
b) En déduire que si A et B sont semblables, on a D(A) = D(B) et T(A) = T(B).
3. Déterminer Ker(D) et Ker(T'). Quelle est la dimension de Ker(7') ?
Dorénavant, si u € Z(F) de matrice A dans une base % de E, on note :
D(u)=D(A) et T(u)=T(A)

2

4. On note idg 'endomorphisme identité de F. Exprimer u* = w o u en fonction de u et idg.

5. Soit u € Z(E) et So ={ve ZL(E) |uov—-vou=0gmg}
Montrer que Sy est un espace vectoriel contenant {P(u) | P € R[X]}.
6. Soit u € L (E) avec u # 0»(g). On pose : S = {v € Z(F) |uov —vou=u}.

10
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a) Montrer que si § est non vide, alors 'endomorphisme u ne peut étre bijectif.
En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur u? pour que S soit non vide.
b) On suppose que S est non vide. Etablir 'existence d’une base %; = (e1,es) de E dans
laquelle la matrice M, de u d’écrit M, = (O 1

0 0
matrice des éléments v de S dans cette méme base.

> et déterminer la forme générale de la

c¢) On suppose que S est non vide. Montrer que S = {vg + cddg + Su, a, § € R} ot vg est un
endomorphisme non inversible de E' & déterminer.

Exercice avec préparation 3

1. Question de cours : Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur I.
X

Propriétés de Papplication x € I / f) dt.

Soit F l'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs réelles.
Pour tout fonction f € E, on note T'(f) Iapplication définie sur R & valeurs réelles, telle que :

z+1

Ve e R, T(f)(z) = / f(t) dt.

r—1
2. Pour tout a € R, soit f, la fonction définie sur R par : f,(x) = e**. Déterminer T'(f,).

3. a) Montrer que pour toute fonction f € F, 'application T'(f) appartient & E et est de classe
C! sur R. Déterminer la fonction dérivée de la fonction T'(f).

b) On suppose que f est une fonction bornée de E. Montrer que T'(f) est bornée et établir
Iexistence d’un réel K tel que pour tout (z,y) € R% on a |T(f)(z) —T(f)(v)| < K|z —yl.

4. Soit T V'application de E dans E qui & f € E, associe T'(f).

a) Montrer que T est un endomorphisme de F. Est-il surjectif ?

b) Soit n € N et R,,[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n. Montrer que T (R, [X]) C R,[X].

¢) Soit T, la restriction & R, [X] de 'endomorphisme T et % = (1, X, X2 ..., X") la base
canonique de R, [X]. L’endomorphisme T;, est-il diagonalisable ? T}, est-il bijectif ?

Exercice avec préparation 4

1. Question de cours : Définition d’un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Dans tout l'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 1.
Si p € N, on note Ry[X] I'ensemble des polynémes & coefficients réels de degré inférieur ou
égal a p.
P
On note I, la matrice identité de .#,(R). On rappelle que si A € .#,,(R) et P(X) = > apX*

k=0
un polynome de R,[X], alors P(A) désigne la matrice ag I, + a1 A+ --- + ap AP.

2. Soit A et @ deux matrices de ., (R).
On suppose que la matrice Q est inversible, d’inverse notée Q1.
Soit P un polynéme a coefficients réels. Expliciter P(Q_lAQ) en fonction de P(A), Q et
Q.
3. a) Soit x1,x2,...,x, des réels deux a deux distincts et soit ¢ I'application de R,,_1[X] dans
R™ qui & tout polynéome P € R,_1[X], associe le n-uplet (P(z1), P(22), ..., P(zn)).
Montrer que l'application ¢ est bijective.

11
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b) Soit A1, A2,...,A\n n réels distincts non nuls et T' = (¢ j)1<ij<n € #»(R) une matrice
triangulaire telle que pour tout i € [1,n], t;; = ;.

Etablir I'existence d’un unique polynéme P € R,,_1[X] tel que pour tout i € [1,n], on a :
Ai P(\) =1
Que vaut T x P(T) ? Conclure.

4. Déterminer un polynéme P € Ro[X] tel que V(a,b,c) € R3 l'inverse de la matrice A =

1 a b

(0 2 c) soit égale a P(A).

0 0 3

Exercice avec préparation 5
Pour tout entier naturel n, on note R, [X] l'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de
degré inférieur ou égal a n.
On définit 'application ¢ de R, [X] par : VP € R, [X], ¢(P)(X) = P(X + 1) — P(X).
X(X-1)(X-2)---(X=-k+1)

On pose Hy(X) =1 et pour tout k € [1,n], Hi(X) = o

On note & = (1, X, X2,..., X") la base canonique de R,,[X].

1. Question de cours : Définition de deux matrices semblables.

2. a) Montrer que ¢ est un endomorphisme non bijectif de R,,[X].
b) Justifier que la famille ' = (Hy, Hy, ..., Hy,) est une base de R, [X].
c¢) Déterminer la matrice M’ de ¢ dans la base %'
d) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

3. Dans cette question, p est un entier fixé supérieur ou égal & 1. Pour tout ¢ € [0, p], soit f;
i

I'application de R,[X| dans R définie par : VQ € R,[X], fi(Q) = k:io (—1)i=F (k:> Q(k).

a) Justifier que pour tout i € [0, p], 'application f; est linéaire.

o - . 1 sii=j
2 CE(TT) —
b) Soit (i, 7) € [0,p]°. Etablir la relation : f;(H;) { 0 siidtj
c) Soit ag, a1, ..., ap les réels vérifiant : XP = agHo + a1 Hy + - - + ap,Hy,.
i

Déduire de la question précédente, la relation : Vi € [0, p], a; = > (—1)"* <;) KP.
k=0

Exercice avec préparation 6
Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 1.

1. Question de cours
Que peut-on dire du degré de la somme et du produit de deux polynoémes ?

Soit R, [X] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n, et
f Papplication qui a tout polynéme P € R, [X], fait correspondre le polynéme f(P) défini par :
f(P)(X) = nXP(X)+X(1-X)P'(X), ou P’ désigne la dérivée du polynéme P
2. a) Montrer que f est un endomorphisme de R, [X] et écrire sa matrice dans la base canonique

de R, [X].
b) L’endomorphisme f est-il bijectif 7 Quel est son rang?

¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

12
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3. Pour tout k € [0,n], on note Hy le polynéme de R,,[X] défini par : Hy(X) = X*(1 — X)"~*.
a) Calculer pour tout k € [0,n], f(Hy)(X).

b) Montrer que & = (Hy, Hi, ..., Hy,) est une base de R, [X].

c¢) Trouver les coordonnées du polynéme (X + 1)™ dans la base £.

Exercice avec préparation 7

Dans tout 'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et ., (R) 'espace vectoriel des
matrices réelles a n lignes et n colonnes.

Pour toute matrice M € .#,(R), on note ‘M la transposée de M.

1. a) Question de cours : théoréme du rang.

b) Justifier que ’ensemble des matrices de ., (R) dont la somme des coefficients est nulle
est un espace vectoriel et préciser sa dimension.

2. Soit ¢ lapplication qui & toute matrice M € .#,(R), associe la matrice (M) = M +tM.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de ., (R).

3. Dans cette question, et seulement dans cette question, on suppose que n = 2.
Pour tout (i,5) € [1,2]? on note E;; la matrice de .#,(R) dont tous les éléments sont nuls
excepté celui de la i*™€ et j™¢ colonne qui vaut 1.
On rappelle que la famille (Ey 1, Ey 2, E2 1, E22) est une base de .#,(R).

a) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (Era,Er2,E21, Ea2).
b) Préciser le rang de ¢.
¢) Donner une base du noyau de ¢.

4. On suppose désormais n > 3.

a) Déterminer ¢(p(M)), pour toute matrice M € #,(R). Que peut-on en déduire sur les
valeurs propres de ’endomorphisme ¢ 7

b) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
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