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semaine 11 : 21 novembre - 26 novembre

I. Espace probabilisable
I.1. Notion de tribu

a) Définition

Soit 2 un ensemble.

(0) o C P(Q)
(o est constitué de parties de 2 : pour tout A € o/, A € P(Q))
(i) Qe
(ii)) VA€ o/, Ac o
(stabilité de o par passage au complémentaire)
+o00o
(ii1) Pour toute suite (Ay,)pen d’éléments de o7 on a : A, € .
n=0
(stabilité de < par union dénombrable)
On peut remplacer (#ii) par :
(iii’) Pour tout I C N et toute famille (A;);c; d’éléments de <7 on a :

UAZGJZf
i€l

(stabilité de < par union au plus dénombrable)

Une tribu (on parle aussi de o-algébre) sur Q) est un ensemble &7 vérifiant :

b) Propriété de stabilité

Soit 2 un ensemble et & une tribu sur €.

1) oecd.

2) Pour tout (A,B) € &% :| AUB, AN B, A\ B sont des éléments de 7.

3) SiI C Netsi(Aj)ier est une famille d’éléments de &7 :

U A; et () A; sont des éléments de o
iel el

Résumé des propriétés de stabilité.
Une tribu & sur € :

x contient & et (2,
x est stable par union finie et stable par union dénombrable,
x est stable par intersection finie et stable par intersection dénombrable,

x est stable par passage au complémentaire.
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I1.2. Notion d’espace probabilisable

« On appelle espace probabilisable la donnée d’'un couple (€, <7) ot :

x ) est un ensemble appelé univers (ou univers des possibles).
C’est I'ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire.

x &/ est une tribu (on parle aussi de o-algébre) sur .
o Vocabulaire sur les éléments d’une tribu :
x les éléments de o/ sont appelés des événements.
x l'événement & (c’est un élément de <7) est I'événement impossible.
x ’événement () est ’événement certain.

x I’événement A est appelé événement contraire de A.

1.3. Vocabulaire des probabilités : illustration a 1’aide d’expériences aléatoires

Exemple

1) Expérience : on effectue 1 lancer d’une piéce.

o Univers : Q = {P, F'}.
Univers : I’ensemble des résultats possibles de l’expérience.
o Tribu: o =P(Q) ={9,{P},{F},{P,F}}.

Tribu : Uensemble de tous les événements considérés.

2) Expérience : on effectue 1 lancer d’un dé 6.

o Univers : Q ={1,2,3,4,5,6}.

L’univers Q) est I’ensemble des résultats possibles de [’expérience.

Tribu : & = P(Q).

La tribu of est l'ensemble de tous les événements considéres.

o Exemple d’événement A : « le résultat est pair ».

Un événement A peut étre défini par une propriété sur l’expérience.

A=1{2,4,6} € P(Q).

Rigoureusement, un événement A est une partie de ) constituée de ’ensemble des
tirages qui réalisent la propriété définissant A.

Le lancer w = 4 réalise 'événement A = {2,4,6}.

On dit qu’un tirage w € Q réalise 'événement A s’il vérifie la propriété définissant A.
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I1. Espace probabilisé

I1.1. Probabilité

Soit (£2,.27) un espace probabilisable.
« Une probabilité est une application P : &7 — [0, 1] telle que :
1) VAeo, | 0<P(A) <1 |

2)| P(Q)=1
(la probabilité de l’événement certain est 1)

3) Pour toute suite (Ag)gen d’événements de 7 deux a deux incompatibles
(V(i,j) EN* i#j = A;NA;j=02),ona:

P <:g; Ak> = +Zoo P(Ak)

k=0

(cette propriété est appelée o-additivité)
« Lorsqu’une telle application existe, le triplet (€2, o7, P) est appelé espace probabilisé.

Remarque

o La propriété de o-additivité peut se noter de maniére générale comme suit.
Soit I C N et (A;)icr une famille d’événements deux a deux incompatibles. Alors :

P (U 4) = e

il iel

« En particulier, lorsque I fini (I = [1,m]), on récupére la propriété d’additivité. Si (Aq,..., A,,) est
une famille d’événements deux & deux incompatibles alors :

P @1 Ai) - 3 P4y

I1.2. Propriétés des probabilités

Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé.
1) VA€ o, P(A) =1 —P(A). En particulier : P(&) = 0.
2) V(A,B) € &%, P(A\ B) =P(A\ (AN B)) =P(A) - P(AN B)
3) V(A,B) e #*, AC B = P(A) <P(B)

(Uapplication P est croissante)
4) V(A,B) € &% P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B)
Y(A,B,C) € @3 P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)
5) — P(AnB) — P(ANnC) — P(BNCO)
+ P(ANBNCQO)

(formule du crible)

+o0 +o0
6) WAn)nerN,P(U An> < ¥ P4
n=0 n=0

+o0
Attention : dans cette écriture Y P(A,) = +oo si la série Y P(A,) est divergente
n=0
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I1.3. Probabilité uniforme

Soit (€2, P(£2)) un espace probabilisable fini.
L’univer  peut alors s’écrire : Q = {w1,...,w,} oun € N*.

« Il existe une unique probabilité P prenant la méme valeur sur tous les événements
élémentaires i.e. telle que :

Plwr}) = . = B(fwa)) =

« Cette probabilité est appelée probabilité uniforme et est définie par :

P PO = [0,1]
A — P(A) = Card(A)  mnombre d’issues réalisant A

Card(©2)  nombre d’issues de I’expérience

Exemple

On considére un jeu de 32 cartes.

L’expérience consiste a effectuer un tirage (simultané) de 5 cartes.

L’univers (2 est ici I’ensemble des parties a 5 éléments de ’ensemble des 32 cartes.
On munit 'univers 2 de la probabilité uniforme, notée P.

Quelle est la probabilité d’obtenir une double paire ?

Démonstration.

On note A ’événement : « obtenir une double paire ».

L’événement A est réalisé par tous les 5-tirages (ensembles de 5 cartes) constitué de deux paires et
d’une carte supplémentaire.

Un tel 5-tirage dont est entiérement déterminé par :

x les hauteurs de chaque paire : (g) possibilités
x les couleurs des 2 cartes de la premiére paire : (3) possibilités
x les couleurs des 2 cartes de la seconde paire : (;L) possibilités
x la derniére carte : (214) possibilités

(la derniére carte ne doit pas étre de la méme hauteur que 'une ou l'autre des paires)
Il'y adonc N = (g) (3) (;L) (214) tels 5-tirages.

_Card(4) _ (GIGE) - 3x3
P(4) = Card(Q) ) 2(3522) T 31 x 29 x 2 0

A RETENIR

o Sil'univers fini ) est muni de la probabilité uniforme, les calculs des probabilités se raménent a des
calculs de dénombrement.

« Afin de déterminer P(A), on détermine Card(A).
Il s’agit donc de compter le nombre de tirages réalisant la propriété définissant 1’événement A.
On retiendra la rédaction associée a ce type de questions :

Un k-tirage réalisant 1’événement A est entiérement déterminé par :

x la valeur/position de ... : ... possibilités
X

x la valeur/position de ... : ... possibilités
I1 y a donc en tout ... tels k-tirages.
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III. Systéme complet d’événements

IT11.1. Evénements incompatibles

Soit (£2,.27) un espace probabilisable.
Soit (A, B) € «7? un couple d’événements.

Les événements A et B sont dits incompatibles si AN B = &.

II1.2. Systémes complets d’événements

Soit (€2, .e7) un espace probabilisable.
Soit I C N et (4;)ier une famille d’événements de 7.

La famille (A;);cs est un systéme complet d’événements si :
(i) Q=U A
el
(i) Pour tout (i,j) € I2 tel que i # j, AiNA; =@
(les événements sont deux & deux incompatibles)

IT1.3. Les systémes complets d’événements rencontrés

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.

e Cas d’un sce a deux événements

Soit A € &/ (A est un événement).

La famille (A,Z) est un systéme complet d’événements.

On en déduit notamment : | P(A) +P(A) =1

e Cas d’un sce & m événements

Soit (Aj,...,Ay) est un systéme complet d’événements.

On en déduit notamment : | Y P(4;) =1
i=1

e Cas d’un sce & une infinité d’événements

Soit (Ap)nen+ un systéme complet d’événements.

+o0
On en déduit notamment : | > P(A4;) =1
i=1

e Cas d’un sce associé & une v.a.r. discréte

Soit X une v.a.r. discréte.
La famille ({X =z})

2EX(Q) est un systéme complet d’événements.

On en déduit notamment : Y PH{X==z})=1
zeX ()
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IV. Propriété de la limite monotone

Soit (2, .27, P) un espace probabilisé.

Soit (Ap)nen une suite d’événements de 7.

1) Si (An)nen est croissante (Vk € N, Ay C Agyq) alors :
a) la suite (P(A,,)) converge,

b) }P’<+Ljo Ak> = lim P(4,) | = sup P(4,)
k=0

n—-+oo neN

2) Si (Ap)nen est décroissante (Vk € N, Ap D Agiq) alors :
a) la suite (P(A,,)) converge,

b) P(ﬁo Ak> — lim P(4,) | = inf P(4,)
k=0

n—+o0o neN

Dans le cas général (la suite (A,) n’est ni croissante ni décroissante), on peut toujours appliquer le
résultat suivant (c’est celui qu’il faut retenir!).

Soit (2, .27, P) un espace probabilisé.

Soit (Ap)nen une suite d’événements de 7.

400 n +o0 n
1 P Al = lim P A 2 IP’( A ) = lim P< A )
) <$$ k) n—+o0 (é$ k) / LL g n—+o0 LL g

Exercice
On considére 'expérience consistant a effectuer une infinité de lancers d’'un dé 6 équilibré.
On suppose que les résultats des lancers sont indépendants.

+o0o
Notons A : « on n’obtient que des 6 lors de la partie ». Alors : A = [ Fj.
i=1

+o0
Notons B : « on obtient au moins un 6 lors de la partie ». Alors : B = |J F;.
i=1

a. Quelle est la probabilité de n’obtenir que des 6 lors de la partie ?

D’apreés le théoréme de la limite monotone :

=2 (1) = e (37

n—+o0
Or :
P(iél Fi) - i; P(F) gi?lc%fffj)ndance
1" 1
- (6> WS 0 (arg €1 =110
D’ou P(A) = 0.

(’événement A est négligeable)
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b. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un 6 lors de la partie ?

D’aprés le théoréme de la limite monotone :

P(B) = P(UO F) = lim P(ZQ F)

i=1 n—-+4oo
Or :
i=1 i=1
= 1-P (ﬂ z> (loi de de Morgan)
i=1
] : (par indépendance
=1 21;[11@( l) des lancers)
= 1- §n_>1 ( EG]—ll[)
= 6) oo car g ,
Doa P(B) = 1.

(’événement B est quasi-certain)

Remarque

« Dans ce dernier point de la démonstration, les événements de la suite (F;) ne sont pas deux a deux
incompatibles (si i et j sont différents, on peut obtenir un 6 a la fois au i®™¢ et ™€ lancers). On ne
peut donc pas appliquer directement la propriété de o-additivité.

« La suite (F;) n’est pas croissante (on a méme que pour tout i € N*, F; ¢ F; 11 : si on a obtenu 6 au
i®™Me tirage, il n’est pas forcé qu’on 'obtienne au suivant). On ne peut donc pas appliquer directement
le résultat de la limite monotone concernant les suites croissantes.

A RETENIR

o On utilisera TOUJOURS la propriété de la limite monotone sous sa deuxiéme forme, a savoir :

+o0o n +o0o n
P Ay )= lim P A P Ay ) = lim P A
(kL:JO k) n—+o0 (kL:JO k) (kDO k) n—+o0 (kDO k)

« On ne pose la question de la monotonie de la suite (A, )nen que dans un deuxiéme temps :

n
x sl (Ap)nen est croissante alors : |J A = A,.
k=0

n
x 81 (A, )nen est décroissante alors : A, =A,.
€
k=0

ce qui permet de retrouver le premier théoréme.

« L’obtention d’une infinité de 6 dans la partie se définit a ’aide des événements suivants.
Notons C' : « on obtient une infinité successive de 6 lors de la partie ».

Evé éeri u r :
Cet événement s’écrit sous la forme
400 +o0

¢ =UNF
i=1 j=i
Notons D : « on obtient une infinité de 6 lors de la partie ».

Cet événement s’écrit sous la forme :
400 400

p=nNUF

i=1 j=i
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V. Formule des probabilités composées

V.1. Probabilité conditionnelle

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé.
Soit B un événement tel que P(B) # 0.

On considére 'application Pg suivante :

Pg : o — [0,1]

B — ]P’B(A):IP’(A|B):W

« Pp est une probabilité, appelée probabilité conditionnelle relative a A.

sachant (que I’événement) B (est réalisé).

« Pour tout événement A, Pp(A) (qu'on note aussi P(A | B)) se lit : probabilité de A

Démonstration.
Il s’agit de vérifier que P4 vérifie les axiomes d’une probabilité.
1) Soit B € /.

P(AN B)
P(A)
P(AN B)
P(A)

o Comme P(ANB)>0et P(A) >0 (car P(A) #0), on a : > 0.

e Comme ANBC A,onaP(ANB) <P(A) et donc : <1

9 Paw) = T = T -1

3) Soit (B )nen une suite d’événements deux a deux incompatibles. Alors :

P(AmUOB) P(UO (AN B,))
p(Un) =~ =

Notons alors C,, = AN B,.
Les événements de la suite (C,) sont deux & deux incompatibles.
En effet, soit (i,5) € N? tel que i # j. On a alors :

CiﬂCj = (AQBZ) N (AﬂBj) = Aﬂ(BiﬂBj) = ANYg = o

“+oo “+o00

Par o-additivité de P, on a alors : ]P( U (An Bn)) = Y P(ANB,).
n=0 n=0

Et ainsi :

+oo
2 (AN Bn) oo P(AN By)

IPA(UOB) == =y —F - +ZOOJP’A(B)
n=0 " P(A) n=0 P(A) n=0 "
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V.2. Formule des probabilités composées

Enoncé de la formule pour deur événements A et B (c’est la définition ci-dessus!)

Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé.
Soit (4, B) € &72.

1) Supposons P(A) #0. Alors: | P(ANB) = P(B|A) xP(A) | = P(A) x P4(B)

2) Supposons P(B) # 0. Alors : | P(ANB) =P(A|B) xP(B) | = P(B) Pg(4)

3) On a alors, si P(A) xP(B) #0:| P(B|A) xP(A) = P(A|B) x P(B)

Enoncé dans le cas général

Soit (€2, o7,P) un espace probabilisé¢ et m € N\ {0, 1}.
Soit (Ay,...,A;,) une famille finie d’événements de 7.
On suppose : P(A1N---NAp_1) #0.

}P’(Alﬁ...ﬂAm) = ]P)(Al) ]P(AQ’Al) P(A3‘A2ﬂA1) P(Am|Am_1ﬂ...ﬂA1)

Exemple
Une urne contient 5 boules blanches et 8 boules noires.
L’expérience consiste & tirer successivement 3 boules.

« Pour tout i € N*, on note B; 'événement : « la i®™° boule tirée est blanche ».
« Pour tout i € N*, on note IV; I'événement : « la i€ boule tirée est noire ».

Quelle est la probabilité que les trois boules tirées soient blanches ?

Démonstration.
o D’aprés la formule des probabilités composées :

P(Bl NByN Bg) = P(Bl) X ]P)(BQ | Bl) X P(Bg | Bin Bg)

(on peut écrire cette formule sans hypothése grace a la convention précisée dans le programme officiel)

5
« Tout d’abord : P(B;) = 3
« Déterminons maintenant P(Bsy | By).
Si I’événement Bj est réalisé, c’est qu'une boule blanche a été tirée lors du 1¢* tirage. Dans ce cas,

I'événement B est réalisé si et seulement si on tire une boule blanche lors du 2°™¢ tirage, dans une
4
urne contenant 4 blanches et 8 noires. Ainsi : P(By | By) = 3
« Déterminons enfin P(B3 | B N Ba).
Si 'événement By N By est réalisé, c’est qu’'une boule blanche a été tirée lors du 1¢* tirage et qu'une
boule blanche a été tirée lors du 2°™¢ tirage. Dans ce cas, 'événement Bs est réalisé si et seulement si

on tire une boule blanche lors du 3°™¢ tirage, dans une urne contenant 3 boules blanches et 8 noires.
3
Ainsi : P(Bg | Bin Bg) = ﬁ
e On en conclut :
DXAXIS 5 ]

P(B, N By N B3) = — ~ 0,035
(Bin By N By) 3x ¥ x11l 11x13

A RETENIR

Afin de déterminer une probabilité conditionnelle P4(B) on pourra rédiger comme suit :

Si 1’événement A est réalisé, c’est que ...
Dans ce cas, 1l’événement B est réalisé si et seulement si ...
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VI. Formule des probabilités totales

VI.1. Systéme quasi-complet d’événements

Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé.
Soit I C N et soit (A;)jer € @1 une famille d’événements.
La famille (A;);cs est un systéme quasi-complet d’événements si :
(i) P <U Ai> =1
el
(ii) Pour tout (i,j) € I* tel que i # j, A4iNA;j =@
(les événements sont deux & deux incompatibles)

o On sait qu’il existe :
x des événements quasi-impossibles différents de ’événement impossible &.
x des événements quasi-certains différents de I’événement certain €.
o Dans le cas ol (A;);er est un systéme quasi-complet d’événements, I’événement |J A; est un événe-
il
ment quasi-certain.

« L’exercice suivant met en avant une propriété intéressante des événements quasi-certains (ou quasi-
impossibles). C’est grace a cette propriété qu’on va pouvoir établir la formule des probabilités totales
pour des événements quasi-complet.

Exercice
Soit (€2, .7, P) un espace probabilisé et soit (A4, B,C) € &73.
On suppose P(B) =0 et P(C) = 1.
1) Démontrer : P(A N B) = 0. 2) Démontrer : P(A N C) =P(A).

Démonstration.
1) Comme : AN B C B alors, par croissance de P :
P(ANB) < P(B)=0
et comme P(A N B) > 0, on en conclut P(A N B) = 0.
2) Comme : A U C' D ( alors, par croissance de P :
P(AUC) > P(C)=1
et comme P(A U C) < A, on en conclut P(A U C) = 1.
D’autre part, par la formule du crible :
P(ANC) = PA)+PC)-PAUCQC)
= P(A)+X— X H
Remarque
Le programme officiel recommande d’adopter la convention suivante :
onpose P(B|A)xP(A) =0 si P(A) =0
Rappelons que la quantité P(B|A) n’est pas bien définie si P(A) = 0. Cependant, adopter cette
convention :

x est pratique puisqu’on n’a plus a vérifier d’hypothése lorsqu’on utilise la formule des probabilités
composées.

x ne modifie pas le résulat que 'on doit trouver. Si P(A) = 0 alors, comme vu dans le point précédent
P(B N A) =0, ce qui donne le méme résultat que l'écriture : P(B N A) = P(B|A) x P(4) = 0.

10
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VI.1.a) Formule des probabilités totales

Soit (€2, e/, P) un espace probabilisé.
1) Cas général

Soit I C N et soit (A;)ier € &7 un systéme (quasi-)complet d’événements.

VBe o, P(B) = Y. P(BNA;) = 3 P(B|A;) x P(4;)
el i€l

2) Cas d’un sce a deux événements

Soit A € &7. Alors (A, A) est un systéme complet d’événements.

VBed/, P(B) = P(BN A)+P(BN A) = P(B|A) P(A)+P(B|A) P(A)

3) Cas d’un sce & n événements

Soit (A1,...,A,) est un systéme complet d’événements.

VB e o, P(B) = f P(B N 4;) = 3 P(B|A;) P(A;)
=1

=1 %

4) Cas d’un sce & une infinité d’événements

VB e o, P(B) = +f;o P(B N 4;) = +Zoo P(B|A;) P(A4;)
i=1 =1

5) Cas d’un sce associé & une v.a.r. discréte

Soit X une v.a.r. discréte. La famille ({X = }),cx () est un sce.

VBed, P(B) = Y P(BN{X=2z))
zeX(Q)

Considérons une autre v.a.r. discréte Y.

Alors pour tout y € Y(Q) : | PH{Y =y}) = > PHY =y}n{X ==x})
zeX ()

A RETENIR

Dans la formule des probabilités totales, la somme s’écrit & I'aide de TOUS les d’événements qui consti-
tuent le SCE. Ainsi, il y a autant de termes dans la somme que d’événements dans le SCE :

x si l'on considére un SCE noté (A;);er, alors la FPT s’écrira a 'aide d’'une somme ) ...
el
10
x si I'on considére un SCE noté (A;);ec[1,10], alors la FPT s’écrira a I'aide d’'une somme ) ...
i=1
+oo
x si l'on considére un SCE noté (A;);en~, alors la FPT s’écrira a 1'aide d’une somme > ...
i=1

11
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Démonstration.
+00

o Comme (A4;);en+ un systéme complet d’événements : Q = |J A;.
i=0

+o0o
Ainsi,ona: B=BNQ = BN U Ai= U (BNA).
=1 =1
(la distributivité et les lois de de Morgan se généralisent au cas dénombrable)
o Et comme (BN A;);en+ est une suite d’événements deux a deux incompatibles :
(a savoir démontrer : cf démo du point 8) du théoréme définissant la notion de probabilité condition-

nelle) . .
B(B) =P<u (AmB)> ~ 5 BN B)

i=1 i=1
« Enfin, si pour tout i € N*, P(4;) # 0, on a : P(4; N B) = P(A;) P4, (B).
+00
Et ainsi : P(B) = 5. P(A;) P4, (B). a
i=1
Exercice '

On dispose de n urnes numérotées de 1 & n. Dans 'urne numéro k se trouvent k boules blanches et
n — k boules rouges. On choisit au hasard (équiprobablement) une urne, puis on tire simultanément
deux boules dans cette urne.

On note Ay, : « le tirage s’effectue dans I'urne k » (pour k € [1,n]).

On note B : « on tire deux boules blanches ».

Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches ?

Démonstration.
La famille (A4y,...,A,) est un systéme complet d’événements. Par la formule des probabilités totales :
P(B) = Z P(B N Ay) = 3 P(B|Ag) x P(A)
k=1 k=1
(5) _ =0 B 2Am=2)  k(k—1)
Pour tout k € [1,n] : P(B|4;) = -2 = 2E20 : RS/ .
our tout k € [1,n] : P(B | Ax) - Ak 20 "l n(n—1)

En effet, si Ay est réalisé, c’est que le tirage se fait dans l'urne k qui contient k boules blanches et
n — k boules noires.

Un 2-tirage réalisant B est un ensemble de 2 entiers représentant des boules blanches (un ensemble de
2 entiers différents de [1,k]). Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :

x le numéro des 2 boules blanches parmi les k présentes : (g) possibilités.
1l y a donc (g) tels 2-tirages.
Ainsi :

P(B) = 3

B 1 <n(n+1)(2n+1) _n(n+1)>

n?(n—1) 6 2
n(n+1 n(n+1
= (mg(:_)l)((2n+1)—3) = (mg(;—)l)%”_l)
w(n+1) +1

1n
= 2 —_
6nzMM 3 n
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VII. Indépendance en probabilité

VII.1. Indépendance de deux événements

Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé.

P(AN B) = P(A) x P(B)

« On peut exprimer cette propriété a ’aide de probabilités conditionnelles.

1) SiP(A) #0alors: | A et B sont indépendants < P(B) =P(B|A)

2) SiP(B) #0alors :| A et B sont indépendants < P(A) =P(A|B)

« Deux événements A et B sont dits indépendants (pour la probabilité P) si :

VIIL.2. Indépendance (mutuelle) d’une famille d’événements

a) Définition

Soit (€2, .e7,P) un espace probabilisé.
Soit I C N et (4;);er une famille d’événements de 7.

« On dit que les événements de la famille (A4;);cr sont (mutuellement)
indépendants (pour la probabilité P) si :

V.J C N, jg“;} = P(ﬂ Ai>:HP(Aj)

jeJ jeJ

o Cas particulier d’une famille a trois événements
Les événements Ay, Ay, Az sont mutuellement indépendants si :
a) P(A1 N Ay) =P(A)) x P(Ay)
b) P(A; N As) =P(A;) x P(As)
c) P(A2 N Ag) = P(Az) x P(A3)
d) P(A1NAyN As) =P(A)) x P(Ay) x P(A3)

b) Indépendance et passage & ’événement contraire

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé et soit m € N*.

Soit (A1, ..., Ap) une famille d’événements.

Les événements de la Les événements de la
famille (A41,...,Ay,) sont = famille (By,...,B,) sont
(mutuellement) indépendants (mutuellement) indépendants

Pour tout i € [1,m], notons B; € {A;, A;} (autrement dit B; = A; ou B; = A;).

13



PSI 2022-2023

Variables aléatoires discrétes : introduction

I. Généralités sur les variables aléatoires discrétes

I.1. Notion de variable aléatoire

Soit (£2,.27) un espace probabilisable.
« On dit que X est une variable aléatoire réelle définie sur (2, &) si :
(i) X est une application de 2 dans R (X : Q@ — R)
(i) Ve e R, {( X <z} ={weQ|X(w) < 2z} e
« L’image de Q par l'application X, est notée X (2).

Cet ensemble image X () est, par définition, I’ensemble des valeurs que peut
prendre 'application X.

Remarque

Dans la définition au-dessus, on considére la notion de variable aléatoire réelle. On peut aussi définir
des variables aléatoires complexes ou des variables aléatoires a valeurs dans n’importe quel ensemble
E. 11 suffit pour cela de remplacer R par £ dans la définition.

I.2. Notion de variable aléatoire discréte

Soit (€2, /) un espace probabilisable.
Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, .47).
« La v.ar. X est dite discréte si son esemble image X (2) est au plus dénombrable
(c’est-a-dire si X (€2) est un ensemble fini ou si X (£2) est infini dénombrable).
« On dit que la v.a.r. X est finie si X (2) est fini.
On dit que la v.a.r. X est infinie si X(€2) est un ensemble infini.

I.3. Systéme complet d’événements associé a une v.a.r. discréte

Soit (€2, .e7) un espace probabilisable.
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (€2, .o7).
Notons X(Q) ={x; |i€ I} oul CN.

La famille ({X = z;})ier est un systéme complet d’événements,
appelé systéme complet d’événements associé a X.

On en déduit la propriété suivante

3) En résumé : > P{X ==z})=1
zeX(Q)

14
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I.4. Loi d’une v.a.r. discréte

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.
Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur (€2, .o7).

« On appelle loi de probabilité de X et on note Px 'application :

Py :|X(©Q) — R
T — Px(z) = PH{X ==z})

« Autrement dit, la loi de X est la donnée de ’ensemble des valeurs P({X = z})
pour z décrivant X (€2).

e On dit que X et Y ont méme loi si Py = Py.
Autrement dit, X et Y ont méme loi si :

(1) X(Q2) =Y(Q)
(i) Yo € Q, P({X =z}) =P({Y =2})

Lorsque X et Y suivent la méme loi, on note : X ~ Y.

A RETENIR

Afin de déterminer la loi d’une v.a.r. discréte, on procéde toujours en deux étapes.
1) Détermination de ’ensemble image X (€2).
2) Calcul de P({X = z}) pour tout z € X(Q).

1.5. Transformée d’une v.a.r. discréte

Soit (€2, .o/, P) un espace probabilisé.
Soit X une v.a.r. discréte sur (2, o) telle que X () ={xz; |i € I} (I CN).
Soit g : X(£2) — R une application.

« On note g(X) I'application composée go X :

gX) : Q@ — R
w = g(X(w))

« L’application g(X) est une v.a.r. discréte dont la loi est donnée par :
1) g(X)(Q) = {g(z) | i € I}.
2) | Vyeg(X)(Q), P{g(X)=y})= > PH{X=ux})

Z; EX(Q)
g(zi)=y

o Il est & noter que si deux v.a.r. X et Y ont méme loi, alors leurs transformées par
la méme fonction g sont aussi de méme loi.

X~Y = g(X)~g(Y)

ol

Remarque

o Il faut essentiellement retenir de ce théoréme que la transformée g(X) d’une v.a.r. discréte est une
v.a.r. discréte.

15
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« La formule théorique donnant la loi de g(X') n’est pas a retenir. En revanche, il faut savoir déterminer
la loi d’une transformée g(X) en pratique.

16



PSI 2022-2023

I.6. Une propriété usuelle des v.a.r. discréte A VALEURS ENTIERES

Exercice
Soit X une v.a.r. a valeurs entiéres (autrement dit : X(Q) C N).

Démontrer que, pour tout k € N* :

P({X = k}) = PUX > k — 1}) = B({X > k})

Démonstration.
Soit k € N*. Comme la v.a.r. X est & valeurs entiéres, alors :

{X>k-1} ={X =k U{X >k}
Les événements {X = k} et {X > k} sont incompatibles. On en déduit :
P{X >k —1}) =P{X =k}) + P{X > k})

et ainsi : P{X =k}) =P{X >k —1}) —P{X > k}). O

I1I. Lois usuelles discrétes finies

I1.1. Loi uniforme

a) Définition

e On dit qu'une v.a.r. X suit la loi uniforme sur [1,n] (pour n € N*) si :

a) | X(Q) = Hlvn]]

b) | Vke[l,n], PUX =k}) = %

« Plus généralement, si (a,b) € N? et a < b, on dit qu'une v.a.r. X suit la loi
uniforme sur [a, ] si :

a) | X(Q) = [a,0]

1

b) | ¥k € [ab], PUX =k}) = ;——3

« On utilisera la notation X ~ U([a,b]) pour signifier que X suit la loi uniforme
sur [a,b].

« Expérience de référence : on considére une expérience qui posséde n issues différentes (qu’on
numérote de 1 & n) qui sont équiprobables.

« Variable associée a la loi : la v.a.r. X égale a ¢ si l'issue i est obtenue lors de ’expérience, suit
la loi uniforme sur 1, n].
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b) Espérance / variance

2) De plus :

E(X) =

n+1

Soit X une v.a.r. telle que X ~U([1,n]) (n € N*).

1) La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

et V(X) =

12

_n2—1

3) De plus :

Soit (a,b) € N? tel que a < b.
Soit X une v.a.r. telle que X ~ U([a,b]).
Onnote: Y =X —a+1.
1) Alors : Y ~U([1,b — a+ 1]).

E(X) = =5

a+b

et

2) La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

I1.2. Loi de Bernoulli

a) Définition

a)

b)

X(Q)={0,1}

PH{X =1}) =p

parameétre p.

et

e On dit qu'une v.a.r. X suit la loi de Bernoulli de paramétre p € ]0,1] si :

P{X =0})=1-p

=4q

« On utilisera la notation X ~ B (p) pour signifier que X suit la loi de Bernoulli de

« Expérience de référence : on considére une expérience aléatoire possédant deux issues (qui ne

sont pas forcément équiprobables) :

x 'une de ces issues est nommeée « succés » et se produit avec probabilité p;

x 'autre est nommeée « échec » et se produit avec probabilité 1 — p.

« Variable associée a la loi : la v.a.r. X égale 4 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec (c’est-a-dire
calculant le nombre de succés) suit la loi de Bernoulli de paramétre p.

b) Espérance / variance

2) De plus :

E(X)=p

et

Soit X une v.a.r. telle que X ~ B (p) (p € |0, 1]).

1) Alors X admet une espérance et une variance.

V(X)=p (1-p)

pbq
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I1.3. Loi binomiale

a) Définition

a)

b)

X(Q) =[0,n]

whe ol PUX = k) = () ha-or |= (

e On dit qu'une v.a.r. discréte X suit la loi binomiale de paramétre (n,p), ou
neN et pel0,1]si:

« On utilisera la notation X ~ B (n,p) pour signifier que X suit la loi binomiale de
paramétre (n,p).

« Expérience de référence :

on considére une expérience qui consiste en une succession de n
épreuves de Bernoulli indépendantes (la probabilité d’un résultat ne dépend pas des autres résul-
tats) et de méme parameétre de succeés p.

o Variable associée a la loi : la v.a.r. qui prend pour valeur le nombre de succés obtenus au cours
de cette expérience suit la loi binomiale de paramétre (n, p).

b) Espérance / variance

2) De plus :

Soit X une v.a.r. telle que X ~ B(n,p) (n € N* p € ]0,1]).

1) Alors X admet une espérance et une variance.

E(X)=np | et | V(X)=np(1-p)

= npgq

ITI. Lois discrétes usuelles infinies

II1.1. Loi géométrique

a) Définition

a)

b)

X(Q) = N*

Vke N, P{X =k})=p(1—p)" " |=p!

o On dit qu'une v.a.r. X suit la loi géométrique de paramétre p € ]0,1] si :

« On utilisera la notation X ~ G (p) pour signifier que X suit la loi géométrique de
parameétre p.

« Expérience de référence : on considére une expérience aléatoire qui consiste en une succession
infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes (la probabilité d’un résultat ne dépend pas des
autres résultats) et de méme paramétre de succés p.

« Variable associée a la loi :

la v.a.r. qui prend pour valeur le rang d’apparition du premier
succés obtenu lors de 'expérience suit la loi géométrique de paramétre p.
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Exemple

1) On considére une piéce de monnaie déséquilibrée donnant Pile avec probabilité p et Face avec

2)

probabilité 1 — p.
On réalise une infinité de lancers consécutifs de cette piéce de monnaie.
Ainsi : Q = {Pile, Face}".

On note X la v.a.r. égale au rang d’apparition du premier Pile obtenu au cours de ’expérience.

Alors : X ~ G (p).
Dans la suite, on considére les événements :
x P; : « obtenir Pile au i™¢ lancer »,
« F; : « obtenir Face au ™ lancer ».
Démontrons que X suit la loi géométrique de parameétre p.
a) X(Q2) =N~
b) Soit k € N*.
{X=k} =FnNnFKn...NnF_1 NP
Les lancers étant indépendants, on obtient :

PH{X =k}) = P(FA N F,n...N Fr1 N P)

= P(F) x P(B) x ... x P(Fy_1) x P(P)

= pgt

On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.
L’expérience consiste au tirage infini d’'une boule avec remise.

On note X la v.a.r. donnant le rang d’apparition de la premiére boule rouge. Alors :

5(+3)

b) Espérance / variance

Soit X une v.a.r. telle que X ~ G (p) (p € ]0,1[). Alors :

1) La v.a.r. X admet une espérance et une variance.

9l Bx)=1 | o | vix)=12P :z%

¢) La loi géométrique est sans mémoire

Soit X une v.a.r. telle que X ~ G (p) (p € ]0,1]).
Alors pour tout (k, ) € N2 :

1) | PUX >k}) = (1—p)

Cela caractérise la loi géométrique de paramétre p. Plus précisément :

x Y est une v.a.r. 4 valeurs entiéres

CVREN, P({Y >k})=(1—pF Y ~G(p)

Le sens direct se démontre grdice a l’égalité :

P{Y =k}) =P{Y > k—1}) = P({Y > k}).
2) | PUX >k+0}) = PUX > k}) x P{X > £})

3) | Poon({X >k+0) =P{X > })
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Démonstration.
Soit (k,¢) € N2.
1) On remarque tout d’abord :

P({X > k}) = 1—[P’({X>k:}> = 1-P{X <k}

k
Par ailleurs, comme X () =N*,ona: {X <k} = |J {X =i}. On en déduit :
i=1

px <1 = P(U (x=3)

k
= Y P{X =1} (par incompatibilité)
i=1
k ) k-1 1— qk
= Xrd ' =pXd =p7 =1-¢"
i=1 =0 —q

Enfin : P{X > k}) = 1-PH{X <k}) = 1-(1-¢*) = ¢~
2) D’aprés le point précédent :

PUX >k+0}) = ¢ = ¢ x ¢ = PUX > k}) x P{X > (})
3) Comme {X > k+ ¢} C{X >k}, ona:

P{X >k} N {X>k+0}) PHX>k+(})

B (P R (P 12

= =P({X > 1))

On dit alors que la loi géométrique est a perte de mémoire (la propriété {X > k} est oubliée,

seul le délai est retenu) ou encore que la loi géométrique est sans mémoire.

Cas particulier du lancer infini d’une piéce de monnaie

O

Considérons 'expérience aléatoire qui consiste & effectuer une infinité de lancer d’une piéce de monnaie

qui donne Pile avec probabilité p € ]0,1[. Les lancers sont supposés indépendants.

On note X la v.a.r. qui prend pour valeur le rang du premier Pile obtenu.

Dans ce cas, il est simple de démontrer : Vk € N, IP’( {X > k:}) = (1 — p)*. En effet, pour tout k € N :

L’événément {X > k} est réalisé
< Le premier Pile est obtenu a un rang strictement supérieur a k
< Chacun des k premiers lancers a eu pour résultat Face
& On a obtenu Face au 1°F lancer

ET on a obtenu Face au 2°™€ lancer

ET on a obtenu Face au k™ lancer

& Fyp N ... N Fy est réalisé

Ainsi: {X >k} =F n ... N F}.

21



PSI 2022-2023

On en déduit :
P({X>k}) = P(FL N ... N F)

(car les lancers sont
indépendants)
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Remarque

« Dans un contexte ot X est un variable aléatoire mesurant une durée de vie (durée de vie d'une
cellule, durée de fonctionnement d’un composant électronique, nombre de cycle de charge/décharge
autorisé par une batterie), on introduit souvent la fonction :

St PUX >1t)) =1-P{X <t}) =1- Fx(t)

Dans ce cas, S(t) = P({X > t}) représente la probabilité que l'objet (ou 'individu) considéré soit
encore en vie apres une durée ?.

Dans le cas d’un phénomeéne a durée de vie continue (durée de vie d’une cellule), la modélisation
s’appuiera sur une v.a.r. X a densité.

Dans le cas d’un phénomeéne a durée de vie discréte (nombre de cycles d’une batterie), la modélisation
s’appuiera sur une v.a.r. X discréte.

o Considérons la propriété d’absence de mémoire dans ce contexte.
Pixsm({X >k +0}) = P{X > £})

Considérons que X compte la durée de fonctionnement d’'un composant avant une panne. Alors
cette propriété signifie que la durée de vie restante d’un objet est indépendante de la durée de vie
écoulée de l'objet (période durant laquelle il a fonctionné sans tomber en panne). Autrement dit,
il n’y a pas de vieillissement ou encore d’usure du composant électronique considéré. C’est un cas
assez fréquent en réalité : on peut considérer que les diodes, transistors, résistances, condensateurs
sont sans usure puisque leur usure ne débute que bien aprés la fin de vie de I'objet dans lequel ils
sont installés. C’est pourquoi la durée de vie d’'un composant est souvent modélisée par une v.a.r.
qui suit loi exponentielle qui est, elle aussi, sans mémoire (c’est méme une propriété qui caractérise
la loi exponentielle).
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IT1.2. Loi de Poisson
a) Définition

e On dit qu’une v.a.r. X suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 si :

a)| X(Q) =N

U

b)| VkeN, P({X =k})=e*

« On utilisera la notation X ~ P (\) pour signifier que X suit la loi de Poisson de
paramétre \.

Il est fréquent d’introduire la loi de Poisson comme loi limite.
On considére (X, )pen+ une suite de v.a.r. telle que, pour tout n € N*, X, ~ B (n, %) ou A >0.0n
démontre alors :

P({X, = k}) = (Z) x (z)k x (1 = 2>n_k e e_’\)]: — P{X =k})

ou X est une v.a.r. telle que X ~ P (A).
La loi de Poisson apparait comme la limite de lois binomiales BB (n, %) Ainsi, si n grand (et donc
% proche de 0) la loi P (\) est une bonne approximation de la loi B (n, %)

b) Espérance / variance

Soit X une v.a.r. telle que X ~ P (\) (A > 0). Alors :

1) La v.a.r. admet une espérance et une variance.

2)| E(X)=X\ | et | V(X)=2\
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METHODO | Calcul de probabilités (bilan du chapitre)

Afin de résoudre un exercice de calcul de probabilités, il faudra penser au schéma suivant.

0) Introduction des événements basiques (le fait d’avoir tiré une boule blanche au i®™° tirage, le fait
d’avoir obtenu pile au ™ tirage, le fait d’avoir obtenu un 6 au i®° tirage ...) liés a l'expérience
considérée.

Nommage de I’événement A dont on cherche & déterminer la probabilité.
(ces deux étapes sont parfois directement données dans l'énoncé)

1) Décomposition de 'événement A & l'aide d’événements basiques.

2) Deux cas se présentent alors :

() si cette décomposition fait apparaitre une union, il faut retenir le triptyque :

(i)

union / incompatibilité / somme

Dans le cas d’une union finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette union (cas d’une union d’une suite croissante d’événe-
ments par exemple).
« Sinon, on vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles.
x si c’est le cas, on utilise 'additivité de P.
x si ce n’est pas le cas, on peut penser a utiliser la formule du crible.
Dans le cas d’une union infinie d’¢vénements
o On vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles :
x si c’est le cas, on utilise la o-additivité de P.

x si ce n’est pas le cas, on se raméne au cas d’'une union finie d’événements en utilisant le
théoréme de la limite monotone.

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une intersection d’événements en
considérant la formule liant probabilité d’un événement a la probabilité de I’événement contraire.

si cette décomposition fait apparaitre une intersection, il faut retenir le triptyque :

intersection / indépendance / produit

Dans le cas d’une intersection finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette intersection (cas d’une intersection d’une suite décrois-
sante d’événements par exemple).

« Sinon, on vérifie si les événements sont mutuellement indépendants.

x si c’est le cas, on utilise la formule associée.

x si ce n’est pas le cas, on peut penser a utiliser la Formule des Probabilités Composées (FPC).
Dans le cas d’une intersection infinie d’événements

« On se raméne au cas d’une intersection finie d’événements en utilisant le théoréme de la limite
monotone.

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’'une union d’événements en consi-
dérant la formule liant probabilité d’un événement & la probabilité de ’événement contraire.
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Remarque

Il est & noter que la Formule des Probabilités Totales (FPT) rentre dans ce schéma. En effet, si
la famille (A;);er est un systéme complet d’événements, alors tout événement B s’écrit comme une
réunion d’événements 2 a 2 incompatibles.

el i€l

L’étape de décomposition des événements est primordiale.
On raisonne TOUJOURS sur les événements et JAMAIS directement sur les probabilités.

(cf démarche de lexercice sur la limite monotone)

Lorsqu’il s’agit de raisonner sur les événements, on adopte la rédaction suivante :
L’événe bend c... L’événe talise & M

L’événement A est réalisé < ... < L’événement B est réalisé
Ce qui permet de conclure : A = B et ainsi P(A) = P(B).

Afin de déterminer une probabilité conditionnelle P4(B) on pourra rédiger comme suit :
Si I’événement A est réalisé, c’est que . ..
Dans ce cas, I’événement B est réalisé si et seulement si . ..

Dans un énoncé de probabilités discrétes, on manipule différents niveaux d’objets.

1) Au premier niveau, on trouve I'expérience aléatoire considérée.
On note Q l'univers des possibles : c’est 1’ensemble des résultats possibles (appelés aussi issues)
de I'expérience. Si on considére 'expérience consistant & effectuer trois lancers successifs d’une
méme piéce, alors : Q = {P,F}3.
Autrement dit, €2 est 'ensemble des triplets a coefficitents dans ’ensemble { P, F'}.
Ces triplets pouront étre nommés des 3-lancers (on s’adapte ainsi au vocabulaire des probabilités).
Par exemple, w = (F, F, P) est un 3-lancer qui est un résultat possible de I’expérience. Ce résultat

est obtenu si le 1°7 lancer fournit Face, le 2°™¢ fournit Face, le 3™ fournit Pile.

2) Au deuxiéme niveau, on trouve les événements : un événement A n’est rien d’autre qu'un en-
semble qui regroupe certaines issues de l'expérience. Ainsi : A C Q (un événement est un
sous-ensemble de I'univers). Par exemple, I’événement P; : « obtenir Pile au premier lancer »

regroupe tous les 3-lancers dont le premier coefficient vaut P.
p = {(PFF), (PF,P), (PP F), (P,P,P)}

Par exemple, w = (P, F, F') € P;. Lorsque w € P;, on dit que w réalise I’événement P;.

8) Au troisiéme niveau, on trouve les v.a.r. . Ce sont des applications particuliéres :

— elles prennent comme argument un résultat possible de I’expérience et renvoient une
valeur réelle. Consisdérons la v.a.r. X qui donne le nombre de Pile obtenus au cours de
Pexpérience. Avec le 3-lancer w précédent, on obtient : X (w) = X((P, F, F)) =1.

Cela démontre que la v.a.r. X peut prendre la valeur 1 (on a exhibé un 3-lancer w tel que
X(w) =1).
— elles sont des machines & créer des événements. Par exemple, {X = 2} est un événement.
11 regroupe tous les 3-lancers w tels que : X (w) = 2.
Autrement dit : {X =2} ={w e Q| X(w) =2} ={ (P,P,F), (P,F,P), (F,F,P) }.
Ce deuxiéme point nous replonge au deuxiéme niveau. Ainsi, pour comprendre le chapitre sur les
v.a.r. , il est donc essentiel de maitriser celui sur les probabilités générales.
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IV. Retour sur des questions classiques

IV.1. Déterminer ’ensemble image d’une v.a.r. discréte

Rappelons tout d’abord que si X est une v.a.r. (discréte), son ensemble image est constitué de toutes
les valeurs que peut prendre X. Plus précisément :

X)) = {X(w)eR|we N}

L’idée est de considérer toutes les résultats possibles w de ’expérience (on parle aussi d’issue) et de
déterminer la valeur prise par la v.a.r. pour cette issue w c’est-a-dire de déterminer X (w).

Exemple

o On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On lance n fois une piéce équilibrée (c¢’est-a-dire donnant pile avec la probabilité % et face également
avec la probabilité %), les lancers étant supposés indépendants.

On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si 'on n’obtient aucun pile pendant ces n lancers et qui,
dans le cas contraire, prend pour valeur le rang du premier pile.

Déterminer, en argumentant soigneusement, ’ensemble Z(£2).

Démonstration.
On proceéde par double inclusion.

(C) On lance n fois une piéce. Ainsi, on peut ne jamais obtenir de Pile ou obtenir le premier Pile au
plus tard au n®™€ lancer.
On en déduit : Z(2) C [0, n].

(D) Soit k € [0,n]. Deux cas se présentent :

x si k =0, alors le n-tirage suivant réalise I’événement {Z = 0} :

wo = (Face, Face, ..., Face)

On en déduit : wy € {Z = 0}, c’est-a-dire Z(wp) =0. Do : 0 € Z(Q).

x si k € [1,n], alors le n-tirage suivant réalise I’événement {Z = k}) :

wr = (Face, ..., Face, Pile, ..., Pile)
—_—
k — 1 fois

On en déduit : wy, € {Z = k}, cest-a-dire Z(wg) = k. D’ou : k € Z(Q).
Finalement : [0,n] C Z(Q).

On en déduit : Z(Q2) = [0, n].

Commentaire

On exhibe pour l'inclusion [0,n] C Z(£2) des n-tirages réalisant certains événements. Il suffit d’exhi-
ber un n-tirage précis pour chaque événement, mais il en existe bien stir plusieurs. A titre d’exemple,
I'événement {Z = 3} est réalisé par chacun des tirages suivants :

(tirage proposé dans la

(Face, Face, Pile, Pile, ..., Pile) démonstration)
(Face, Face, Pile, Face, ..., Face)
(Face, Face, Pile, Face, Pile, ..., Pile)
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o On dispose de n + 1 urnes Uy, Uy, ..., U, telles que, pour tout k de {0,1,...,n}, 'urne Uy contient
k boules blanches et n — k boules noires.
On effectue des tirages d’une boule, au hasard et avec remise dans ces urnes, de la facon suivante :

x Si apres les lancers de la piéce décrits dans la premiére question, la variable Z prend la valeur k
(avec k > 1), alors on tire une par une et avec remise, k boules dans 'urne Uy, et 'on note X la
variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues a l’issue de ces tirages.

x Si la variable Z a pris la valeur 0, aucun tirage n’est effectué et X prend la valeur 0.
Déterminer X (€2).
Démonstration.
Montrons : X () = [0,n]. Pour cela, on procéde par double inclusion.
(C) Il'y a entre 0 et n boules blanches dans les (n + 1) urnes. Donc : X (Q2) C [0, n].

(2) Montrons maintenant que la v.a.r. X peut prendre chaque valeur entiére entre 0 et n.

x Si on obtient le n-lancer de piéce (Face, ..., Face), alors I'événement {Z = 0} est réalisé, donc
I'événement {X = 0} est réalisé (d’aprés I’énoncé).

x Si on obtient le n-lancer de piéce (Pile, Face, ..., Face), c’est-a-dire si on a obtenu Pile au 1¢
lancer, alors on effectue un 1-tirage dans 'urne U; qui contient 1 boule blanche, notée by, et
n — 1 boules noires, notées ny, ..., Np_1.

Si ce 1-tirage est (b1), alors I'événement {X = 1} est réalisé.

x Sion obtient le n-lancer de piéce (Face, Pile, Face, ..., Face), c’est-a-dire si on a obtenu Pile au
2¢me Jancer, alors on effectue un 2-tirage dans I'urne U qui contient 2 boules blanches, notées
b1 et by, et n — 2 boules noires, notées nq, ..., n,_o.

Si ce 2-tirage est (b1, b;), alors 'événement {X = 2} est réalisé.
(on rappelle qu’on tire avec remise dans l'urne)

« Si on obtient le n-lancer de piéce (Face, ..., Face, Pile), c’est-a-dire si on a obtenu Pile au n®™m®
lancer, alors on effectue un n-tirage dans I'urne U,, qui contient n boules blanches, notées b1,
.+, by, et n —n = 0 boule noire.
Si ce n-tirage est (b1,..., b1), alors 'événement {X = n} est réalisé.

Finalement : X () = [0, n].

Commentaire

o Il faut bien comprendre que la v.a.r. X ne dépend en aucun cas de la v.a.r. Z. Si ¢’était le cas, la
notation de la v.a.r. ferait apparaitre cette dependance (la v.a.r. serait notée Xz par exemple).
Rédiger comme suit : Si Z a pris
est de ce fait une grossiére erreur. Il n’y a pas lieu de se placer dans le contexte ou {Z = k} serait
réalisé. L’ensemble image X (€2) ne peut de fait pas dépendre de k. L’idée, lorsque 'on considére
une v.a.r. X dont le résultat dépend d’une premiére expérience, est d’envisager TOUS les résultats
possibles pour cette premiére partie de ’expérience. On peut constater :

x si Z prend la valeur 0 alors X prend la valeur 0,

x si Z prend la valeur 1 alors X prend une valeur dans [0, 1],
X .

x si Z prend la valeur n alors X prend une valeur dans [0, n].

Si 'on procéde ainsi, on pourra conclure :

X)) = {0} U {0,1} U ... U [0,n] = [0,n]
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Commentaire

On donne dans cette démonstration des exemples de tirages et de lancers qui réalisent les
événements {X = i}. Il était bien str possible d’en choisir d’autres.

Par exemple, pour l'événement {X =1}, si on obtient le n-lancer de piéce
(Face, Pile, Face,..., Face), cest-a-dire si on a obtenu Pile au 2°°¢ lancer, alors on ef-
fectue un 2-tirage dans 'urne Us.

Si ce 2-tirage est (b2, n3), alors 'événement {X = 1} est réalisé.

On peut un peu moins détailler la démonstration de cette question en rédigeant différemment :
il est possible de tirer dans chacune des urnes U;. De plus, les tirages dans cette urne peuvent
fournir jusqu’a ¢ boules blanches. Donc I'évément {X = i} peut étre réalisé.

Comme I’énoncé demande de déterminer X (£2) mais ne fournit pas sa valeur, on peut penser que
la simple réponse « X (€2) = [0,n] » (sans justification) permet d’obtenir la majeure partie des
points alloués a cette question. Evidemment, si la question s’exprime sous la forme : « Montrer
que X (2) = --- », il faut détailler la réponse.

Remarquons que pour la suite de I'exercice, notamment la détermination de la loi de X, I'inclusion

X (92) C [0,n] suffit. .

J

IV.2. Déterminer la loi d’une v.a.r. discréte

Afin de déterminer la loi d’une v.a.r. discréte X, il est conseillé de procéder en deux temps :
1) déterminer X ().
2) déterminer, pour tout z € X(Q), P({X = z}).

Pour ce faire, et conformément a la méthodologie « Calcul des probabilités », on introduit x € X (2)

(« Soit x € X(€2) ») et on décompose I’événement {X = z}.

Exemple

On

reprend ’exemple précédent. Déterminer la loi de Z.

Démonstration.
« On a dé¢ja démontré : Z(Q2) = [0, n].

« Soit k € [0,n]. Deux cas se présentent :

L’événément {Z = 0} est réalisé
< On a obtenu aucun Pile au cours des n premiers lancers
& On a obtenu Face au 1 lancer

ET on a obtenu Face au 2°™¢ lancer

ET on a obtenu Face au n“™€ lancer

& L’événement F; N ... N F, est réalisé

n
Ainsi: {Z=0} = RNFKN---NF, = () F.
=1
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X

On en déduit :

P({Z = 0})

(car les lancers sont

n
- il;ll P(F) indépendants)
. ﬁ (car la piece est
N =1 équilibrée)

Ainsi - P({Z = 0}) = (;)n

sik &[]
L’événément {Z = k} est réalisé
Au cours des n premiers lancers, le premier Pile est apparu au rang k

On a obtenu Face au 1¢ lancer

ET on a obtenu Face au 2°™¢ lancer

ET on a obtenu Face au (k — 1)®™¢ lancer

ET on a obtenu Pile au k™€ lancer

& Llévénement Fy N ... N Frp_1 N P, est réalisé

k—1

Ainsi: {Z=k} = FiNn---NF,_1NP, = (ﬂ FZ> N Py.
i=1

On en déduit : '

k—1
pz=rh = ((NR)nn)
=1
kot (car les lancers sont
- (i:l P(F")> <P i dependants)
_ kill y 1 (car la piéce est
- o\i=12) 2 équilibrée)
1\ 1
— - X —
)

Ainsi : Vk € [1,n], P({Z = k}) = (2>k
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Commentaire

« La premiére étape, qui consiste a déterminer X (§2), revét une grande importance. Elle permet
déja de comprendre si ’on a affaire & une v.a.r. finie ou non. Il n’y parait rien mais cela permet
d’éviter de nombreuses erreurs. Typiquement s’il existe n € N* tel que :

X(©@) = [1n]

alors on peut déja conclure :
x X o¢ B(p) (car dans ce cas on aurait X (Q) = {0,1}).
x X o B(n,p) (car dans ce cas on aurait X (92) = [0,n]).

Comme X est une v.a.r. finie (elle peut prendre seulement n valeurs différentes), on peut
aussi en conclure directement :

x X o G (p) (car dans ce cas on aurait X (2) = N*).
x X ot P (p) (car dans ce cas on aurait X (2) = N).

Evidemment, lister toutes les lois que X ne suit pas, ce n’est toujours pas déterminer la loi
de X. Le but de la manceuvre est simplement d’écarter de commetre une erreur grossiére est
d’entrer correctement dans le sujet.

o Il faut aussi comprendre que si X(Q2) = [1,n], alors :
Vk & [1,n], P({X =k}) =0

Il est de ce fait important, lorsque l'on souhaite déterminer la valeur de IP’( {X = k:}), de
bien préciser I’ensemble d’appartenance de k.

« Enfin, connaitre ’ensemble image X (2) permet aussi d’obtenir un systéme complet d’éveé-
nements, a savoir : ({X =k} )ke[[l .t Cela permet de conclure :

n
S P({X=k}) =1
k=1
et aussi, d’écrire la formule des probabilités totales. Plus précisément, pour tout B € o :

P(B) = kzijlp({xzk} N B)

IV.3. Reconnaitre la loi d’une v.a.r. discréte

Dans les énoncés, il est fréquent que I'on demande de « reconnaitre la loi de la v.a.r. X » ou encore
de « donner la loi de la v.a.r. X et rappeler son espérance ». De telles formulations signifient que la
v.a.r. considérée suit une loi usuelle. Il s’agit alors de démontrer que 'expérience aléatoire exposée dans
I’énoncé est une illustration de 'expérience de référence de la loi usuelle concernée. On part alors de
I'exemple (expérience de I’énoncé / v.a.r. de ’énoncé) pour arriver au général (expérience de référence
/ v.a.r. de référence). Il est important de signaler que ce type de rédaction se déroule en deux temps :

1) description de I'expérience de référence,
(il s’agit de démontrer que 'expérience de l’énoncé entre dans le cadre de l’expérience de référence)

2) description de la v.a.r. de référence.

(il s’agit de démontrer que la v.a.r. de ’énoncé entre dans le cadre de la v.a.r. de référence)
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Exemple

1. Une puce se déplace en faisant des sauts aléatoires sur un axe gradué. Initialement & l'origine, la
puce se déplace a chacun de ses sauts d’une unité vers la droite avec probabilité p € ]0,1[, ou d’une
unité vers la gauche avec probabilité 1 — p. On note Y, le nombre de fois ou elle s’est déplacée vers
la droite entre le premier et le n®™® saut (compris).

Quelle est la loi de Y,, 7

Démonstration.

o L’expérience consiste en la succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme
paramétre de succés p (probabilité que la puce se déplace d’une unité vers la droite).

o La v.a.r. Y, prend pour valeur le nombre de succés de cette expérience.

On en déduit : Y, ~ B (n,p).

Commentaire

o Remarquons tout d’abord que ce qui nous intéresse ici, ce n’est pas le déplacement a proprement
parler de la puce mais uniquement le nombre de fois oul celui-ci s’est fait vers la droite lors des
n premiers sauts.

En particulier, il ne s’agit pas de déterminer la position de la puce. En réalité, si on nomme
X, la position de la puce aprés n sauts, on peut facilement obtenir X,, & partir de Y;, (c’est
généralement la question classique qui suit) :

X, =Y, —(n-Y,) = 2Y,—n

osition de la puce — (nombre de déplacements _ (nombre de déplacements
P P B vers la droite) vers la gauche)

« Insistons sur le fait que 'on n’écrit pas :

L’expérience consiste errune—nfinité-de=déplarements de la puce . ..

Réécrire ’énoncé ne constitue en aucun cas une démonstration. Le but de la démonstration
est de démontrer que le fait qu'un déplacement vers la droite ait lieu ou non constitue une

épreuve de Bernoulli. U

\.

2. Une urne contient des boules blanches en proportion b et vertes en proportion v. Donc 0 < b < 1,
0<wv<letb+wv=1 On effectue des tirages successifs avec remise dans cette urne. On note X
le numéro du tirage ou la premiére boule verte apparait.

Quelle est la loi de X 7

Démonstration.

o L’expérience consiste en la succession d’une infinité d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de
méme paramétre de succés v (probabilité de I'obtention d'une boule verte).

o La v.a.r. X prend pour valeur le rang du premier succés de cette expérience.

On en déduit : X ~ G (v). O
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3. Un péage comporte 10 guichets numérotés de 1 & 10. On suppose que les conducteurs arrivant au
péage choisissent leur file au hasard et indépendamment des autres. On note Z le numéro du guichet
choisi par le 1°* conducteur arrivant au péage.

Quelle est la loi de Z 7

Démonstration.

o L’expérience consiste en un choix effectué de maniére équiprobable parmi 10 issues numérotées
de 1 a 10.

o La v.a.r. Z prend pour valeur le numéro obtenu lors de cette expérience.

On en déduit : Z ~ U([1,10]). 0

IV.4. Verifier: Y P({X=2z})=1

z€X(Q)

Lorsqu’il est demandé de vérifier : Y. P({X =z}) =1, on attend que la démonstration soit faite
zeX ()

par un calcul a 'aide des valeurs déterminées précédemment pour P({X = z}).

Il est fréquent que la formule donnant IP’( {X = m}) dépende de ’ensemble d’appartenance de z. Dans

ce cas, on découpera la somme de maniére adéquate :

> P({X=2}) = ¥ P({X=2})+ ¥ PHX=z})
z€X(Q) € X(Q) z € X(Q)
zel &1
Exemple
On reprend ’exemple précédent.

Verifier : Y. P({Z==z})=1

2€Z(Q)
Démonstration.
On calcule :
>, PH{z=k}) = > P{Z=k})
kEZ(Q) k=0

= P{Z=0))+ ¥ B({Z=k})

k=1
) +3 () (d’apres la question précédente)

1\" N 1-(3)" (car > <> est la somme des termes
- (3) +(5) T =

d’une suite géométrique de raison 3 #1)
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Informations concernant cette semaine de colles

Exercices types

On se reporte au document programme 10 A.pdf pour plus de détails sur la maniére d’aborder un
exercice de probabilités et sur les exercices types sur les variables aléatoires discrétes.
Les compétences attendues cette semaine sont les suivantes :

— savoir décomposer un événement en fonction d’autres événements (qu'’il faut savoir éventuellement
introduire). La rédaction attendue est p

— savoir utiliser le théoréme de la limite monotone dans le cas du calcul de la probabilité d’une réunion
/ intersection infinie d’événements.

— avoir le réflexe de la (sigma)-additivité dans le cas ot I’événement est une réunion d’événements 2
a 2 incompatibles.

— savoir calculer la probabilité d’une intersection d’événements indépendants.

— savoir utiliser la FPC dans le cas du calcul de la probabilité d’'une intersection d’événements qui ne
sont pas indépendants.

— savoir utiliser ’événement contraire pour passer du calcul de la probabilité d’une réunion a un calcul
de la probabilité d’une intersection et inversement.

— connaitre la formule du crible.

— savoir utiliser la FPT (savoir trouver le bon SCE).

— savoir déterminer ’ensemble image d’une v.a.r. (savoir en déduire si la v.a.r. étudiée est discréte).
— savoir déterminer la loi d’une v.a.r. / d’une transformée d’une v.a.r. .

— connaitre les caractéristiques des lois usuelles finies.

— savoir reconnaitre une loi usuelle finie et connaitre la rédaction associée (1) description de I'expé-
rience, 2 description de la v.a.r. 3) conclusion).

Ne sont pas au programme de cette semaine :
x les lois usuelles infinies.
x les calculs d’espérance et de variance qui seront vus dans un chapitre ultérieur.

Les colleurs pourront proposer des exercices d’exploration sur ces thémes mais pas exiger de connais-
sances précises.
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