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Colles

semaine 14 : 12 décembre - 17 décembre

Notations du chapitre
Dans tout ce chapitre, on considére les notations suivantes :

x I désigne un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

« f € K une fonction définie sur I et & valeurs dans K (oit K est R ou C).

x (fn)nen € (KI )N une suite de fonctions définies sur I et a valeurs dans K.

I. Modes de convergence d’une suite de fonctions

I.1. La convergence simple

I.1.a) Définition

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit f € K! une fonction.

si pour tout = € I, la suite (fn(w))neN

Vx €1, nll}l_iI_loo fulz) = f(x)

Ce qui s’écrit a l'aide des quantificateurs :

« On dit que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement sur I vers la fonction f
converge vers f(x). Autrement dit, si :

Veel, Ve >0, dng €N, Vn € N, <n>n0 = ‘fn(m)—f(m)|<s>

ou encore, (avec l’abus de notation «¥n >=ng ») :

Ve el, Ve >0, dng € N, Vn > ny, }fn(x)—f(x)‘ <5>

(fn)-

« Lorsque c’est le cas, on dit que la fonction f (unique) est la limite simple de la suite

Exercice 1
Etudier la convergence simple des fonctions définies, pour tout n € N, par :

1) f. : R, = R 2 f, t Ry - R 3 f, : Ry - R

1 n
x +— — sin(x) o z
n

n
1+ nx
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I.1.b) Propriétés transmises par convergence simple

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit f € K! une fonction.

On suppose que la suite (f,,) converge simplement sur I vers f.

1) Vn € N f, est a valeurs positives = f est a valeurs positives

2) Vn € N f, est croissante sur I = f est croissante sur [

Remarque
On pourra retenir que les propriétés ponctuelles se transmettent par convergence simple :

x signe,
x croissance et décroissance,
x périodicité,

x parité ...

I.1.c) Propriétés non transmises par la convergence simple

Soit (fn)nen € (K])N une suite de fonctions.

Soit f € K! une fonction.

1) Les propriétés de régularité ne sont pas transmises par convergence simple.

f continue

enxg €1

e (fn) converge simplement sur I vers f
e Vn € N, f, continue en zg € 1 }

2) Les propriétés d’interversion ne sont pas forcément vérifiées en cas de convergence simple.

(fn) converge simplement sur . ! . ,
I vers f >< Vo €1, HETOO fu) () = nEI-sI—loo fa(z)

(fn) converge simplement sur _ b B b .
I vers f >< m /a fa(t) dt—/a Jm fa(t) ) di

Remarque

« Il faut faire attention & bien lire ce théoréme. La convergence simple ne suffit pas a la transmission
de certaines propriétés. Si une suite (f,,) de fonctions continues sur I converge simplement sur I vers
une fonction f, on ne peut conclure quant a la continuité de f (elle peut 1’étre ou ne pas ’étre).

« La convergence simple est une convergence point a point (on étudie la limite de f,,(zg) & z¢ fixé).
Il est naturel que ce type de convergence ne permette pas de transmettre des propriétés comme la
continuité. En effet, lorsque 'on doit démontrer la continuité d’une fonction en zg, on s’intéresse a
son comportement & proximité de zg. Plus précisément, il s’agit de faire I’étude dans un voisinage de
xo c’est-a-dire dans un intervalle de la forme [xg — §, 29 + d] avec § > 0. Pour ce type de propriété,
il est nécessaire de disposer d’une convergence plus globale (sur un intervalle entier) que ponctuelle.
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I.2. La convergence uniforme

I.2.a) Définition

Soit (frn)nen € (K])N une suite de fonctions.

Soit f € K! une fonction.

« On dit que la suite (f,,) converge uniformément sur [ vers f si:

Ve >0, 3ng €N, Vn €N, (n>n0 = Veel,

fal@) = f(2)] <)

ou encore (avec l’abus de notation «¥n = ng ») :

Ve >0, dng € N, Vn > ng, Vo € 1,

« Lorsque c’est le cas, on dit que la fonction f (unique) est la limite uniforme de la suite (f,).

I.2.b) Caractérisation de la convergence uniforme a ’aide de la norme infinie

Soit f une fonction bornée sur I.

On appelle norme infinie de f sur I, et on note || f||oo,1 le réel :

7ler = sup (|7(2)])

Remarque

« Rappelons que toute partie £ de R (E C R) qui est & la fois non vide et majorée posséde une
borne supérieure. Par définition, la borne supérieure d’un tel ensemble E est le plus petit de ses
majorants. On note alors indistinctement sup(FE) ou sup « la borne supérieure de E.

zelE

o Par définition, si un ensemble F admet une borne supérieure, alors celle-ci :

x est un majorant de E. Ainsi : Vo € E, x < sup(E).

x est le plus petit des majorants de E. Ainsi : Ve > 0, 3z € E, = > sup(F) — e.

« En particulier, si on considéere E = {|f(z)| | # € I} ou f est une fonction bornée, alors :

v el |f@)] < sw({If@]zeT}) = |fl

« La norme infinie est une norme. Elle vérifie donc les propriétés caractéristiques des normes 4 savoir :
homogénéité / séparation / inégalité triangulaire.

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

Soit f € K! une fonction.

(fn) converge uniformément
sur I vers f

Il existe un rang ng tel que :
Vn = ng, la fonction f, — f est bornée

lim ”fn - f“oo,[ =0

n—-+00
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Exercice 2
x
1. Pour tout n € N*, on pose f,, : € — — e,

Montrer que (fy,) converge uniformément sur R .

1
2. Pour tout n € N*, on pose f,, : ¢+ 22 + —.
n

Montrer que (f,,) converge uniformément sur R mais que f, n’est pas bornée.

A RETENIR

« Attention & bien lire cet énoncé. Si une suite (f,,) converge uniformément sur I vers f alors :
x cela n’implique pas que f est bornée,
x cela n'implique pas que f,, est bornée.

On peut seulement en conclure que, pour n suffisamment grand, les fonctions f, — f sont bornées.

I.2.c) Démontrer en pratique qu’il n’y a pas convergence uniforme

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit f € K! une fonction.

(fn) converge uniformément V(z,) € IV, la suite (’fn(:vn) - f(xn)‘)
1) T = neN
sur [ vers f est de limite nulle
I(z,) € IV, la suite (}fn(xn) - f(xn){) (fn) ne converge pas
2) neN = . .
n'est pas de limite nulle uniformément sur I vers f
Remarque

o On peut démontrer la propriété 1) en revenant a la définition (avec quantificateurs) de la convergence
uniforme, ou en remarquant :

Vn € N,

o Lapropriété 2) est simplement la contraposée de la propriété 1). Elle fournit une méthode permettant
de démontrer qu'une suite de fonctions (f,,) n’est pas uniformément convergente sur I.

Exemple
On considére la suite (f,) définie, pour tout n € N par : f,, : z — z™. Celle-ci :

x converge simplement sur [0, 1] vers f : z — 0.

x ne converge pas uniformément sur [0, 1.

1
En effet, si on note (z,,) la suite de terme général x,, = 1 — —, alors :
n

:<1_1>” — e 140

n n—-+4oo

[fn(@n) = fan)| = | ()" = 0] = ‘ (1_ 1>”

n
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I.2.d) La convergence uniforme implique la convergence simple

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit f € K! une fonction.

vers f vers f

(fn) converge uniformément sur I N (fn) converge simplement sur I

@ La réciproque est fausse en général.

(fn) converge simplement sur >< (fn) converge uniformément
I vers f sur I vers f

I.2.e) Démontrer en pratique de la convergence uniforme : caractérisation séquentielle

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit f € K! une fonction.

(fn) converge uniformément

telle que, il existe un rang ng € N :
sur I vers f

VYn > ng, Ve €1,

1l existe une suite (a,) € RY, de limite nulle,

fn(2) — f(:v)} < an

Exercice 3

—1)k
Pour tout n € N, on note : Sy, : x — Y (=1) .
k=1 r+k

1) Montrer que la suite (S,) converge simplement sur [1, 2] vers une fonction notée S.

& (-1
Par la suite, pour tout n € N, on note : R, : x —

1
z+(n+1)
3) En déduire que la suite (S),) converge uniformément sur [1,2] vers S.

2) Démontrer : Vn € N, Vz € [1,2], | R,(z)| <

I.2.f) Un mode de convergence plus faible qui s’avérera utile dans la suite

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit f € K! une fonction.

sur I vers f [a, b] inclus dans [

(fn) converge uniformément N (fn) converge uniformément tout segment

@ La réciproque est fausse en général.
Par exemple, la suite (f,,) définie pour tout n € N* par f,, : 2 — e n :
x converge uniformément sur tout segment de ]0, +-o00[ vers f.

x ne converge pas uniformément sur |0, 4+-o0].
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I.3. Propriétés préservées par la convergence uniforme

I.3.a) Premiéres propriétés

Soit (fn)nen € (KI )N une suite de fonctions.

Soit f € K! une fonction.

(fn) converge uniformément sur I vers f

1)

Vn € N, f, bornée sur I

} = f bornée sur

2) (fn) converge un?formément sur I vers f R WO\ 1) € R2, (A fo + 11 gn) comverge
e (gn) converge uniformément sur I vers g uniformément sur I vers A f + p g

I.3.b) La continuité est transmise par convergence uniforme

Soit (fn)nen € (KI )N une suite de fonctions.

Soit f € K! une fonction.

e (fn) converge uniformément sur (tout segment de) I vers f

e« Vn € N, f, continue sur [

} = f continue sur [

Démonstration.
Supposons que (f,,) converge uniformément sur I vers f et que pour tout n € N, f,, continue sur I.

Soit a € I. Soit € > 0.
e PourtoutneNetx €1 :

|f(m)—f(a)‘ = ’f(SE)_fn($)+fn(x)_fn(a)+fn(a)_f(a)‘
‘f(x>_fn($)‘+‘fn(x)_fn(aﬂ+‘fn(a)_f(a)‘

(par inégalité
triangulaire)

N

< F = fallsos + [ fal@) = fala@) [+ 1fa = Flloot

e Or (f,) converge uniformément sur I vers f. Ainsi : || f, — flloo.s = 0.
n—-+0o0

€

= *).

S

« De plus, la fonction f,,, est continue sur I et donc continue en a.
Il existe alors § > 0 tel que, pour tout x € [a — J,a + 4] :

([ fno (@) = fro(a)] < g ) (k)

Il existe donc ny € N tel que, pour tout n = ng : || fn — flloo,s <

« Soit x € I. Supposons : |z — a| < §. On obtient :

(@) = f(a)] < If = faolloous + | Fro(€) = fro(@)] + [ fng = Flloo,z
S+ | fro(@) = faoa)| + 5 (d’apres (x) en ng)
3¢ = ¢ (d’apres (%))

On a démontré : Ve >0, 36 >0, Ve € [a —d,a+ 6] N I, |f(x) —f(a)‘ < e
Ainsi, f est continue en a. Comme ceci est valable pour tout a € I, alors f est continue sur 1. O

<

N
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I.4. Théoréme d’interversion de symboles

I.4.a) Théoréme de la double limite

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

Soit f € K! une fonction.

Soit g € I (intervalle I dans lequel on a ajouté ses bornes finies).
Supposons que :

x la suite (f,) converge uniformément sur I vers f.

« il existe une suite (£,) € KN telle que : ¥n € N, lim f,,(z) = £,.

T—TQ
Alors la suite (¢,,) est convergente et : lim f(x) = lim ¢, c’est-a-dire :
T—T0 n—4o00

aggﬁm;h@):nm;(£%%@>

I.4.b) Interversion des symboles limite et intégrale

Soit (a,b) € R? tel que a < b.

Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur le segment [a, b] et & valeurs dans K.
Soit f : [a,b] — K une fonction.

Supposons que :

x pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [a, b],

x la suite (f,) converge uniformément sur [a, b] vers f.

Alors :

lim /ab Fult) dt = /ab lim  fu(t) dt = /ab F(t) dt

n—-4o00 n—-4o00

Démonstration.
Supposons que :

x pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [a, b],

x la suite (f,) converge uniformément sur [a, b] vers f.

b b
On souhaite montrer que la suite ( / fn(t) dt) converge vers / f(t) dt.
Soit n € N. ‘ ‘

/ab £ult) dt—/ab £(#) dt‘ _

(par linéarité de
lintégrale)

Abhw—ﬂwﬂ

(par inégalité
triangulaire)

N

b
/Ih@—ﬂmdt

a

b
< /Hh—ﬂwwwt

< (b_ (1) an - f“oo,[a,b]
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Ainsi :

0 <

b b
[ ma= [ s dt' < (b=a) [fa = flloon

Or :

x 0 — 0,
n—-+o0o

x (b—a) |[fa — fllsc,ja,p) PUisque (fy) converge uniformément sur [a,b] vers f.

Ainsi, par théoréme d’encadrement :

/ab fn(t) dt—/ab ft) dt

b b
Dot : lim /fn(t) dt:/ F(t) dt. O

— 0
n—-+o0o

n——+oo

@ La convergence simple d’une suite (f,) sur [a,b] vers f ne suffit pas si 'on souhaite inter-
vertir les symboles limite et intégrale.

Exemple
o Pour tout n € N par :
n?x six € [0,2]
faiz ¢ —nPz+2n size ]l 2]
0 siz€]2,1]

Représontons graphiquement les premiéres fonctions de la suite (f,,) (ci-dessous pour n = 3 (rouge),
n =4 (vert) et n =5 (bleu) :

012 014 016 018 i
La suite (fy) :
x converge simplement vers la fonction f : x — 0,
x vérifie : Vn € N*| /1 fn(t) dt = 1.
Ainsi : ’
n—-+00 n—-+00 n—-+oo

b b b
lim / fa®)dt = lim 1+#0 :/ f(t) dt :/ lim  f(t) dt

o On peut conclure de cette étude que la suite (f,,) ne converge pas uniformément sur I vers f. Pour
le faire on raisonne par I'absurde. Si (f,,) convergeait uniformément sur I vers f alors 'interversion
de symboles serait licite, ce qui est absurde au vu du calcul précédent.
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I.4.c) Interversion des symboles limite et dérivée

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit f € K! une fonction.
Soit h € K! une fonction.
Supposons :
(i) Régularité
Vn € N, f, est de classe €' sur I,
(#i) Convergence simple
La suite (f,) converge simplement sur I vers f,
(iii) Convergence uniforme
La suite (f],) converge uniformément sur (tout segment de) I vers h.

« la fonction f est de classe €' sur I,

Alors : « ' =h,

Ce que l'on peut retenir sous la forme :

@ On ne peut se passer de la convergence uniforme de la suite (f,).
On trouvera deux contre-exemples dans ’exercice suivant.

Exercice 4

1. Pour tout n € N*, on note f,, la fonction défnie sur [—1,1] par :

1
foix [ — + 22
n

a) Démontrer que (f,,) converge uniformément (donc simplement) sur [—1, 1] vers la fonction valeur

absolue.

b) Démontrer que (f}) ne converge pas uniformément sur [—1, 1].

sin(nx
2. Pour tout n € N*  on note f, : x — Q
n

a) Démontrer que (f,) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

b) Démontrer que (f}) ne converge pas simplement sur R.
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I.4.d) Interversion des symboles limite et dérivation k®™e

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit f € K! une fonction.
Soit k € N* et soit (hi,...,hy) € (Kl)k un k-uplet de fonctions.
Supposons :
(i) Régularité
Vn € N, f, est de classe €* sur I,
(i1) Convergence simple
— La suite (f,) converge simplement sur I vers f,
— Vj € [1,k — 1], la suite (fT(Lj)>neN converge simplement sur I vers h;,

(11) Convergence uniforme

La suite ( f ) ) converge uniformément sur (tout segment de) I vers hy.

« la fonction f est de classe €% sur I,
Alors i e [1,k], f9) = hy.

Ce que l'on peut retenir sous la forme :

(4) _
vj € [1,4], (ngrfw fn) = <nm fn(”>

n—-+400

10
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I.5. Les bons réflexes pour une étude de suite de fonctions

METHODO Plan d’étude d’une suite de fonctions

Pour étudier une suite de fonctions (fy,) sur I, on procédera dans 'ordre suivant.

1) Convergence simple
Pour démontrer la convergence simple sur I de (f,) vers f :

(i) on commence toujours par fixer un élément xg de I : « Soit xg € I ».
(ii) on étudie ensuite la suite numérique ( fn(x)) selon les valeurs de zg, ce qui fournit la fonction

limite simple f.

neN

Cette étape améne généralement & une disjonction de cas, notamment si les fonctions de la suite
(fn) sont définies par cas.
2) Convergence uniforme
Maintenant qu’on a trouvé une fonction limite f candidate & la convergence uniforme (avec 1)), on
pourra démontrer la convergence uniforme de (f,) vers f avec 'une des méthodes suivantes.

(i) on commence par fixer un enter n : « Soit n € N ».

(it) pour tout x € I, on cherche 6, tel que :

x | fal@) = f2)] < 6n
x 0, ne fait pas apparaitre z,

n—-+4o0o

Les deux premiers points permettent de conclure : || fr, — flloo s < dp.

La quantité d,, est un majorant (pas forcément le plus petit) de {|fn(:c) —f(@)] |z e I}.
Quand on peut s’en passer (c’est-a-dire lorsque la recherche de majorant ne nécessite pas d’étude
précise), on ne cherche pas le plus petit des majorants.

Si les techniques de majoration habituelles n’aboutissent pas, on peut chercher la valeur exacte

de sup (‘ fulx) = f (;1:)‘) (en étudiant les variations de f,, — f par exemple).
zel

On pourra conclure quant a la convergence uniforme si : sup (‘ folz) = f (:U)D — 0.
zel n—-+0o00
Remarque
En Pabsence de convergence uniforme sur I (par exemple si les fonctions f,, — f ne sont pas bornées), il
est fréquent d’établir la convergence uniforme sur certaines parties de I, ce qui suffit pour les théorémes
d’interversion. La forme de ces parties dépend de I’exercice considéré (cela peut étre des intervalles du
type [a, 1], [0, a] ou encore [a, +o0[ ...).

METHODO | Démontrer la non convergence uniforme

Pour démontrer qu’'une suite (f,) ne converge pas uniformément sur I vers une fonction f. On pourra
utiliser I'une des méthodes suivantes.

a) On exhibe une suite (z,,) € I telle que la suite (fn(zy) — f(xn))neN
En effet, si (f,,) converge uniformément sur I vers f, alors, pour toute suite (z,) € I :

Vn € Na fn(xn) - f(xn)‘ < an - fHoo,I
D’ou (fy(xn) — f(zn)) tend vers 0.

(on utilise dans ce cas la contraposée de l'implication démontrée)

ne converge pas vers 0.

b) Si, pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur I, alors on peut étudier la régularité de f sur I.
Si f n’est pas continue sur I, alors (f,,) ne converge pas uniformément sur I vers f.
De maniére générale, on peut démontrer qu’'une suite de fonctions ne converge pas uniformément
en remarquant qu’une propriété transmise a f par convergence uniforme (continuité ou interversion
de symboles) n’est pas vérifiée par f.

11
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II. Modes de convergence d’une série de fonctions

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

n
« On appelle série de fonctions de terme général f, la suite (Z [ k) des fonctions
k=0 neN
sommes partielles.

II.1. Convergence simple d’une série de fonctions

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
« On dit que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur I si pour tout x € I,

la série > fn(z) est convergente.

“+o00
« La fonction S:z +— > fn(x) est alors appelée somme de la série de fonctions ) f,. On
n=0

+o00
la note > fn.
n=0

Remarque

o Dans la premiére partie sur les suites, on précisait systématiquement que la convergence simple d’une
suite de fonctions (f,) se faisait sur un intervalle I vers une fonction f. Dans le cas d’une série de

fonctions > f,, si la convergence a lieu, la limite simple est la fonction :
+oo
S:x Y fulx)
n=0

Cette fonction

« Une série de fonctions étant définie comme une suite de fonctions sommes partielles, la convergence

simple conserve les mémes propriétés que dans le cas de suites de fonctions.

I1.2. Convergence uniforme d’une série de fonctions

I1.2.a) Définition

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

n
e On dit que >  f, converge uniformément sur I si la suite (Z fk:) converge
k=0 neN
+00
uniformément sur I vers Y fp.
n=0

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

s e Y. fn converge simplement sur I
n converge

+oo
uniformément sur [ e lim || > filloor = 0
n——+oo k—ndt1 ’

12
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Remarque

Une série de fonctions étant définie comme une suite de fonctions sommes partielles, la convergence
uniforme conserve les mémes propriétés que dans le cas de suites de fonctions. Les théorémes suivants
sont donc tous des corollaires de ceux démontrés pour les suites de fonctions.

I1.2.b) La convergence uniforme implique la convergence simple

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

> fn converge > fn converge
uniformément sur I simplement sur I

I1.2.c) La continuité est transmise par convergence uniforme

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

e Vn € N, f, continue sur 1

. , +00
e > fn converge uniformément = Y f, continue sur I

sur (tout segment de) I n=0

Exercice 5

“+oo xn
1. Démontrer que exp : x — Y - est continue sur R.
n=0 T
+00
2. Démontrer que ( : z +— » — est continue sur |1, +ool.
n=1

I1.2.d) Interversion des symboles ) et limite

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

Soit xg € 1.

Supposons que :

« il existe une suite (£,) € KN telle que : ¥n € N, lim f,,(z) = £,.
T—xQ

x la série > f, converge uniformément sur I.

Alors la série numérique Y £, est convergente et :

+o0 +o0
in £ ) = % (Jim 50)
T—T0 n=0 n=0 T—TQ

Exercice 6

Démontrer : xginoo ((z)=1.

13
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I1.2.e) Interversion des symboles > et intégrale

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

Supposons que :
x Vn € N, la fonction f,, est continue sur [a, b],

x la série > f, converge uniformément sur [a, b].

Alors :
([ 509) = [ (Srou)

Exercice 7
+00 xn

1. Démontrer : Vz € | —1,1], > — = —1In(1 — z).
n=1 N

2. Démontrer, sur un ensemble & préciser :

+00 $2n+1
arctan(z) = 1"
@ = X (V" 5y

I1.2.f) Interversion des symboles ) et dérivée

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Supposons :
(i) Régularité
Vn € N, f, est de classe € sur I
(ii) Convergence simple
La série Y f, converge simplement sur [
(i) Convergence uniforme
La série > fI converge uniformément sur (tout segment de) I.

+oo
Alors la fonction Y f, est de classe €1 sur I et :
n=0

+o00 / +o00o
< Z fn> = Z fn/

Exercice 8

1. Montrer que la fonction ¢ est de classe €’ sur |1, +o0| et :

voellbocl (o) = -5

too (tz)™
2. Soit z € C. On pose g : t — > ( ') . Démontrer que g est de classe € sur R et que pour tout
n=0 T
keN:
g") s 2R et
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I1.2.g) Interversion des symboles Y et dérivée k°™e

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.
Soit k € N*.
Supposons :
(i) Régularité
Vn € N, f, est de classe €% sur I
(ii) Convergence simple
— La série ) f, converge simplement sur
— Vje[l,k—1], la série ) f,Sj) converge simplement sur [
(i) Convergence uniforme
La série Y. f,* converge uniformément sur (tout segment de) I.

+oo
Alors la fonction S f, est de classe €% sur I et :
n=0

+o0o () +oo .
Vj e [1,k], <20 fn> = 5 fu0

n=0

I1.3. Convergence normale d’une série de fonctions

I1.3.a) Définition

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

Supposons que pour tout n € N, la fonction f,, est bornée sur I.

« On dit que la série Y  f, converge normalement sur [ si la série numérique
>~ N fnlloo,r est convergente.

Exercice 9

1. Supposons qu'il existe une suite (ay,) telle que > a, est convergente et :
vneN, Ve el, |fu(z)] < an
Démontrer qu’alors > f, converge normalement sur I.

sin(nx)
n2

2. Démontrer que la série ) converge normalement sur R.

: x"
3. Démontrer que la série ) — converge normalement sur tout segment de R.
n!

15
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I1.3.b) La convergence normale implique la convergence uniforme

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

>~ fn converge normalement N >~ fn converge uniformément
sur [ sur [

@ La réciproque est fausse!
Autrement dit, il existe des séries de fonctions ) f, telles que :

x Y fn converge uniformément sur I

x Y fn ne converge pas normalement sur [

Exemple

_1)n
Lasériez( iy

r+n

x converge uniformément sur [1, 2],
(on la déja démontré dans un exercice précédent)

x ne converge pas normalement sur [1,2].

I1.3.c) Un mode de convergence plus faible qui s’avére utile

Soit (fn)nen € (KI)N une suite de fonctions.

Supposons que »_ f, converge normalement sur /.

Alors, pour tout segment [a,b] inclus dans I, la série Y, f,, converge normalement sur [a, b].

Remarque

« Evidemment, si une série de fonctions > f, converge normalement sur tout segment de I, alors la
série de fonctions ) f,, converge aussi uniformément sur tout segment de I.

o La convergence normale sur tout segment de I est un cadre idéal (qui implique la convergence
uniforme sur tout segment de 7).

@ La réciproque est fausse!
Par exemple, la série Y 2" :

x converge normalement sur tout segment de [0, 1],

x ne converge pas normalement sur [0, 1[.

16
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I1.4. Les bons réflexes pour une étude de série de fonctions

METHODO Plan d’étude d’une série de fonctions

Pour étudier une série de fonctions ) f,, sur I, on procédera (sauf mention contraire de I’énoncé) dans
I’ordre suivant.

1) Convergence simple
Pour démontrer la convergence simple de ) f, sur [ :

(i) on commence toujours par fixer un élement xg de I : « Soit xg € I ».
(ii) on démontre ensuite la convergence de la série numérique » | f,,(zo) selon les valeurs de .
La convergence simple est généralement utilisée pour trouver le domaine de définition de la fonction

+o00o
S :xw— > fr(x). Plus précisément, on cherche pour quelles valeurs de z( la série numérique
k

=0
> fn(xo) est bien définie.

2) Convergence normale
Pour démontrer la convergence normale de ) f, sur I :

(i) on commence toujours par fixer n € N : « Soit n € N ».

(ii) pour tout x € I, on cherche on cherche 4, tel que :
x ‘fn(x)} < Unp,
x U, ne fait pas apparaitre z,
x Y. U, est convergente.

Les deux premiers points permettent de conclure : || fy|loo,r < up.

Le dernier point permet alors de conclure que la série ) || fn|loo,r €st convergente (par théoréme
de comparaison des séries a termes positifs).

La quantité u, est un majorant (pas forcément le plus petit) de {} fn (:1:)| |lxel }

Quand on peut s’en passer (c’est-a-dire lorsque la recherche de majorant ne nécessite pas d’étude
précise), on ne cherche pas le plus petit des majorants.

Si les techniques de majoration habituelles n’aboutissent pas, on peut chercher la valeur exacte

de sup (‘ fn(az)D (en étudiant les variations de la fonction f,).
zel

Il est & noter que la convergence normale est une propriété plus forte que la convergence simple
et la convergence uniforme (en d’autres termes, la convergence normale implique la convergence
simple et la convergence uniforme). En pratique, c’est généralement le mode de convergence dont
on se sert dans les exercices.

Remarque

En Pabsence de convergence normale sur I (par exemple si les fonctions f,, ne sont pas bornées),
il est fréquent d’établir la convergence uniforme sur certaines parties de I, ce qui suffit pour les
théorémes d’interversion. La forme de ces parties dépend de I'exercice considéré (cela peut étre des
intervalles du type [a, 1], [0, a] ou encore [a,+o0] .. .).
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3) Convergence uniforme (en cas d’échec de la convergence normale).

(i) on commence toujours par fixer n € N : « Soit n € N ».

(ii) pour tout x € I, on cherche §, tel que :

+00
> fr(@)

k=n+1

x ‘Rn(:c) ’ = { S(x) — Sp(z) ’ = < oy

x 0n ne fait pas apparaitre z,

X lim 5n::0'
n—+00

Les deux premiers points permettent de conclure : || Ry, [loo, s < .

Le dernier point permet alors de conclure que la suite de fonctions (R,,) converge uniformément
sur I vers la fonction nulle, ce qui démontre que la série Y f,, converge uniformément sur I.

o Le cas de la convergence uniforme est particulierement adapté a ’étude des séries de fonctions
> fn telles que, pour tout z € I, la série numérique » . f,(x) vérifie le critére spécial des séries
alternées. Profitons-en pour présenter une version de ce critére (1égérement) adaptée a I'étude des

séries de fonctions.

N
Soit (fn)nen € (RI ) une suite de fonctions a valeurs réelles.

1. Enoncé du critére spécial des séries alternées

o Vxg €1, fu(xo) est une série alternée

(s’écrit sous la forme Y (—1)" an(zo)

o Vg €1, | fu(xo) | n_>—+>oo 0.

ot (an(wo)) est une suite de signe constant) La série 3 f, converge
N n

o Vxg €1, <|fn(330) |) est décroissante, simplement sur I

k=n+1

(R, (z) est le reste d’ordre n de la série numérique >, fn(x))

+00
> fr(@)

k=n+1

b) Ve e I, Vn €N, | Ry(z)| = [S(z) = Su(z)| =

< | fna(2) |-

2. De plus, si la série de fonction ) f, est une série vérifiant les critéres ci-dessus, alors :

a) Ve € I,Vn e N, R,(z) = S(z) — Sp(z) = JFZO:O fr(x) est du signe de fr11(x).

e Le point 2.b) stipule : Ve € I, Vn € N, | R, (z)| < | fa+1(z) |

Si on démontre que la suite (f,,) converge uniformément sur I vers la fonction nulle (c’est-a-dire

qu’il existe une suite (d,) de limite nulle telle que : Vo € I, Vn € N, | f41(2) |

< 6y) alors

on peut en conclure que la suite de fonctions (R,,) converge uniformément sur I vers la fonction
nulle (et donc que la série ) f,, converge uniformément sur I). C’est méme une équivalence.

N
Soit (frn)nen € (]RI ) une suite de fonctions a valeurs réelles.

série qui vérifie les hypothéses du critére spécial des séries alternées.

On suppose que, pour tout = € I, la série numérique »_ f,(x) est une

> fn converge N (fn) converge uniformément sur [
uniformément sur [ vers la fonction nulle
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o Il est & noter que les propriétés 2.a) et 2.b) sont vérifiées pour n = 0, ce qui permet de conclure
que pour tout x € I :

§% fule) est dusigne de fi(z) et < @)
k=1

+o0o
> fr(z)
k=1

« Enfin, soulignons que cette méthode peut étre utilisée pour démontrer la convergence uniforme
sur I de la série de fonctions ) f;. (pour peu que cette série vérifie les conditions d’application),

ce qui est un des critéres pour démontrer que la fonction S est de classe €. Grace au point
“+o0o

précédent, on peut alors conclure que, pour tout € I, >~ fi(x) est du signe de f{(z), ce qui
k=1

permet de faire I’étude des variations de la fonction S.

METHODO | Démontrer la non convergence uniforme / normale

De maniére générale, on peut démontrer qu'une série de fonctions ne converge pas uniformément en
remarquant qu’une propriété transmise a f par convergence uniforme (continuité ou interversion de
symboles) n’est pas vérifiée.
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Informations concernant cette semaine de colles

Exercices types

Les compétences attendues cette semaine sont les suivantes :

savoir écrire les propriétés quantifiées de convergence simple et convergence uniforme d’une suite de
fonctions.

savoir démontrer qu’une suite de fonctions converge simplement sur un intervalle I.
savoir démontrer qu’une suite de fonctions converge uniformément sur un intervalle I.
savoir démontrer qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformément sur un intervalle I :
x en exhibant une suite (z,,) € IV telle que | fn(2n) — f(zn)| -~ 0.
n——+00
x remarquant qu’'une propriété transmise a f par convergence uniforme (continuité ou interversion
de symboles) n’est pas vérifiée par f.
connaitre les hypothéses précises des théorémes d’interversion pour une suite de fonctions.
connaitre les définitions de convergence simple / uniforme /normale d’une série de fonctions.
savoir démontrer qu’une série de fonctions converge simplement sur un intervalle I.
savoir démontrer qu’une série de fonctions converge uniformément sur un intervalle I.
savoir démontrer qu’une série de fonctions converge normalement sur un intervalle I.

savoir démontrer qu’'une série de fonctions ne converge pas uniformément sur un intervalle I en
remarquant qu’une propriété transmise a la somme par convergence uniforme (continuité ou inter-
version de symboles) n’est pas vérifiée.

connaitre les hypothéses précises des théorémes d’interversion.
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