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Colles
semaine 20 : 06 février - 11 février

I. Fonctions de deux variables réelles

I.1. Fonctions de deux variables et applications partielles

• On appelle fonction réelle de deux variables à valeurs dans K toute fonction f
définie sur une partie de R2 et à valeurs dans K.

f : R× R → K
(x, y) 7→ f(x, y)

• L’ensemble des éléments (x, y) ∈ R2 en lesquels la fonction est f est définie est appelé
ensemble de définition de f et est noté Df .

• Dans ce chapitre, la première variable sera généralement désigné par la notation x et la
seconde par la notation t.

• On appelle applications partielles de f en le point (x0, t0) ∈ R× R les deux fonctions
obtenues à partir de f en fixant l’une ou l’autre des variables.
Plus précisément, f admet deux applications partielles en (x0, t0).

f(., t0) : x 7→ f(x, t0) et f(x0, .) : t 7→ f(x0, t)

• Ainsi, les applications partielles f(., t0) et f(x0, .) sont des fonctions réelles d’une variable
réelle : R → R.

I.2. Dérivées partielles en un point

Soient A et I deux intervalles de R non vides et non réduits à un point.

Soit f : A× I → K une fonction de deux variables réelles définie sur A× I.

Soit (x0, t0) ∈ A× I.

• Lorsque, l’application partielle f(., t0) : x 7→ f(x, t0) est dérivable en x0, on dit que f
admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport à la première variable (x) en

(x0, t0). On note alors
∂f

∂x
(x0, t0) cette dérivée.

∂f

∂x
(x0, t0) = lim

x→x0

f(x, t0)− f(x0, t0)

x− x0
= lim

h→0

f(x0 + h, t0)− f(x0, t0)

h

• Lorsque l’application partielle f(x0, .) est dérivable en t0, on dit que f admet une
dérivée partielle d’ordre 1 par rapport à la deuxième variable (t) en (x0, t0).

On note alors
∂f

∂t
(x0, t0) cette dérivée.

∂f

∂t
(x0, t0) = lim

t→t0

f(x0, t)− f(x0, t0)

t− t0
= lim

h→0

f(x0, t0 + h)− f(x0, t0)

h
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I.3. Fonctions dérivées partielles

Soient A et I deux intervalles de R non vides et non réduits à un point.

Soit f : A× I → K une fonction de deux variables réelles définie sur A× I.

• On appelle fonction dérivée partielle de la fonction f par rapport à la variable x, et on

note
∂f

∂x
, la fonction de deux variables réelles suivante :

∂f

∂x
: A× I → K

(x, t) 7→ ∂f

∂x
(x, t)

• On appelle fonction dérivée partielle de la fonction f par rapport à la variable t, et on

note
∂f

∂t
, la fonction de deux variables réelles suivante :

∂f

∂t
: A× I → K

(x, t) 7→ ∂f

∂t
(x, t)

II. Suites et séries de fonctions intégrables (retour)

II.1. Théorème de convergence dominée

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit à un point.

Soit (fn)n∈N ∈
(
KI
)N une suite de fonctions.

Soit f ∈ KI une fonction.

Supposons :

(i) Bonne définition de l’intégrale par domination(
Continuité par morceaux :
∀n ∈ N, la fonction fn est continue (par morceaux) sur I

)
Domination :
Il existe une fonction φ intégrable sur I telle que :

∀n ∈ N, ∀ t ∈ I, | fn(t) | ⩽ φ(t)

(ii) Convergence simple sur I

La suite (fn) converge simplement sur I vers f
(et f est une fonction continue par morceaux)

Alors
× ∀n ∈ N, la fonction fn est intégrable sur I,

× la fonction f est intégrable sur I. .

De plus :
∫
I
fn(t) dt −→

n→+∞

∫
I
f(t) dt
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Remarque
• Il est précisé dans le programme officiel que, « pour l’application pratique de ces énoncés, on vérifie les

hypothèses de convergence simple et de domination sans expliciter celles relatives à la continuité par
morceaux ». On se permet donc, dans ce cours, de placer entre parenthèses les hypothèses relatives
à la continuité par morceaux.

• Rappelons qu’on dit qu’une fonction f est intégrable sur I = | c, d | si :
× f est continue par morceaux sur I

× l’intégrale
∫ d

c
f(t) dt est absolument convergente

• Dans le chapitre sur les suites et séries de fonctions, on a vu le théorème d’interversion de symboles
suivant :

Soit (fn) une suite de fonctions définies sur [a, b] et à valeurs dans K.

Soit f une fonction définie sur [a, b] et à valeurs dans K.

Supposons :

× ∀n ∈ N, la fonction fn est continue sur [a, b],

× la suite (fn) converge uniformément sur [a, b] vers f .

Alors :

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(t) dt =

∫ b

a
lim

n→+∞
fn(t) dt =

∫ b

a
f(t) dt

Il est alors légitime de se poser la question du théorème à utiliser en pratique. Remarquons tout
d’abord que le théorème d’interversion par hypothèse de convergence uniforme ne s’applique que
dans le cas d’intégrales sur un segment. Ainsi :
× dans le cas d’une intégrale généralisée, on raisonnera exclusivement à l’aide du théorème de conver-

gence domminée.
× dans le cas d’une intégrale sur un segment, le contexte de l’exercice peut amener à utiliser l’un ou

l’autre des énoncés.
• Pour compléter le dernier point, il faut aussi remarquer que le théorème de convergence dominée

présente des hypothèses très faibles. En réalité, on peut démontrer que si le théorème d’interversion
par convergence uniforme s’applique, alors le théorème de convergence dominée s’applique. En effet,
si l’on suppose que la suite (fn) converge uniformément sur un segment [a, b] vers une fonction f
alors :

∀t ∈ [a, b], |fn(t)| =
∣∣ (fn(t)− f(t)

)
+ f(t)

∣∣
⩽ ∥fn − f∥∞,[a,b] + ∥f∥∞,[a,b]

Or : ∥fn − f∥∞,[a,b] −→
n→+∞

0.
On en déduit qu’il existe un rang n0 ∈ N tel que :

∀n ⩾ n0, ∥fn − f∥∞,[a,b] ⩽ 1

Il suffit alors de considérer la fonction φ : t 7→ 1 + ∥f∥∞,[a,b] qui est intégrable sur le segment [a, b]
car constante.

• Finalement :

L’interversion par convergence
uniforme s’applique ⇒ L’interversion par convergence

dominée s’applique

L’interversion par convergence
uniforme ne s’applique pas ⇐ L’interversion par convergence

dominée ne s’applique pas
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À RETENIR

• Dans le cas d’une intégrale généralisée, on travaillera exclusivement à l’aide du théorème de conver-
gence dominée.

• Dans le cas d’une intégrale sur un segment, le contexte doit guider le choix du théorème.
• Les hypothèses du théorème de convergence dominée sont les moins exigeantes.

Exercice 1
Déterminer les limites des suites (In) dont le terme général est :

1. In =

∫ +∞

0

dx

xn + ex
2. In =

∫ 1

0

dt

1 + tn
3. In =

∫ 1

0
e

n−1
n

x dx

Démonstration.
1. On est ici dans le cas d’un intervalle d’intégation non borné (]0,+∞[). La seule possibilité qui nous

est offerte est d’utiliser le théorème de convergence dominée.
Pour tout n ∈ N, on note :

fn : x 7→ 1

xn + ex
(i) Tout d’abord :

∀n ∈ N, ∀x ∈ ]0,+∞[, | fn(x) | =

∣∣∣∣ 1

xn + ex

∣∣∣∣ =
1

xn + ex
⩽

1

ex

De plus la fonction x 7→ e−x est intégrable sur ]0,+∞[.
(ce qui démontre au passage que la fonction fn est intégrable sur ]0,+∞[)

(ii) Soit x0 ∈ ]0,+∞[. Trois cas se présentent.
× Si x0 ∈ ]0, 1[ alors x0

n −→
n→+∞

0.

fn(x0) =
1

x0n + ex0
−→

n→+∞

1

ex0

× Si x0 = 1 :

fn(1) =
1

1n + e1
=

1

1 + e1
−→

n→+∞

1

1 + e1

× Si x0 > 1 alors x0
n −→

n→+∞
+∞.

fn(x0) =
1

x0n + ex0
−→

n→+∞
0

On en déduit que la suite (fn) converge simplement sur [0,+∞[ vers la fonction f :

f : x 7→


e−x si x ∈ ]0, 1[

1

1 + e1
si x = 1

0 si x > 1

]0,+∞[ → R

On en déduit, par le théorème de convergence dominée, que la fonction f est intégrable sur ]0,+∞[.
De plus :

lim
n→+∞

∫ +∞

0
fn(x) dx =

∫ +∞

0

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
dx

=

∫ +∞

0
f(x) dx

=

∫ 1

0
e−x dx =

[
−e−x

]1
0

= 1− e−1
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2. On est ici dans le cas d’un intervalle borné (]0, 1[). On ne peut donc pas écarter la possibilité de
l’utilisation du théorème d’interversion par hypothèse de convergence uniforme.
Pour tout n ∈ N, on note :

fn : t 7→ 1

1 + tn

(i) Tout d’abord :

∀n ∈ N, ∀t ∈ ]0, 1[,

∣∣∣∣ 1

1 + tn

∣∣∣∣ =
1

1 + tn
⩽

1

1
= 1

De plus, la fonction t 7→ 1 est intégrable sur ]0, 1[.
(ce qui démontre au passage que la fonction fn est intégrable sur ]0, 1[)

(ii) Soit t0 ∈ ]0, 1[. Comme t0
n −→

n→+∞
0 alors :

| fn(t0) | =

∣∣∣∣ 1

1 + t0n

∣∣∣∣ −→
n→+∞

1

1
= 1

On en déduit que la suite (fn) converge simplement sur ]0, 1[ vers la fonction f : t 7→ 1.

On en déduit, par le théorème de convergence dominée, que la fonction f est intégrable sur ]0, 1[.
De plus :

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(t) dt =

∫ 1

0

(
lim

n→+∞
fn(t)

)
dt

=

∫ 1

0
f(t) dt

=

∫ 1

0
1 dt = 1

• Dans les exemples 1. et 2., on a travaillé sur des intervalles ouverts (sur ]0,+∞[ et pas [0,+∞[
dans l’exemple 1. et sur ]0, 1[ et pas [0, 1] dans l’exemple 2.). On se permet d’agir ainsi car le
théorème convergence dominée peut être utilisé sur n’importe quel type d’intervalles. L’idée
est donc de privilégier l’intervalle qui donne lieu à la démonstration la plus simple.

• Pour cette question, l’intervalle (]0, 1[) est borné. Mieux : les fonctions de la suite (fn) sont
continues sur [0, 1]. On peut donc envisager d’utiliser le théorème d’interversion avec hypothèse
de convergence uniforme. Cependant, on peut démontrer que la suite (fn) ne converge pas
uniformément vers f . Pour ce faire, on peut procéder de deux manières différentes.

× On exhibe une suite (xn) ∈ IN telle que la suite
(
fn(xn)−f(xn)

)
n∈N ne converge pas vers 0.

En effet, si (fn) converge uniformément sur I vers f , alors, pour toute suite (xn) ∈ IN :

∀n ∈ N,
∣∣fn(xn)− f(xn)

∣∣ ⩽ ∥fn − f∥∞,I

D’où
(
fn(xn)− f(xn)

)
tend vers 0.

Dans l’exemple ci-dessus, on peut considérer la suite (xn) de terme général xn = 1− 1
n (on se

rapproche du « point problématique » tout en restant dans l’intervalle [0, 1]) et remarquer :∣∣∣∣ fn(1− 1

n

)
− f

(
1− 1

n

) ∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

1 +
(
1− 1

n

)n − 0

∣∣∣∣∣ −→
n→+∞

1

1 + e−1
̸= 0

Commentaire
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× On procède par l’absurde. Plus précisément, on suppose que la suite (fn) converge unifor-
mément sur [0, 1] vers f et on démontre alors qu’on aboutit à une contradiction. Pour cela
on peut exploiter le résultat suivant.

• ∀n ∈ N, fn continue sur I

• (fn) CU sur I vers f

}
⇒ f continue sur I

Écrivons la rédaction attendue.
On procède par l’absurde.
On suppose que la suite (fn) converge uniformément sur [0, 1] vers f .
Or, les fonctions de la suite (fn) sont continues sur [0, 1].
On en déduit donc que la fonction f est continue sur [0, 1]. Absurde !

Commentaire

3. On est ici dans le cas d’un intervalle borné (]0, 1[). On ne peut donc pas écarter la possibilité de
l’utilisation du théorème d’interversion par hypothèse de convergence uniforme.
Pour tout n ∈ N∗, on note :

fn : x 7→ e
n−1
n

x

(i) Tout d’abord :
∀n ∈ N∗, ∀x ∈ ]0, 1[,

∣∣∣ en−1
n

x
∣∣∣ ⩽ 1

De plus, la fonction t 7→ 1 est intégrable sur ]0, 1[.
(ce qui démontre au passage que la fonction fn est intégrable sur ]0, 1[)

(ii) Soit x0 ∈ ]0, 1[. Comme
n− 1

n
−→

n→+∞
1 alors :

fn(x0) = e
n−1
n

x0 −→
n→+∞

ex0

On en déduit que la suite (fn) converge simplement sur ]0, 1[ vers la fonction f : x 7→ ex.
On en déduit, par le théorème de convergence dominée, que la fonction f est intégrable sur ]0, 1[.
De plus :

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
dx

=

∫ 1

0
f(x) dx =

∫ 1

0
ex dx = e1 − 1

• Pour cette question, l’intervalle (]0, 1[) est borné. Mieux : les fonctions de la suite (fn) sont continues
sur [0, 1]. On peut donc envisager d’utiliser le théorème d’interversion avec hypothèse de convergence
uniforme. Détaillons la rédaction dans ce cas.

• × ∀n ∈ N∗, la fonction fn est continue sur [0, 1]

× La suite (fn) converge uniformément vers f : x 7→ ex sur [0, 1]. En effet, pour tout n ∈ N∗ :

∀x ∈ [0, 1], | fn(x)− f(x) | =
∣∣∣ en−1

n
x − ex

∣∣∣
⩽ e1 ×

∣∣∣∣ n− 1

n
x− x

∣∣∣∣ (par théorème des accroissements finis,
la fonction exp étant dérivable et de
dérivée bornée par e1 sur [0, 1])

= e1
x

n
⩽

e1

n

Commentaire
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On en déduit : ∀n ∈ N∗, 0 ⩽ ∥fn − f∥∞,[0,1] ⩽
e1

n
.

Or :

× 0 −→
n→+∞

0

×
e1

n
−→

n→+∞
0

Ainsi, par théorème d’encadrement : lim
n→+∞

∥fn − f∥∞,[0,1] = 0.

On en déduit, par le théorème d’interversion :

lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
dx =

∫ 1

0
f(x) dx =

∫ 1

0
ex dx = e1 − 1

Commentaire

II.2. Théorème d’intégration terme à terme

II.2.a) Énoncé du théorème

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit à un point.

Soit (fn)n∈N ∈
(
KI
)N une suite de fonctions.

Supposons :

(i) Bonne définition des intégrales par intégrabilité(
Continuité par morceaux :
∀n ∈ N, les fonctions fn et S sont continues (par morceaux) sur I

)
Intégrabilité :
∀n ∈ N, la fonction fn est intégrable sur I

(ii) Bonne définition de la somme d’intégrales

La série numérique
∑ ∫

I
| fn(t) | dt converge

(iii) Convergence simple
La série

∑
fn converge simplement sur I (on note S ∈ KI sa somme)

Alors la fonction somme
+∞∑
n=0

fn est intégrable sur I. De plus :

∫
I

(
+∞∑
n=0

fn(t)

)
dt =

+∞∑
n=0

(∫
I
fn(t) dt

)

7
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Remarque

• Dans les chapitres sur les suites et séries de fonctions, on a vu le théorème d’interversion de symboles
suivant :

Soit (fn)n∈N ∈
(
KI
)N une suite de fonctions.

Supposons que :

× ∀n ∈ N, la fonction fn est continue sur [a, b],

× la série
∑

fn converge uniformément sur [a, b].

Alors :

+∞∑
n=0

(∫ b

a
fn(t) dt

)
=

∫ b

a

(
+∞∑
n=0

fn(t) dt

)
dt

• Il est, là aussi, légitime de se poser la question du théorème à utiliser en pratique. La remarque
précédente s’applique :
× dans le cas d’une intégrale généralisée, on raisonnera exclusivement à l’aide du théorème d’inté-

gration terme à terme.
× dans le cas d’une intégrale sur un segment, le contexte de l’exercice peut amener à utiliser l’un ou

l’autre des énoncés.

• Dans le cas où la série numérique
∑ ∫

I
| fn(t) | dt diverge, on ne peut appliquer le théorème

d’intégration terme à terme. On pourra alors tenter d’appliquer le théorème de convergence dominée
à la suite (Sn) des sommes partielles associée à la série de fonctions

∑
fn. On obtient le théorème

suivant :

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit à un point.

Soit (fn)n∈N ∈
(
KI
)N une suite de fonctions.

Supposons :

(i) Bonne définition de l’intégrale par domination(
Continuité par morceaux :
∀n ∈ N, la fonction Sn est continue (par morceaux) sur I

)
Domination :
Il existe une fonction φ intégrable sur I telle que :

∀n ∈ N, ∀ t ∈ I, |Sn(t) | ⩽ φ(t)

(ii) Convergence simple sur I

La série
∑

fn converge simplement sur I
(et sa somme S est une fonction continue par morceaux)

Alors
× ∀n ∈ N, la fonction Sn est intégrable sur I,

× la fonction S =
+∞∑
n=0

fn est intégrable sur I.

De plus :
∫
I
Sn(t) dt −→

n→+∞

∫
I
S(t) dt =

∫
I

(
+∞∑
n=0

fn(t)

)
dt

8
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II.2.b) Exemples d’utilisation du théorème

Exercice 2

1. Pour tout n ∈ N∗, on note fn : t 7→ (−1)n−1

n
e−nt.

Démontrer :
∫ +∞

0

(
+∞∑
n=1

fn(t)

)
dt =

+∞∑
n=1

(∫ +∞

0
fn(t) dt

)
.

2. Pour tout n ∈ N∗, on note fn : t 7→ ln(t)

tn ln(n)
.

Démontrer :
∫ +∞

1

(
+∞∑
n=1

fn(t)

)
dt =

+∞∑
n=1

(∫ +∞

1
fn(t) dt

)
.

II.2.c) Exemples d’utilisation du théorème dans le cas où la somme n’est pas explicitée

Exercice 3

1. Démontrer :
∫ +∞

0

t

et − 1
dt =

+∞∑
n=1

1

n2
.

2. Démontrer :
∫ 1

0

ln(t)

1− t2
dt = −

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

Démonstration. (indications)

1. Il faut écrire :
1

et − 1
=

1

et
(
1− e−t

) =
1

et
+∞∑
k=0

(
e−t
)k

(pourquoi cett écriture est-elle valide ? pour quelles valeurs de t ?)

2. Il faut écrire :
1

1− t2
=

+∞∑
k=0

(
t2
)k

(pourquoi cett écriture est-elle valide ? pour quelles valeurs de t ?)

II.2.d) Exemples de cas où le théorème d’intégration terme à terme ne s’applique pas
mais où on peut appliquer le théorème de convergence dominée à la suite (Sn)
pour conclure

Dans ces deux exemples, la série numérique
∑ ∫

I
| fn(t) | dt diverge. On ne peut donc appliquer le

théorème d’intégration terme à terme et on se reporte au théorème de convergence dominée que l’on
tente d’appliquer à la suite (Sn) des sommes partielles associée à la série

∑
fn.

Exercice 4
On étudie dans cet exercice deux cas où le théorème de convergence dominée ne s’applique pas.

1. Soit a > 0.
Pour tout n ∈ N∗, on note fn : t 7→ (−1)n tn+a.

Démontrer :
∫ 1

0

(
+∞∑
n=1

fn(t)

)
dt =

+∞∑
n=1

(∫ 1

0
fn(t) dt

)
.

2. Soit a > 0.
Pour tout n ∈ N∗, on note fn : t 7→ (−1)n tan.

Démontrer :
∫ 1

0

(
+∞∑
n=0

fn(t)

)
dt =

+∞∑
n=0

(∫ 1

0
fn(t) dt

)
.
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III. Intégrales à paramètre

III.1. Définition

Soient A et J deux intervalles de R non vides et non réduits à un point.

Soit f : A× J → K une fonction de deux variables réelles définie sur A× J .

• On appelle intégrale à paramètre toute fonction F définie par une formule de type :

F : A → K

x 7→
∫
J

f(x, t) dt

III.2. Théorème de convergence dominée à paramètre continu

Soit A un intervalle de R non vide et non réduit à un point.

Soit (fn)n∈N ∈
(
KA
)N une suite de fonctions.

Soit f ∈ KA une fonction.

Supposons :

(i) Bonne définition de l’intégrale par domination(
Continuité par morceaux :
∀x ∈ A, la fonction partielle t 7→ f(x, t) est continue (par morceaux) sur I

)
Domination :
Il existe une fonction φ intégrable sur I telle que :

∀ (x, t) ∈ A× I, |f(x, t)| ⩽ φ(t)

(ii) Existe d’une focntion limite sur I

Il existe une fonction ℓ : I → K telle que :

∀t ∈ I, lim
x→a

f(x, t) = ℓ(t)

(et ℓ est une fonction continue par morceaux sur I)

Alors ℓ est intégrable sur I et : ∫
I
f(x, t) dt −→

x→a

∫
I
ℓ(t) dt

(
ou encore : lim

x→a

∫
I
f(x, t) dt =

∫
I

lim
x→a

f(x, t) dt =

∫
I
ℓ(t) dt

)
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III.3. Régularité des intégrales à paramètre

III.3.a) Continuité des intégrales à paramètre

Soient A et I deux intervalles de R non vides et non réduits à un point.

Soit a une borne de l’intervalle A.

Soit f : A× I → K une fonction de deux variables réelles définie sur A× I.

Pour plus de lisibilité, on note I = |c, d|.
Supposons :

(i) Bonne définition de l’intégrale (hypothèse « en t »)(
Continuité par morceaux :
∀x ∈ A, la fonction partielle t 7→ f(x, t) est continue (par morceaux) sur I

)
Domination :
Il existe une fonction φ intégrable sur I telle que : ∀ (x, t) ∈ A× I, |f(x, t)| ⩽ φ(t)

(ii) Régularité (« en x »)
∀t ∈ I, la fonction partielle x 7→ f(x, t) est continue sur A

Alors la fonction F : x 7→
∫ d

c
f(x, t) dt est

× bien définie sur A.

× continue sur A.

III.3.b) Dérivabilité des intégrales à paramètre

Soient A et I deux intervalles de R non vides et non réduits à un point.

Soit f : A× I → K une fonction de deux variables réelles définie sur A× I.

Pour plus de lisibilité, on note I = |c, d|.
Supposons :

(i) Bonne définition des intégrales (hypothèse « en t ») Continuité par morceaux :

∀x ∈ A, la fonction partielle t 7→ ∂f

∂x
(x, t) est continue (par morceaux) sur I


Intégrabilité :
∀x ∈ A, la fonction partielle t 7→ f(x, t) est intégrable sur I

Domination :

Il existe une fonction φ intégrable sur I telle que : ∀ (x, t) ∈ A× I,

∣∣∣∣ ∂f∂x (x, t)
∣∣∣∣ ⩽ φ(t)

(ii) Régularité (« en x »)
∀t ∈ I, la fonction partielle x 7→ f(x, t) est de classe C 1 sur A

Alors la fonction F : x 7→
∫ d

c
f(x, t) dt est

× bien définie sur A.

× de classe C 1 sur A.

De plus : ∀x ∈ A, F ′(x) =

∫ d

c

∂f

∂x
(x, t) dt

11
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III.3.c) Classe C k des intégrales à paramètre

Soient A et I deux intervalles de R non vides et non réduits à un point.

Soit f : A× I → K une fonction de deux variables réelles définie sur A× I.

Pour plus de lisibilité, on note I = |c, d|.
Supposons :

(i) Bonne définition des intégrales (hypothèse « en t ») Continuité par morceaux :

∀x ∈ A, la fonction partielle t 7→ ∂kf

∂xk
(x, t) est continue (par morceaux) sur I


Intégrabilité :

∀x ∈ A, ∀j ∈ J0, k − 1K, la fonction t 7→ ∂jf

∂xj
(x, t) est intégrable sur I

Domination :
Il existe une fonction φ intégrable sur I telle que :

∀ (x, t) ∈ A× I,

∣∣∣∣ ∂kf

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣ ⩽ φ(t)

(ii) Régularité (« en x »)
∀t ∈ I, la fonction partielle x 7→ f(x, t) est de classe C k sur A

Alors la fonction F : x 7→
∫ d

c
f(x, t) dt est

× bien définie sur A.

× de classe C k sur A.

De plus : ∀x ∈ A,∀j ∈ J0, k − 1K, F (j)(x) =

∫ d

c

∂jf

∂xj
(x, t) dt

Remarque

• Il est précisé dans le programme officiel « En pratique, on vérifie l’hypothèse de domination sur tout
segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés à la situation ». Cette remarque est valide pour les
trois théorèmes de régularité des intégrales à paramètre.

• Ce dernier théorème peut être utilisé pour démontrer qu’une fonction F définie par une intégrale à
paramètre est de classe C∞. Pour ce faire, on démontre que la fonction F est de classe C k et ce pour
tout k ∈ N∗. Les hypothèses deviennent alors :

(i) Intégrabilité :

∀x ∈ A, ∀j ∈ N∗, la fonction t 7→ ∂jf

∂xj
(x, t) est intégrable sur I

Domination :
Il existe une fonction φ intégrable sur I telle que, pour tout j ∈ N∗ :

∀ (x, t) ∈ A× I,

∣∣∣∣ ∂jf

∂xj
(x, t)

∣∣∣∣ ⩽ φ(t)

(ii) Régularité (« en x »)
∀t ∈ I, la fonction partielle x 7→ f(x, t) est de classe C∞ sur A

12
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Informations concernant cette semaine de colles

Questions de cours

1) Énoncé et démonstration de l’inégalité de Markov.

2) Énoncé et démonstration de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

3) Énoncé et démonstration de la loi faible des grands nombres.

4) Énoncé et démonstration de la stabilité des lois usuelles.

Exercices types

Les compétences attendues cette semaine sont les suivantes :

− savoir utiliser le théorème de convergence dominée.

− savoir utiliser le théorème d’intégration terme à terme.

− savoir repérer quand le théorème d’intégration terme à terme ne s’applique pas et tenter alors
d’appliquer le théorème de convergence dominée à la suite de fonctions (Sn).

− connaître les théorèmes de régularité des intégrales à paramètre et savoir les utiliser.
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