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Intégrales & parameétre

Exercices d'illustration (préparation des colles)

I. Exercice(s) corrigé(s)

Exercice 1

1.

x on note h : (z,t) —

x pour tout tg € |0, 4o00[, on note : h;
Soit zg € 10, +o0].

o X VtG[O,—i-O0,0 §

Commentaire

e Si f:R — R est une fonction, rappelons :

too gt
Soit f :x — / dt.
0

1+t

Démontrer que f est définie sur |0, +ool.

Démonstration.
Dans toute la suite :

—xt

(6]
14+t2°

x pour tout zg € ]0,+oo], on note : h, :t+— h(zg,t).

o - T h(z,to).

« La fonction h,, est continue sur [0, 4-00].

—xot

+oo
Ainsi, l'intégrale / e dt est impropre seulement en +oc.
0

e~ %o t

1412 < el

—+00 —xot
lintégrale / e dt est (absolument) convergente.
0

Ainsi, pour tout zg € |0, +o0o[, la quantité f(xg) est bien définie.

+00
x L’intégrale / e~ %0t dt est convergente en tant qu’intégrale de référence de paramétre zg > 0.
0

Ainsi, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

La fonction f est définie sur I'intervalle I

< Pour tout = € I, la quantité f(z) est définie

Afin de pouvoir comprendre cette définition, il faut étre capable de faire la distinction
entre la notion de fonction f (c’est un mécanisme d’association qui est souvent représenté
a l'aide d’une fleche —) et une quantité dépendant de x notée f(x). Sans compréhension

correcte des objets manipulés, une démonstration ne peut étre comprise.
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Commentaire \

« Dire que la quantité f(z) est bien définie c’est dire qu’on peut évaluer f au point x.
Dans les cas ou f est donnée par une expression algébrique simple, il est souvent aisé de
déterminer un ensemble sur lequel une fonction est bien définie. Par exemple :

x la fonction x — /x est définie sur [0, +-o00[ car pour tout = € [0,4o00[, la quantité /=
est bien définie.

% la fonction x —

1
est définie sur | — oo, 1].
— ] [
1
En effet, la quantité
d V-2
» la quantité /1 — x est bien définie.
Clest lecassil —x > 0, c’est-a-dire x < 1.

» V1I—-2#0.0r:y/1-z=0<& 1—-2=0 < z=1.

« Dans l'exercice, 'objet f(x) est une intégrale.
On dit d’une intégrale qu’elle est bien définie si :

est bien définie si :

x il s’agit d’une intégrale sur un SEGMENT d’une fonction continue sur ce segment.
x il s’agit d’une intégrale impropre qui est convergente.

Dans les deux cas, on est amené a considérer 'intégrande et & déterminer sa régularité. La
encore, il faudra faire attention aux objets manipulés. En aucun cas, il ne faut confondre
intégrande (la fonction intégrée) et intégrale. En particulier, dire qu'une « fonction est
convergente » ou dire qu'une « fonction est impropre » n’a aucun sens.

2. Démontrer que la fonction f est de classe € sur ]0, +ool.

Démonstration.
(i) | Caractére € - étude «en x »
—tx
« Pour tout ¢ € [0, +o0[, la fonction h; : x — TIe est de classe € sur |0, +oo].
« De plus, pour tout x € |0, 4o00] :
—tx
W(x) = —t =
hy(z) 1+1¢2
(it) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »
o Intégrabilité (sans forcément dominer)
—tx
(0). Pour tout x € |0, +o0[, la fonction ¢ — ﬁéo)(t) = 1e+ 2 est intégrable sur [0, +o00].
En effet :
e—tm
x la fonction ¢ — TIa est continue (par morceaux) sur [0, +o00].

+o0o —tx
x l'intégrale / 72 dt est absolument convergente (d’aprés la question précédente).
0
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o Intégrabilité par domination

—tx
(1). » Pour tout x € ]0, +o0[, la fonction t — ﬁil)(x) =—t e est continue (par morceaux)
sur [0, +o0].
» Soit a € ]0, +o0].
Pour tout x € [a,400[, et pour tout ¢ € [0, +o0] :
—tx
e t t
1t — | =|=1 v —xt —xtgt—wtgt—at %
‘ 142 -1 1+1¢2 1+ ° ¢ ¢ ()

a

La fonction ¢ : t + t e7%! est continue sur [0, +-o00[. De plus :

x Yt € [0, +o0[, e2t >0
x te %= o (e_%t)

t——+o0

+o00
x L’intégrale / e~ 2% dt est convergente en tant qu’intégrale de référence de paramétre 5>0.
0

Ainsi, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues

+o0o
positives, l'intégrale / t e~ %! dt est absolument convergente.
0
On en conclut que la fonction ¢ est intégrable sur [0, +-o00].

(%) En effet, comme z € [a, +o0] :

alors T = a

donc —x < —a

donc —xt < —at (cart >0)

done  e-7t < e-at (car la fonction exp
~

est croissante sur R)

Ainsi, par théoréme de dérivation sous le symbole d’intégration, la fonction f est de
classe ¢! sur ]0, +ool.

+oo +oo et
De plus Vo € J0,+ocl. f(0) = [ @y ar = [ .
0 0

_ti
1+1¢2

o Il est précisé dans le programme officiel « En pratique, on vérifie I’hypothése de domination
sur tout segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés & la situation ». Cette remarque
est valide pour les trois théorémes de régularité des intégrales & paramétre.

o Plus précisément, I’hypothése de domination sur tout segment s’écrit :

VY (a,b) € A% (avec a < b), il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que :

Vo€ la,bl,Vtel,

RO

« Le fait d’utiliser I'hypothése de domination sur tout segment [a,b] produit une fonction ¢
dont lexpression fait apparaitre a et / ou b (si ce n’est pas le cas, autant dominer sur A tout
entier !). Si 'expression de ¢ ne dépend que de a, alors on peut préférer faire I’'ypothése de
domination sur des intervalles de la forme [a, 3| ot 3 est la borne haute de A. Evidemment,
on peut aussi travailler sur |«, b] si Pexpression de ¢ n’utilise que b.

O

J




PSI 2024-2025

Exercice 2

+oo
Notons f : z — /
0

e—;rt

V14t

1. Démontrer que f est définie sur ]0, 4+o0].

dt.

Démonstration.

Dans toute la suite :
—axt

(]
Vit

x pour tout zg € ]0,+o00[, on note : h,, :t > h(x,1).

x on note h: (x,t) —

x pour tout tg € [0, 4-o00[, on note : by, : x> h(x,to).
Soit zg € 10, +o0].

« La fonction h, est continue (par morceaux) sur [0, +o0|.

+oo e—:c()t
Ainsi, 'intégrale / dt est impropre seulement en +o0o0.
0 Vv1+t
e—.’Eot
e x Vt€[0,400[, 0 < < e oot

Vi+tt

+00
x L’intégrale / e " dt est convergente en tant qu’intégrale de référence de paramétre g > 0.
0

Ainsi, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

—+o00 —xot
I'intégrale / dt est (absolument) convergente.
0

v14+t
Ainsi, pour tout zg € |0, +o0o[, la quantité f(xg) est bien définie.

Commentaire \

« Dans l'exercice, 'objet f(x) est une intégrale.
On dit d’une intégrale qu’elle est bien définie si :

x il s’agit d’une intégrale sur un SEGMENT d’une fonction continue sur ce segment.
x il s’agit d’une intégrale impropre qui est convergente.

Dans les deux cas, on est amené a considérer 'intégrande et & déterminer sa régularité. La
encore, il faudra faire attention aux objets manipulés. En aucun cas, il ne faut confondre
intégrande (la fonction intégrée) et intégrale. En particulier, dire qu'une « fonction est
convergente » ou dire qu'une « fonction est impropre » n’a aucun sens.

2. Démontrer que la fonction f est de classe € sur ]0, +ool.

Démonstration.

(i) | Caractére € - étude «en x »

e—t:t
« Pour tout t € [0, 400, la fonction h, : x — ——— est de classe €' sur |0, +o00].
e—tr
« De plus, pour tout x € ]0, +oo[ : hy(z) = —t =
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(1). » Pour tout x € A, la fonction ¢t — ﬁgl)(az) =—t
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Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »
o Intégrabilité (sans forcément dominer)
—tx

(0). Pour tout = € |0, +o0], la fonction ¢ ﬁﬁo) (x) = = est intégrable sur [0, +o00].

En effet :

e—t$
x la fonction ¢t — ——— est continue (par morceaux) sur [0, 4o0].

V14t

+o00 —tx
e
x l'intégrale / dt est absolument convergente (d’aprés la question précédente).
0

VvV1+t

« Intégrabilité par domination

—tx

vV1+t

est continue (par morceaux) sur I.

» Soit a € |0, +o0.
Pour tout x € [a, o0, et tout t € [0, 4o00] :

—tx t t
iy || e
v1+t VvV1+t v1+t

a

La fonction ¢ : t + t e %! est continue sur [0, +-o00[. De plus :

x Yt € [0, +o0[, e2t >0
x te %= o (ef%t>

t——+o0

“+o0o
x L’intégrale / e 2! dt est convergente en tant qu’intégrale de référence de paramétre 5 > 0.
0

Ainsi, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues
+0o0
positives, l'intégrale / t e7%t dt est absolument convergente.
0
On en conclut que la fonction ¢ est intégrable sur [0, +-o00].

(%) En effet, comme z € [a, +00] :

alors r = a

donc -z < —a

donc —xt < —at (cart >0)

domc et < ol (car la fonction exp

est croissante sur R)

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales & paramétre, la fonction f est de
classe €1 sur A.

De plus :

+o0 +o0
Vz € 10,40, f(z) = /0 hy(z) dt = /O —t
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3. Trouver une équation différentielle d’ordre 1 dont f est la solution (on pourra réaliser une IPP).

Démonstration.

« Remarquons tout d’abord :

+oo e~ 7t
fl(x) = —/ t dt
0 1+t
T 14t—1
= —/ irt-l e Tt dt
0 V14t
oo 1+t 1
= —/ < o > e "t dt
0 1+1¢ 1+t
+o00 . 1 .
= — 1+te™ ™ — e_x>dt
Lo e
+00 \/7 . +oo 1 .
= - 1+te ™" dt + / —— e "t dt ar linéarité de l'intégrale
+00
_ —/ ViFie ™t dt + f(z)
0
o Par ailleurs, en effectuant une intégration par parties :
+oo . 1 . Hoo +oo 1 1 .
Vi+te ™t dt = Vi+tx —e”* — / — — e ' dt
0 [ - ]O 0 21+t —x
1 +oo 1 Feo 1
= —— [ VI+te ™ + — ——— et dt
z [ ]0 2z Jo v1+t

1 <( lim me—rt) - me—0> + %f(x)

x t—-+o0

= 0 - 1)+ 5 @

« Finalement :

@) = = (3455 f@) + f@
donc 2 fl(x) = -2 (i+21w f(:c)) + 2% f(a)

= —2— f(x)+ 2z f(x)

= =24 (2x-1) f(x)

La fonction f est donc solution de I'équation différentielle : 2z ¢y’ + (1 — 2z) y = —2.
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Exercice 3
1 qiz(1+t?)
Notons F' la fonction définie sur R et a valeurs dans C par F(z) = / Tie dt.
0

On rappelle que si ¢ est une fonction dérivable sur R a valeurs réelles, alors la dérivée de la fonction
complexe z — €@(®) est la fonction x — i¢'(x) et é(x)

Démontrer que F est de classe € sur R et que pour tout = € R :

1
Fl(a) =i / oio (L42) gy
0

Démonstration.
Dans toute la suite :

iz (1+t2)
x on note h: (x,t) — Tie

x pour tout zg € [0, +oo[, on note : h, :t > h(xo,t).
x pour tout tg € ]0, 400, on note : by, : x — h(x,1o).

(i) | Caractére € - étude «en x »

« Pour tout ¢ € [0, 1], la fonction h, : z — e et IH)7 egt de classe €1 sur R.
e De plus, pour tout x € R :
hy'(z) = 1 it2 x i (1+¢2) )z — j gi (1489

(i1) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

« Intégrabilité (sans forcément dominer)

R (1+t2)

0. Pour tout z € R, la fonction ¢ — hgo) () = ———
1+t

continue sur le SEGMENT |0, 1].

est intégrable sur [0,1] en tant que fonction

« Intégrabilité par domination

1. » La fonction ¢ — hj(z) est continue (par morceaux) sur [0, 1].
» Soit (z,t) e R x [0,1].

; 2
et (14+t%) z

10 = [ 0 .

= [il x

la fonction ¢ : ¢+ 1 est intégrable sur [0, 1].
(cela démontre en particulier que la fonction t — h}(z) est intégrable sur [0,1] par domination)

Ainsi, par théoréme de régularité des intégrales & paramétre, la fonction
F est de classe €' sur R.

On en déduit de plus, pour tout € R :

1
F'(x) = /0 h/(x) dt

1
_ / iei(1+t2)az dt
0

1 1
Finalement : Vz € 10, +oo[, F'(z) = / i )T g — / e (H) gy,
0 0
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Exercice 4

+00 1
Pour tout n € N*, on note In = /0 m dt.

1. Pour tout n € N*| justifier que I,, est bien définie.

Démonstration.

Dans toute la suite, on note, pour tout n € N* : hy, : t — ———.
P " (1422)"

o Soit n € N*.
La fonction h,, est continue sur [0, +ool.

+0o0
Ainsi, 'intégrale —— dt est impropre seulement en +oc.
g /0 1+ t2)n prop

1
e x YVt 20, — >0
t2n

1 1
) (1 —I—t2)n n—+oo 21

+o0
x L’intégrale / 2n dt est convergente en tant qu’intégrale de Riemann, impropre en +oo,

d’exposant 2n > 1 (puisque n > 1).
Ainsi, par théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

—+oc0o
lintégrale ——— dt est absolument convergente.
& /0 1+ 2)n vers

Ainsi, pour tout n € N*| [, est bien définie. 0

2. Déterminer la limite de la suite (I, )nen--

Démonstration.
Déterminons la limite de la suite (I,,) par théoréme de convergence dominée.

(i) | Existence d’une limite finie - étude « en n »

» Soit tg € [0, +00[. Deux cas se présentent.

x Sitg =0
1 1
hp(0) = ——— =~ =1 — 1
(0) (1+0%)n 1 n—+00
x Sitg>0:
1
hn(t)) = ——s55 — 0

(1+tp2%)" n—+oo

par limite d'une suite géométrique et car 1 + ty2 > 1 (puisque t% > 0).

1 sit=0
Ainsi, la suite (hy,) converge simplement sur I = [0, 4+o00[ vers la fonction h : ¢t — {

0 sit>0

» La fonction h est continue (par morceaux) sur [0, 4+o00].
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(i) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

» Pour tout n € N*, la fonction h,, est continue (par morceaux) sur [0, +00].

» Soit n € N*. Soit ¢ € [0, 4+00].

1
(1+22)"

1 1

= <
I+t = 1442 (*)

halt) |

Et la fonction ¢ : t — 5 est intégrable sur [0, +ool.

1+1¢
(%) En effet, pour tout ¢ € [0, 4+00] :

1 1 (1+¢)"

< & > 1 14+42)" >0
1+2)" = 1+¢ 1412 (car (1+15)" >0)

s 1+ 21

Cette derniére propriété est vérifiée car 1 +t? > 1 et que la fonction élévation a la puissance
1

1
< .
(142" = 1—|—t2)

n — 1 est croissante sur [0, +ool. Il en est donc de méme de la premiére (

Ainsi, par théoréme de convergence dominée, la fonction h est intégrable et :

+o00 +oo
lim ho(t) dt = / ( lim hn(t)> dt
0

n——+o0o 0 n—4o00

_ /D ) dt

+o0
- [ oa
0

Ainsi: lim I, =0.

n—-+o0o
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Exercice 5

1. Démontrer que pour tout n € N, la fonction ¢ — ; est intégrable sur [0, +o0].

1+t24tre
Démonstration.
e Soit n € N.

La fonction h,, est continue sur [0, +ool.

“+oo 1
Ainsi, l'intégrale ————— dt est impropre seulement en +oo.
s /0 L4+ t24tnet prop

o X VtE[O,—i—oo[,—ZO
1 1
142+ tet e 12

—+00
x L’intégrale / 2 dt est convergente en tant qu’intégrale de Riemann, impropre en +oo,
1
d’exposant 2 > 1.

Ainsi, par théoréme d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+o0 1
Iintégrale / —5 . dt est absolument convergente.
0 I1+t24tret

Pour tout n € N*, h,, est intégrable sur [0, +oo]. 0

1
; dt. Calculer

+oo
2. Pour tout n € N, on note u,, = / ——
0 I+t +i"e”

lm  u,.
n—-+o0o

Démonstration.

(i) | Existence d'une limite finie - étude « en n »

» Soit tg € [0, +o00[. Trois cas se présentent.
x Sitg € [0,1[

1 1 1
ha(to) = —— e o0 > i 5
1+t +tye 0 notoo 1415+ 0x et 1+t

En effet, comme 0 < ¢y < 1 alors tg™ — 0.
n—-4o00

1

(ainst, la suite numérique (hn(to)) converge vers T2
0

dans ce cas)

ho(1) = ! _ .t 1
" 14124 1me 24 el notoo 2461

1
1+e_1)

(ainst, la suite numérique (hn(1)) converge vers

1

hn(to) = ‘1+t%+t67,efto n—>—+>oo

0

En effet, comme tg > 1 alors ta" — + oo.
n—-+o0o

(ainsi, la suite numérique (hn(to)) converge vers 0 dans ce cas)

10
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On en déduit que la suite (hy,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction
1 .
e site[0,1]
h:t— 1 .
Trer Pl
0 sit e |l,+o0]

» La fonction h est continue par morceaux sur [0, +00.

Commentaire

o Rappelons tout d’abord le résultat classique suivant :

Va > 0,Vr € ]0,1[, n* " — 0

n—-+o0o

Ce résultat n’est qu'une instance particuliére du théoréme des croissances comparées.
Sia>0etre]0,1], alors % > 1 et, de maniére classique :

na

= —5 — 0
nr (l)n n—-+oo
o
o Lorsque l'on étudie la convergence simple, il est classique d’effectuer une disjonction de cas
en fonction des valeurs de tg € I. Ici, il est essentiel de traiter le cas tg = 1 & part afin de
pouvoir utiliser le résultat ci-dessous. Evidemment, la disjonction est dictée par les résultats

de convergence a étudier et le découpage dépend de la suite de fonctions étudiée.

(i1) | Intégrabilité (par domination) - étude « en ¢ »

» Pour tout n € N, la fonction h,, est continue (par morceaux) sur [0, +0oo[.

» Pour tout n € N, et pour tout ¢ € [0, +o00] :

1
1+t2+tne !

1 1

= <
L+#2+tnet = 1442 ()

nlt)] = |

Démontrons alors que la fonction ¢ : t — 5 est intégrable sur [0, 400,

1+t
x La fonction ¢ est continue sur [0, 400l

“+oo
Ainsi, l'intégrale / ©(t) est impropre seulement en +o0.
0

1
X — VtE]O,‘f‘OO[,*)O

t2
1 1
_ H= —_ ~ =
w(t) 1412 toto t2
“+o0o

— L’intégrale

$2
1

et d’exposant 2 (> 1).
Ainsi, par théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions continues posi-

dt est convergente en tant qu’intégrale de Riemann impropre en +oo

400
tives, I'intégrale / ©(t) dt est convergente.
0

11
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(%) En effet, pour tout ¢ € [0, 4o00] :
L+t2+tmet > 1442 (cart™ et > 0)

1 < 1 (par décroissance de la fonction
L+t2+tnet = 142 inverse sur |0, 4o00[)

donc

Finalement, par théoréme de convergence dominée, la fonction h est intégrable sur [0, +oof et :

+oo —+o00
lim halt) dt = / < lim hn(t)> dt
0

n—-+o0o 0 n—-+0o00

_ /O ) dt

1 Yoo .
= / h(t) dt +/ h(t) di (par relation de Chasles sur les
0 1

intégrales convergentes)
1 1 —+o00
= — dt 0 dt
/0 1+ 2 *

= [ arctan(t) ];
= arctan(1) — arctan(0)

T
70

La suite (u,,) est convergente de limite Z O

12
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