
PSI 2023-2024

Intégrales généralisées
Exercices d’illustration (préparation des colles)

I. Exercice(s) corrigé(s)

Exercice 1

Pour tout n de N∗ , on pose In =

∫ +∞

1

1

xn (x+ 1)
dx.

1. Vérifier que In est une intégrale convergente.

2. a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout x différent de −1 et de 0, on ait :

1

x (x+ 1)
=

a

x
− b

x+ 1

b) En déduire la valeur de I1.

3. a) Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on a :

0 ⩽ In ⩽
1

2(n− 1)

b) En déduire l’existence et la valeur de lim
n→+∞

In.

4. a) Pour tout n de N∗ , calculer In + In+1.

b) Montrer que la suite (In)n∈N∗ est décroissante.

c) En déduire un équivalent de In puis donner la nature de la série de terme général In.

5. Pour tout n de N , on pose Jn =

∫ +∞

1

1

xn (x+ 1)2
dx.

a) Montrer que Jn est une intégrale convergente.

b) Calculer J0.

6. a) Pour tout k de N∗ , exprimer Jk + Jk−1 en fonction de Ik.

b) Déterminer alors pour tout n de N∗ , l’expression de
n∑

k=1

(−1)k−1 Ik en fonction de Jn.

c) Montrer que : ∀n ∈ N , n ⩾ 2 , 0 ⩽ Jn ⩽
1

4(n− 1)
. Donner la valeur de lim

n→+∞
Jn.

En déduire que la série de terme général (−1)n−1 In est convergente et donner sa somme.
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Exercice 2
On note E le R-espace vectoriel des applications de R dans R continues, E1 le R-espace vectoriel des
applications de R dans R de classe C 1. On remarquera que E1 est inclus dans E.
On note, pour tout élément f de E, T (f) l’application de R dans R définie, pour tout x ∈ R, par :

T (f)(x) =
1

2

∫ x+1

x−1
f(t) dt

Partie I : Propriétés générales de T

1. Établir que, pour tout élément f de E, T (f) appartient à E1 et que, pour tout x ∈ R :(
T (f)

)′
(x) =

1

2

(
f(x+ 1)− f(x− 1)

)
On note T : E → E l’application qui, à f , associe T (f).

2. Montrer que T est un endomorphisme de E.

3. Est-ce que T est surjectif ?

4. Soit f ∈ E. Montrer que, si f est paire (respectivement impaire), alors T (f) est paire (respective-
ment impaire).
À cet effet, on pourra utiliser le changement de variable u = −t dans une intégrale.

5. Soit f ∈ E.

a) On suppose que l’intégrale
∫ +∞

−∞
f(t) dt converge.

On introduit alors la fonction R : x 7→
∫ +∞

x
f(t) dt. Montrer : lim

x→+∞
R(x) = 0.

b) Montrer que, si l’intégrale
∫ +∞

−∞
f(t) dt converge, alors T (f)(x) tend vers 0 lorsque x tend vers

+∞ et lorsque x tend vers −∞.

Partie II : Un exemple

On note, pour tout a ∈ R : fa : R → R
x 7→ fa(t) = eat

6. Calculer, pour tout a ∈ R et tout x ∈ R, T (fa)(x).
On note : φ : R → R

a 7→ φ(a) =


ea − e−a

2a
si a ̸= 0

1 si a = 0

7. Établir : ∀a ∈ R, T (fa) = φ(a) fa.

8. Montrer que φ est continue sur R et dérivable sur ]−∞, 0[ et ]0,+∞[.
Calculer, pour tout a ∈ R, φ′(a). On admet que φ est dérivable en 0 et φ′(0) = 0.
Étudier, selon a ∈ R, le signe de ea (a− 1) + e−a (a+ 1).
En déduire les variations de φ et tracer l’allure de sa représentation graphique.

9. En déduire que, pour tout λ ∈ [1,+∞[, il existe f ∈ E \ {0} tel que : T (f) = λ f .
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Exercice 3

1. On pose pour tout réel x > 0 et pour tout n ∈ N∗ : J0(x) = 1− e−x et Jn(x) =
1

n!

∫ x

0
tne−t dt.

a) Calculer pour tout réel x > 0, J1(x).

b) Établir pour tout réel x > 0 et pour tout n ∈ N∗, la relation : Jn(x) = Jn−1(x)−
1

n!
xne−x.

c) En déduire pour tout réel x > 0 et pour tout n ∈ N∗, une expression de Jn(x) sous forme de
somme.

d) Montrer que pour tout n ∈ N∗, l’intégrale
∫ +∞

0
tne−t dt est convergente et calculer sa valeur.

e) Pour tout n ∈ N∗, on note : In =

∫ 1

0
en (x+ln(1−x)) dx.

À l’aide du changement de variable t = n(1− x), montrer que pour tout n ∈ N∗, on a :

In = n!
en

nn+1
Jn(n)

Exercice 4

On rappelle que l’intérale
∫ +∞

−∞
e−

t2

2 dt est convergente et que :

∫ +∞

−∞
e−

t2

2 dt =
√
2π

1. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0
e−

t2

2 dt est convergente, et calculer sa valeur.

2. a) Déterminer, pour tout réel x, la valeur de lim
t→+∞

tx+1 e−t.

b) En déduire la convergence de l’intégrale
∫ +∞

1
tx−1 e−t dt, pour tout réel x.

c) Déterminer les valeurs du réel x pour lesquelles l’intégrale
∫ 1

0
tx−1 e−t dt est convergente.

d) En déduire que la fonction Gamma d’Euler :

Γ : x 7→
∫ +∞

0
tx−1 e−t dt

est définie sur ]0,+∞[.

3. a) Calculer Γ(1).

b) Établir une relation entre Γ(x) et Γ(x+ 1), pour tout réel strictement postif x.
En déduire la valeur de Γ(n), pour tout n ∈ N∗.

c) Démontrer : Γ
(
1

2

)
=

√
2

∫ +∞

0
e−

u2

2 du.

En déduire que pour tout p ∈ N : Γ
(
2p+ 1

2

)
=

(2p)!

22p p!

√
π.
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