PSI 2023-2024

Intégrales généralisées

Exercices d'illustration (préparation des colles)

I. Exercice(s) corrigé(s)

Exercice 1

400 1
Pour tout n de N* | on pose I,, = / — dx.
1. Vérifier que I, est une intégrale convergente.
Démonstration.
Soit n € N*.
» La fonction z — m est continue sur [1,4o00[ en tant qu’inverse d’une fonction continue
" (x
sur [1,+oo[ et qui ne s’annule pas sur cet intervalle.
o De plus :
X VQTE [1,+OO[, W >0
1

T Radierss; (car: z + 1 e et donc : z™(z + 1) et 2" x ="t

+00
x L’intégrale
pntl

1
(n+1>1). Elle est donc convergente.

dx est une intégrale de Riemann, impropre en +oo, d’exposant n + 1

Par critére d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
pour tout n € N* [, est convergente. 0

2. a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout = différent de —1 et de 0, on ait :

1 a b

x(z+1) =z x+1

Démonstration.
Soit (a,b) € R2.

b 1
r+1  z(z+1)

vz € R\ {-1,0}, %—
& VreR\{-1,0}, a(z+1)—bxr=1 (car z(z+1) #0)

& VreR\{-1,0}, (a—b)z+(a—1)=0

= {a B i) i 8 (par identification)

1 1 1
Finalement a = b =1, c’est-a-dire : Vo € R\ {-1,0}, —— = .
z(x+1) = x+1
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\.

Commentaire |

Détaillons I’argument de I'identification. Il y a deux maniéres de voir les choses.
1) Tout d’abord :

2) En notant Py(X) =1 et P;(X) = X, on obtient :

Vx e R\ {-1,0}, (a—b)x+(a—1)=0

Autrement dit, le polynéme P(X) = (a—b)X + (a—1) admet une infinité de racines
(tous les réels sauf —1 et 0). C’est donc le polynéme nul. Ainsi, tous ses coefficients
sont nuls, c’est-a-dire :
a—b = 0
{ a—1 = 0

Ve e R\ {-1,0}, (a=b)x+(a—1)=0 & (a—b)X+(a—1)=0
= (a — b)P1 + (a — 1)P0 = OR[X]

Or la famille (Pp, P1) est une famille libre de R[X]. Donc :

a—b = 0
a—1 = 0

b) En déduire la valeur de I;.

Démonstration.

o D’aprés la question 1., on sait déja que I; est convergente.
o Soit A € [1,400].

) O . 1
T AT e A+ 1 Ao

Commentaire

/A 1 dr — /A 11 da (d’apres la question
L x(z 1) )i oz z+1 précédente)
A4 4 (par linéarité de
frng —_ d{[‘ — d:U 9. .
1z 1 x+1 lintégrale)

A A
1

= [(z)) ], = [ (lz+1]) ]
= In(4) — InfJ — (In(A+ 1) — In(2))

A =1.Donc: lim In <A> =In(1) = 0.

On en déduit : I} = In(2).

On rappelle que la linéarité de I'intégrale n’est vérifiée que pour des intégrales convergentes.

+o0 1 +oo
Les intégrales / — dz et /
1 1

dx étant divergentes, il était indispensable pour

T x +

cette question de se placer sur un segment (ici [1, A]) pour pouvoir appliquer la linéarité.
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3. a) Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on a :
1
0<l, £ —
" 2(n—1)
Démonstration.
Soit n > 2.
o Soit z € [1,+o0].
Alors z>1
donc 1+z>2
1 1 (par décroissance de
d’ou < = 1
1+z =2 t'—>¥sur]0,+oo[)
1 1
t —— < >0
e Py VI W (car x > 0)
. 1 1
Onobtient : 0 < —— < —.
z(x+1) = 2z
« Soit A € [1,4o00].
Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant :
A A
1 1
R A e I
1oz™(xz+1) 1 2z
Tout d’abord, d’aprés la question 1., I,, est convergente. Donc :
A 1
li —— dx =1
Ao Ji wr(@an) T
D’autre part :
A A A
1 1 1 1
/ — dx = / T dr = = | ——— 7!
1 2.’13” 2 1 2 —n + 1
1
1 1 1
= _— (A ) = (1 - ——
2(n—1) ( ) 2(n—1) ( A”_1>
1

H J—
A—+o0 2(n — 1)

Ainsi, par passage a la limite lorsque A tend vers +oco, on obtient bien :

1
0< L, < ——.
" 2n—1)

Commentaire \

On retiendra que la détermination d’un encadrement d’une intégrale s’effectue toujours
de la fagon suivante :
1) détermination d’un encadrement de son intégrande,

2) utilisation de la croissance de 'intégrale.
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b) En déduire l'existence et la valeur de lim I,.
n—-+00

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

1
Vn>2 0<I, < ———
" "S5 1)
Or :
x lim 0=0
n—-4oo
1

n—+o00 2(n — 1)

Par théoréme d’encadrement : lim I, = 0.
n—-+00 0

4. a) Pour tout n de N* | calculer I, + I,,41.

Démonstration.
Soit n € N*. Soit A € [1, +o0].

A A 1
—d —d
/ "(x+1) x+/1 "t (z + 1) v
_ 1 (par linéarité de
B /1 ( (x+1) + antl(z 4+ 1)> dz Uintégrale)
- ’ S —
- . xn+1( T @)

A
= /1 mn+1 dzx

On en déduit : Vn e N*, I, + I,41 = —
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b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.

neN*

Démonstration.
Soit n € N*.

o Par définition de I,, 41 et I, on obtient :

+oo 1 +oo 1
Insi — I, = L . — -4
1T /1 e iz 1) /1 (@ +1)
_ oo 1 B 1 i (car I,41 et I, sont
-/ e (z4+1)  av(z+1) convergentes)

/+Oo 1—12
= — dz
1 antl(z 4+ 1)

e Soit € [1,4+00[. On a :

1—=x

+1

& 1<

Cette derniére assertion est vraie.

1—=x <o

Donc, par équivalence : Vo > 1, ————
nc, par équivalen x> prEsYpE VI

o Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant, et puisque les intégrales
en présence sont convergentes :

oo 11—z
— T g <0
/1 ez +1) "

I
In+1 - In

La suite (I,,) est donc décroissante.

¢) En déduire un équivalent de I,, puis donner la nature de la série de terme général I,,.

Démonstration.
o Soit n € N*.
x La suite (I,,) est décroissante.
Donc I,41 <1,

et In+ Ly <21,

1
ainsi  — <21, (d’apres 4.a))

n
1

dou — <,

ou on n

D'apres la question 8.a) : I, < ——
apres la question oJ. . S 0.
o 1 1
Onendedult:VnéN,%gfngm.
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e Soit n € N*. On obtient alors :

1 < ITn 2n _.n
Or :
x lim 1=1.
n—-4o0o
x lim = 1. En effet : i ~ 2:1
n—+oo n — 1 n—1ns40n
I
Par théoréme d’encadrement : lim Tn = 1.
n——+oo0 —
2n
. 1
Finalement : I,, ~ —.
n——+oo 27’L

« On obtient :

1
« VneN*, — >0
2n
1
I, ~ —
8 nn—>+0<>2n

1
x La série ) — est une série de Riemann d’exposant 1 (1>1). Elle est donc divergente.
n=>1 n

: 1
On en déduit que la série Y — l'est également.
n=>1
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par un réel non

nul)

Par critére d’équivalence des séries & termes positifs, Y I, est divergente.
n>1 0

+o00 1
5. Pour tout n de N, on pose J,, = / — 5 d.
1 a2t (z+1)

a) Montrer que J, est une intégrale convergente.

Démonstration.
Soit n € N.

1
« Lafonction r + ———— est continue sur [1, +00[ en tant qu’inverse d'une fonction continue
x(x+1)
sur [1, +o0[ et qui ne s’annule pas sur cet intervalle.
e De plus :
1

x Y € [1,+o0], prr

1 1

X — ~y _— e ——
a(x+1)2 astoo g2 gnt2

+oo
x L’intégrale /1 2
(n+2 > 1). Elle est donc convergente.

>0

—_

dx est une intégrale de Riemann, impropre en +oo, d’exposant n+ 2

Par critére d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,
pour tout n € N, J,, est convergente.
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b) Calculer Jp.

Démonstration.
o On sait déja que l'intégrale Jy est convergente d’aprés la question précédente.
e Soit A € [1,400].

[ e =[] -
L (z+1)2 N z+1] — A+1 2
., 1
A—stoo 2
) 1
On en déduit : Jy = —=.
2 O
6. a) Pour tout k de N* | exprimer Ji + Jx_1 en fonction de Ij.
Démonstration.
Soit k € N*.
R 1 oo 1
Jp+Jk1 = —d —_d
ke /1 zF(z +1)2 x+/1 xh=1(x +1)2 .
B +oo 1 4 1 e (car Jy et Jx_1 sont
A oh(x+1)2  zk1l(z 4 1)2 convergentes)
“+oo J/l'/x —+00 1
= / R Z W= / prromn al
1 xk(z+1) 1 xk(z+1)
= I
Vk e N*, Jp 4+ Jp_1 = Ik [l
b) Déterminer alors pour tout n de N* | 'expression de > (—1)¥~! I} en fonction de J,,.
k=1
Démonstration.
Soit n € N*.
S (=D = Y ()R (Ji + J—1) (d’aprés 6.a))
k=1 k=1
= > (=D 4+ (D) )
k=1
= X (D= ()PP )
k=1
= ()"t J, — (-1t (par télescopage)
= (_1)n—1 Jn + Jo
n 1
On en déduit, d’aprés la question 5.b) : Vn € N*, 3 (=1)F11, = (=1)"LJ, + 7 -
k=1
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1
¢) Montrer que : Vne N, n>2, 0 < J, < ———. Donner la valeur de lim J,.

4(n—1)

n—-+o0o

En déduire que la série de terme général (—1)"~! I,, est convergente et donner sa somme.

Démonstration.
« Soit n > 2. Soit x € [1,+00].

Alors z>1

donc x+12>2

1
1 1 Ser07 il
donc < (par décroissance de t — 2
(z+1) 4 sur |0, +o0[)
d L < L ( >0)
onc < car x
z(x +1)2 " 4an
0 .o 1 1
n obtient : Vo € [1,4o00], 0 < @ 1) < Pt
o Soit A € [1,400].
Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant :
A A
1 1 1
0 < —— s dr < - —d
= /1 z(x + 1)2 v 4/1 on
g I
2t +
g g
7 1 (d’apres le calcul
" 4(n—1) fait en 3.a))
Finalement : Vn > 2, 0 < J, < ——
alement : >20<J, < —.
inalement : Vn "SI

Commentaire

On utilise ici la méme méthode de résolution qu’en question 8.a). Insistons : pour démontrer
une inégalité sur des intégrales, il faut prendre le réflexe de commencer par démontrer une

inégalité sur les intégrandes.

e De plus :
x lim 0= 0,
n—-+o0o
) 1
x lim ——=0.

n—+oo 4(n — 1)

Par théoréme d’encadrement :

n

« Soit n € N*. D’aprés la question 6.a) : > (—1)*1[; =

k=1
Or, comme J,, > 0: —J, < (=1)""1J, < J,.. De plus :

Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim (—1)""1J,

n—-+o0o

lim J, =0.
n—-+0o0o
1
—+ (=1)" L.
o+ (=1
lim J, =0.
n—-+00
=0.

n=1

400
On en déduit que la série > (—1)""'1, converge et > (—1)F"1I; = 7

1

k=1
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Exercice 2

On note E le R-espace vectoriel des applications de R dans R continues, F; le R-espace vectoriel des
applications de R dans R de classe €. On remarquera que E; est inclus dans F.

On note, pour tout élément f de E, T'(f) application de R dans R définie, pour tout z € R, par :

Partie I : Propriétés générales de T

1. Etablir que, pour tout élément f de E, T(f) appartient a F; et que, pour tout € R :

(T(7) (@) = § (Fla+1)~ fz 1))

On note T : E — E lapplication qui, & f, associe T'(f).

Démonstration.
« La fonction f est de classe €° sur R. Elle amdet donc une primitive F de classe € sur R.
De plus :
1 x+1
ek ()@ = 5 [ foa@
1 x+1 1
= SIFOT = (Fe+) - F@-1) ()

La fonction Gy : x — F(x + 1) est de classe €1 sur R car Gy est la composée : G; = F o h ol :
x h est telle que :
— h est de classe €' sur R car polynomiale,
— h(R) CR.
x F est de classe €' sur R.
De méme, la fonction Gy : z + F(x — 1) est de classe ¢! sur R.

En conséquence, la fonction T'(f) est de classe €' sur R, c’est-a-dire : T(f) € Ej.

e On en déduit que la fonction T'(f) est dérivable et, d’aprés la relation (%), pour tout z € R :
1 1

(T(H) (z) = 5(1 XFl(z4+1)—1x F'(z—1)) = §(f(x +1) — f(z —1))
' 1
Ve € R, (T(f) (@) = 3 (£ +1) = flz ~ 1)) ¥
2. Montrer que T est un endomorphisme de F.

Démonstration.
o Montrons que T est linéaire.

Soit ()\1,)\2) S R2. Soit (fl, fQ) S E2.

Soit z € R.

1 x+1
(T(Al . fl —+ )\2 . f2))(.’13‘) = 5 / . ()\1 . f1 + )\2 . fQ)(t) dt

1 retl 1 et (par linéarité de
= A 3 /:qu S1(t) di+ X 9 /I1 Fa(t) dt lintégration)

= M(T(f)) @)+ X (T(f2)(x) = (M -T(f1)+ X2 T(f2))(x)
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Ceci est valable pour tout € R. On a donc I’égalité : suivante :
TM-fi+tXda-fo) = A -T(f1) +A2-T(f2)

On en déduit que T est linéaire.

Commentaire \

« On notera que l'application T prend ses valeurs dans E qui est un ensemble de
fonctions. Démontrer que T est linéaire, c’est par définition démontrer :

TM-fitX-fa) = M-T(fr)+X2-T(f2)

qui est une égalité entre deux fonctions.

o On rappelle que pour démontrer I'égalité « f = g », ou f et g sont deux fonctions,
on montre :

Ve e R, f(x) =g(x)

o Pour démontrer que T est linéaire, on démontre donc :

Ve eR, (T(\i-fi+re-fo))(@) = (M- -T(fi)+A-T(f2))(2)
= A (T(f)) () + X2 (T(f2)) ()

Montrons enfin : Vf € E, T(f) € E.
Soit f € E. D’apreés la question 1. : T'(f) € Ej.
Comme E; C E, on en déduit : T'(f) € E.

Finalement, T est un endomorphisme de F.

3. Est-ce que T est surjectif ?

Démonstration.
Montrons que T n’est pas surjectif.

Pour montrer que T n’est pas surjectif, on cherche une fonction h € E qui n’admet pas d’anté-
cédent dans E par Iapplication T. Autrement dit, on cherche une fonction h € E qui ne peut
s’écrire sous la forme T'(f) (o F' € E). Pour ce faire, il suffit de trouver une fonction h € E qui
ne vérifie pas les propriétés vérifiées par les fonctions T'(f) ou f € E.

D’aprés la question 1. : Vf € E, T(f) € Ej.

I suffit alors de choisir une fonction h qui appartient & E (donc continue sur R), mais qui
n’appartient pas a F; (donc pas de classe € sur R).

On choisit, par exemple : h : z — |z|. La fonction h :

x est continue sur R, donc h € F.

x n’est pas de classe ¢! sur R, donc h ¢ E.
(en fait, h n'est pas de classe €* en 0)

On procéde par 'absurde.

Supposons que 1" est surjectif.

Comme h € E, h admet un antécédent dans F par 'application T'.
Autrement dit, il existe f € E telle que : T'(f) = h.

Or, d’apres la question 1., T(f) € Ej, c’est-a-dire h € E1, ce qui est absurde.

La fonction h € E n’admettant pas d’antécédent par T', 'application 1" n’est pas surjective.

10
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\

Commentaire \

o Il faut faire attention a la formulation d’une question. Ici, on demande :
« Est-ce que T est surjective 7 »
Cette question est une instance de la formulation plus générale :
« Est-ce que tel objet vérifie telle propriété ? »

Pour ce type de question, la réponse attendue est, (presque) toujours : NON.

o L’attitude & adopter ici ne consiste pas a essayer de démontrer que T est surjective,
mais bien qu’elle ne D’est pas. Il s’agit alors d’exhiber une fonction de E (donc
continue sur R) qui n’admet pas d’antécédent dans E par 'application T'.

O

J

4. Soit f € E. Montrer que, si f est paire (respectivement impaire), alors T'(f) est paire (respective-
ment impaire).
A cet effet, on pourra utiliser le changement de variable v = —t dans une intégrale.

Démonstration.

« Supposons que f est paire. Soit x € R.
Il s’agit de calculer :

—z+1
(T()(~2) = + / £(t) dt

—z—1

On effectue le changement de variable u = —t.

u=—t (donct=—u)
—du=—dt et dt=-—du
et=—2—-1= u=z+1
et=—z+1 = u=z-1

Ce changement de variable est valide car ¢ : u + —u est € sur [z — 1,2 + 1]. On obtient :

T = 5 [ s )

+1

-1 z—1

= % /;H f(u) du (car f est paire)

= (T(H)(x)

On en déduit que, si f est paire, alors la fonction T'(f) est paire.

o On raisonne de méme si f est impaire. On a alors, pour tout z € R :

x+1 o z+1
(T()(~2) = ~ / f-u) du = = f(w) du = —(T()))(x)

—1 2 z—1

Ainsi, si f est impaire, alors la fonction T'(f) est elle aussi impaire. O

11
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5. Soit f € E.
+oo
a) On suppose que l'intégrale / f(t) dt converge.

o .

On introduit alors la fonction R : x — / f(t) dt. Montrer : lim R(x) =0.

x T—r+00
Démonstration.
Soit x € R.

x
« Comme l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente, alors, par définition, les intégrales
T +gooo
impropres / f(t) dt et / f(t) dt sont convergentes.
—0o0 T

e On a alors, par relation de Chasles :

/+°° £ di = /; £t dt + /;OO () dt

—0o0

_ /_x fd +  R@)

On en déduit : R(z) = /_Jroo f(t) dt — /_x f(t) dt.

Or :
+o0
X / f(t) est un réel indépendant de z. On a donc :
—0o0
+o0o +0o0
Jim [ rwa= [ o
+oo
x comme l'intégrale impropre / f(t) dt est convergente, alors, par définition :
—oQ
x +00
Jim [ gwa= [ o

+oo +o0
On en déduit que R admet une limite en 400 et : lim R(x) = / f(t) dt — / f(t) dt =0.

T—r—+00 — oo 0 0
+o00o
b) Montrer que, si I'intégrale / f(t) dt converge, alors T'(f)(x) tend vers 0 lorsque x tend vers
—00
400 et lorsque x tend vers —oo.
Démonstration.
+00
Supposons que 'intégrale / f(t) dt converge.
—00
e Soit z € R.

Les intégrales impropres en présence étant convergentes, on a, par relation de Chasles :

/+OO f)ydt = /H f@t)ydt + /:H f@t) dt + /;OO F(t) dt

—00 —00 -1 +1

x—1
:/ fWd + (T())@) + R+

—00

12
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Ainsi :
—+o00 rz—1
(T() (@) = / £(t) dt - / F(t) dt - R(z +1)

—00 —00

+oo
- / F(t) dt — R(z +1)

-1
— Rx-1)—R(z+1)

Or, d’apres la question précédente : lim R(z) = 0.
T—+00

On en déduit : lim (T(f))(z) =0—-0=0.

r—r-+00

e Soit z € R. On noteS:xr—>/ f(t) dt.

Avec le méme raisonnement qu’en question précédente, on démontre : lim S(x) = 0.
T—r—00

De plus, comme dans le point précédent :

“+00 x—1 “+o00
(T()) () =/ £(t) dt - / £t) dt - / £(t) dt

—0o0 —0o0 +1
+o0 +oo
- / ﬂﬂﬁ—/ F(1) dt — S(z — 1)
—00 x+1

r+1
- / F(t) di— S(z — 1)

—0o0

= S+1)-Sx-1)

On en déduit : lim (T(f))(z) = 0.

T—r—00 D

Partie II : Un exemple

On note, pour tout a e R: f,: R — R
r = fot)= et
6. Calculer, pour tout a € R et tout z € R, T'(f,)(z).
Onnote:p: R — R

e? —e™ @

sia#0
a — @la)= 2a 7

1 sia=20

Démonstration.
Soit a € R. Deux cas se présentent.

e Sia=0. Soit x € R.

x+1 L
TG@ = 5 [ 1a =5[] = §er1-@-1) =1

13
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e Sia#0. Soit x € R.

1 a t 1 1 1 e —e™ @
_ = a _ = - a - = a(z+1) _ La(z—1) _ - —* L
(T(fa))(z) 5 /I e dt 5 [ e } o (e e ) e

7. Etablir : Va € R, T(f.) = ¢(a) fa.

Démonstration.
Soit a € R. On distingue toujours deux cas.
o Sia =0, alors, d’aprés la question précédente : Va € R, (T(fo)(a:) =1=¢(0) fo(z).

777777 T(fo) = ¢(0) fo

e Sia # 0, alors, d’aprés la question précédente :

e? —e™ @

Vo € R, (T(fa))(2) = —, ¢ = wla) fulz)

Sta#0:T(fa) = ¢la) fa O

8. Montrer que ¢ est continue sur R et dérivable sur | — 0o, 0[ et ]0, +-o00].
Calculer, pour tout a € R, ¢'(a). On admet que ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) = 0.
Etudier, selon a € R, le signe de ¢ (a — 1) +e7%(a + 1).
En déduire les variations de ¢ et tracer l'allure de sa représentation graphique.

Démonstration.

« La fonction ¢ est dérivable (et donc continue) sur | — oo, 0[ et |0, +o00] en tant que quotient de
fonctions dérivables sur ces intervalles et dont le dénominateur ne s’annule pas sur ces intervalles.

« Montrons que la fonction ¢ est continue en 0.
x La fonction exp admet comme développement limité d’ordre 1 en O :

e“=14a+ o (a)
a—0

x De méme, la fonction x — e~ admet comme développement limité d’ordre 1 en O :

e’=1—-a+ o (a)

a—0

On en déduit :

e —e = (/1’+a+ 0 (a)>—<,1’—a+ 0 (a)> = 2+ o (a)

a—0 a—0 a—0

a

Dou:e* —e % ~ 2a. Ainsi :

a—0
et —e @ 2a
= ~ _— = 1
W(a) 2a a—0  2a
Finalement : liH(l) p(a) = 1 = ¢(0). Donc ¢ est continue en 0.
a—

On en conclut que ¢ est continue sur R et dérivable sur | — oo, 0[ et ]0, 4o00].
e Soit a € R*.

(e +e ") 2a—2(e—e™®)  (a—1)e*+(a+1)e™
4 a? B 2a?

¢'(a) =

(a—1)e+ (a+1)e @
2a?

Va € R*, ¢'(a) = et ¢’'(0) = 0 (d’aprés I’énonceé)
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« La fonction g : a — e*(a — 1) + e *(a + 1) est dérivable sur R en tant que somme de fonctions
dérivables sur R.
Soit a € R.

gla) = e*(a—1)+e*—e “a+1)+e* = ae”—aec™® = a(e”—e?)

Deux cas se présentent alors.

x Sia >0, alors, comme a > 0, ¢’(a) est du signe de e — e~ . Ainsi :

d@) >0 & e"—e 20 & ">’ & a>—a
ou la derniére équivalence est obtenue par stricte croissance de la fonction In sur |0, 4+o0l.
Or, comme a > 0, l'inégalité a > —a est vraie. Ainsi, par équivalence, ¢'(a) = 0.

x Sia <0, alors, comme a < 0, ¢’'(a) est de signe opposé a e* — e~®. Ainsi :

d@) >0 & - <0 & e"<e™® & a< —a

ou la derniére équivalence est obtenue par stricte croissance de la fonction In sur |0, 4-o0l.
Or, comme a < 0, l'inégalité a < —a est vraie. Donc, par équivalence, ¢’'(a) = 0.

Finalement, pour tout a € R : ¢’(a) > 0.

« On obtient le tableau de variations suivant :

a —00 0 “+o00

Signe de ¢'(a) + 0 +

Variations de g 0/

« Détaillons les éléments de ce tableau :
x g0)=e"(0-1)+e?(0+1)=-1+1=0

x Tout d’abord : lim ae®*= lim —ae™® =0 par croissances comparées.
a——00 a—+00
Deplus: lim e*=0et lim (a+1)e™®=—o0.
a——00 a——00

Or, pour tout a € R* : g(a) =e%(a—1)+e %“(a+1)=ae*—e®+ (a+ 1)e %

Donc : lim g(a) = —oc0
a—r—00
x Ensuite : lim ae™® = 0 par croissances comparées.
a—+0o0
Deplus: lim e *=0et lim (a—1)e® = 4o0.
a——+00 a—r+00

Or, pour tout a € R* : g(a) =e*(a—1)+e %a+1)=(a—1)e* +ae *+e

Donc : agrfm g(a) = 400

On en déduit : Va < 0, g(a) < 0 et Va >0, g(a) > 0.

o De plus, pour tout a € R* :

Pa) = G-Vl Dt ot

Or 2a? > 0, donc ¢/(a) est du signe de g(a).
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On obtient alors le tableau de variations suivant :

a —00 0 “+o00

Signe de ¢'(a) - 0 +

Variations de ¢ \ /
1

« Détaillons les éléments de ce tableau.

ea —a
x Tout d’abord : lim — = 400 par croissances comparées. De plus : lim = 0.
a—+oo 2a a—+oo 2a
e —e® e e@
Or:VaeR* pla)=—— = — — —.
#la) 2a 2a 2a

D’ou : QEI—POO p(a) = +oo.

—a ea

x Ensuite : lim = 400 par croissances comparées. De plus : lim — =0.
a——oco 2a a——00 2a

Dou: lim ¢(a) = 4oc.
a——0o0

« On obtient le graphe suivant :

A

Commentaire

On peut remarquer que la fonction ¢ est paire : sa courbe représentative présente une
symétrie par rapport a 'axe des ordonnées. Il était bien stir possible de le montrer par le
calcul en démontrant : Va € R, ¢(—a) = ¢(a).
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9. En déduire que, pour tout A € [1,4o0[, il existe f € E \ {0} tel que : T'(f) = A f.

Démonstration.
Soit A € [1, +ool.
« D’apreés la question 8., la fonction ¢ est :
x continue sur [0, 400,
x strictement croissante sur [0, 4+-o00].
Ainsi, ¢ réalise une bijection de [0, 4o00[ sur ([0, +o00[), ot :

@([0,+00]) = [¢(0), lim p(a)| = [1,+00]

a——+00

Or X € [1, 4+o0], donc il existe ag € [0, +o00[ tel que p(ag) = A.
e Or, d’apres la question 7. :
T(fao) = 50((10) fao = Alfao
Donc il existe bien f = f,, telle que T'(f) = A f.
« De plus f,, € E\ {0g}.

En effet, comme fg, : t — e%!

, on a directement que f,, est continue et non nulle sur R.

Finalement, pour tout A € [1, +oc[, il existe bien f € E \ {0} telle que T(f) = X f.

Commentaire \

o Nous venons de démontrer que I’endomorphisme 7T admet une infinité de valeurs
propres (tous les réels supérieurs a 1). Cela peut paraitre surprenant. Rappelons en
effet qu'une endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie n € N* admet
au plus n valeurs propres distinctes.

e Ici, E est I’ensemble des fonctions continues sur R. C’est un espace vectoriel de di-
mension infinie. Dans ce cas, un endomorphisme de E peut admettre une infinité de
valeurs propres distinctes (c’est le résultat démontré ici).

Exercice 3
1 X
1. On pose pour tout réel > 0 et pour tout n € N* : Jy(x) =1 —e % et Jy(z) = ot / t"e " dt.
n: 0
a) Calculer pour tout réel z > 0, Jy(z).

Démonstration.
Soit > 0.
o La fonction ¢ + t ™! est continue sur le segment [0, z].

X
(ainsi, 'intégrale / t e! dt est bien définie)
0

Commentaire

Déterminer l'intervalle de continuité de I'intégrande est important. Plus précisément (avec a < b) :

b
x si f est continue sur le segment [a, b] alors 'intégrale / f(t) dt est bien définie.
a
b
x si f est continue sur ]a, b (resp. [a, b[) alors I'intégrale / f(t) dt est impropre en a (resp. b).
a

b
x si f est continue sur |a, b| alors 'intégrale / f(t) dt est doublement impropre.
a

17



PSI

2023-2024

« On procéde par intégration par parties (IPP).

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe ¢ sur [0, z]. On obtient :

J1(x)

b) Etablir pour tout réel z > 0 et pour tout n € N*, la relation : J,(z) = J,_1(z) —

Démonstration.

x

1 T : T
= = tetdt = [—te'] — [ —etdt
1 Jo 0 0

Ve >0, Ji(x) =1—e* —ze™®

Soit & > 0 et soit n € N*.

o La fonction ¢

+ t" e~ est continue sur [0, z].

x
(ainsi, intégrale / t" et dt est bien définie)
0

« On procéde par intégration par parties (IPP).

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0, z].

On obtient :

1 x
Jn(x) = ] / t" et dt
" Jo

n! n!
= Jpo1(z) — e e *
- Ul n!
o 1 -
Ainsi, pour tout @ > 0: Vn € N*, Jp(2) = Jp—1(x) — — 2" ™"
n!

18
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c¢) En déduire pour tout réel z > 0 et pour tout n € N*  une expression de J,(z) sous forme de
somme.

Démonstration.
Soit & > 0.

o D’aprés la question précédente :

Yk €N, (@) = Jea (@) = = a2k e
o Soit n € N*. En sommant ces relations, on obtient :
S o1 k —x —x S ‘Tk
> k() = Ji—1(x)) = - e = =° > 7l
k=1 k=1 "+ k=1 M-
1
_ B - (par sommation
In(x) — Jo(z) = Ju(z) = (1—e™) télescopique)
o On en déduit :
Jp(x) = 1—e" ix——l—e ix—
" N =k =0 k!
n ZCk
Pour tout = > 0 et pour tout n € N*, Ju(z) =1—e"" > —=.
k=0 R: O

“+o0o
d) Montrer que pour tout n € N*, I'intégrale / t"e! dt est convergente et calculer sa valeur.
0

Démonstration.
Soit n € N*,

o La fonction t + " e~ est continue sur [0, +-o0].

+oo
(ainsi, Uintégrale / t" ¢! dt est impropre seulement en +00)
0

« Soit x € [0, +oo[. D’apreés la question précédente :

/ t" e tdt = n! J,(x) =n! (1 —e” ') =nl—nle™ T
0 k=0 k! k=0 k!

n wk wn
e Or: T T (le terme dominant d’un polynéme est son terme de plus haut degré).
k=0 z—+oo MN!

On en déduit :

k n

o L ez X _ . bes

n!e — ~ nle¥ — = — — 0 (par croissances comparées)
=0 k! 2=+ n! e’ r—+o0

e On en déduit :
X n l‘k
t"etdt = nl—nle® > — — nl
0 k=0 k!

T—>+00

+00
L’intégrale / t" et dt est convergente et vaut n!.
0
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1
e) Pour tout n € N*, on note : I, = / en (FHn(1=2)) 5.
R 0
A l’aide du changement de variable t = n(1 — x), montrer que pour tout n € N*, on a :

e?”L

Démonstration.
Soit n € N*. Notons g, : @ —» em@tn(l=2))
« La fonction g, est continue sur [0, 1] car elle est la composée g, = hy 0 hy ol :
x hi:x—=n(z+In(l—u2x))est:
— continue sur [0, 1].
— telle que : 21 ([0,1]) C R.
x ho = exp est continue sur R.

o De plus, la fonction g, est prolongeable par continuité en 0. En effet :

lim In(l —z) = —o0
z—1
donc lim1 n(r+In(l—x)) =—o0 (carmn >0)
T—r
1 —_ pu— 1 X pu—
et i1_>ml exp (n (z +1In(1 — x))) Xlirgm e 0

On pose alors : g, (1) = 0.

La fonction g, ainsi prolongée est continue sur [0, 1].

« On effectue alors le changement de variable | ¢t =n (1 — z)

t=n(l—2z) (etdoncx=1-1)

n

1
—dt=-ndr et dx:—ﬁdt

ex=0 = t=n

Ce changement de variable est valide car la fonction ¢ : ¢t — 1 — % est de classe € sur [0,n].

t
En particulier : nt =n —t et nln(l —x) =nln <> On en déduit :
n
1
I, = / gn(z) da
0
1
= / exp(nz +nln(l — z)) dx
0

_ /no exp <(n—t)+nln <;>> %1 dt

0
— _l / en—t Xenln(%) dt
n

n
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Finalement :

:\%

/ e_tx(t> dt
0 n

e 1 n
— n/ e !t x " dt
n n 0
n

€

/ e" x et x e(ln(%)n) dt
0

n

(¢

Ainsi, pour tout n € N*| [, = s

n! Jp(n).
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Exercice 4
t

+o00 42 +o0 2
On rappelle que l'intérale / e” 2 dt est convergente et que : / e 2 dt =+2m.
—00 —0o0
“+oo tQ
1. Montrer que 'intégrale / e 2 dt est convergente, et calculer sa valeur.
0

Démonstration.
+oo 2

« D’aprés I’énoncé, 'intégrale / e~ 2 dt est convergente.
—0o0

0 2 +o0o 2
On en déduit que les intégrales impropres / e™ T dt et / e~ T dt sont convergentes.
—o0 0
2
o La fonction f :t— e~ T est continue sur R.
De plus, elle est paire sur R. En effet, pour tout t € R :

_ (=12 2
2

f(=t)=e =e 2z = f(t)

On effectue alors le changement de variable | u = —t

u=—t (et donct= —u)

—~S>du=—dt et dt=—du

el=4+0 = u=-—-00

Ce changement de variable est valide car la fonction ¢ : u — —u est de classe € sur | — 00, 0].
On obtient :

too g2 O (w? T2 0 u?
/ e 2 dt = / e 2 (—du) = —/ e 2du = / e 2du
0 0 0 —o00

o On en déduit, par relation de Chasles :

+oo 2 0 42 +0o0 42 +o0o 2
/ e 2 dt = / e 2 dt—i—/ e 2 dt = 2 / e 2 dt
—00 —00 0 0
400 2 1 +00 2 2
Ainsi : / e_t dt = = / e_% dt = ﬁ — \/?
0 2 J o 2 2

Commentaire \

« Rappelons tout d’abord que le programme officiel n’autorise pas les changements de
variable sur les intégrales impropres, & ’exception des changements de variable affines
(c’est-a-dire ceux de la forme : uw = at + b). C’est bien le cas ici.

|

e On a effectué ici le changement de variable permettant de démontrer que si f est une
fonction paire alors :

a 0 a a
/ i dt = [ @)y dt et ainsi £t dt = 2 / () dt
0 —a —a 0
ou a € R+. Ce résultat peut étre utilisée directement si f est continue sur le segment
[0,a]. On n’oubliera pas d’ajouter ’hypothése de convergence dans le cas ot f est
continue sur [0, a[ (avec a € R+ ou a = +00).
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2. a) Déterminer, pour tout réel z, la valeur de lim ¢**le,
t——+o0
Démonstration.
Soit x € R et soit t > 0.

(on peut prendre t aussi grand que l’on veut puisqu’on cherche la limite lorsque t tend vers 4+00).
On cherche la limite de :

1 . tCE-‘rl
x+1 —t _
t e = o
Trois cas se présentent.
t$+1
e Siz+1>0, alors ; t—+> 0 par croissances comparées.
********* e —+00
t:t+1 1
e Siz+1=0, alors =— —
********* et et t—s4o00
tott 1
Siz+1<0, alors = —
L ’ et t—($+1) et t—+oo

En effet, lim @+ = 400 (car (2 +1) > 0) et lim e’ = +o0.

t——+o0 t—-+o0

Ainsi, pour tout z € R, on a: lim t*Tle™t =0.
t—+o00 0

+oo
b) En déduire la convergence de l'intégrale / t*~te~t dt, pour tout réel x.
1

Démonstration.
Soit z € R.

o La fonction g : t — t* 1 et = elz=1) In(t) o=t ogt continue sur [1,4+00] en tant que produit de
fonctions continues sur [1, 4+00].

e De plus :
1
x Yt e [l,+oof, t* Let>0et v > 0.
1
x tTlet= o ()
t—too \ £2
z—1 e—t
En effet : ——— =t""le™* — 0.
= t——4o00
“+00
x L’intégrale 2 dt est une intégrale de Riemann, impropre en 400, d’exposant 2 (2 > 1).

Elle est donc convergente.

Par critére de négligeabilité des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+oo
I'intégrale impropre / t*~ L et dt est convergente.
1

Commentaire \

Dans la question précédente, on s’intéresse a la limite de t*+1e~t. Dans cette question, l'inté-
grande étudiée est la fonction g : t — 71 et = el#—1) () o=t
Le lien entre les deux est clair :

1

1
2

o~

C’est cette égalité qui doit faire penser a I'utiliser d’une comparaison & une intégrale de Riemaﬁl.

J
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1
¢) Déterminer les valeurs du réel = pour lesquelles 'intégrale / t*Le™t dt est convergente.
0

Démonstration.
Soit z € R.

o La fonction g : t > t*~1 et = e@=D () ¢~ o5t continue sur 10,1] en tant que produit de
fonctions continues sur 0, 1].

e De plus :
x ¥Vt €]0,1], =1 > 0.

% ta?—l e—t ~ tm—l — 1
t—0 tlf‘x ’
En effet : e7 — 1 # 0 donc et ~ 1.
t—0 t—0
1

x L’intégrale e dt est une intégrale de Riemann, impropre en 0, d’exposant 1 — .

0
Elle est donc convergente si et seulement si 1 — x < 1, c’est-a-dire si z > 0.

Par critére d’équivalence des intégrales généralisées de fonctions continues positives,

1
I'intégrale impropre / t* Lot dt est convergente si et seulement si x > 0.
0

d) En déduire que la fonction Gamma d’Euler :

+oo
I: x»—>/ t e dt
0
est définie sur |0, 40|

Démonstration.
Soit z € R.

+o0
L’intégrale doublement impropre / t* et dt est convergente si et seulement si :
0
1
x l'intégrale impropre / t*~Le™t dt est convergente, ce qui est vrai si > 0.
0

+oo
x et l'intégrale impropre / t*te7t dt est convergente ce qui est vrai pour tout x.
1

Ainsi, la fonction T' est définie sur |0, +ool. O
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