PSI 2023-2024

Séries

Exercices d’illustration (préparation des colles)

I. Exercice(s) corrigé(s)

Exercice 1
Le but est de prouver I’équivalent suivant (& connaitre) :

n
n!l ~ 27mn (n)

n——+oo e

n"\/n U
1. Pour tout n € N*, on pose u,, = v et v, =1In i
e n! Up,

a. Déterminer la nature de la série Y v,, puis de la suite (ln(un))n N

Démonstration.

e Tout d’abord, pour tout n € N* :

(n+1)" 1 /n¥1
Un+1 ent+l (n+1)!
U - ’I’L"\/ﬁ
" enn!

(n+ 1"t yn+1 5 e n!
entl (n+1)! n"y/n

(n4+1)" wl n+1 &7

nn M%" n o7 el
1 (n4+1\""2
- (%)

+1
Vn € N*, dntl _ -1 <”+1>n ?

- B

U n

Commentaire

Cela démontre, au passage, que la suite (vy,) est bien définie.

u n+1\""2
En effet : Vn € N*, ntl el < ) > 0.
Up, n
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e On en déduit, pour tout n € N* :

Up41
v, = In nt
Un

Et ainsi :
1 1 1 1
<n+> ln<1+) =1 - -/~ + O <2>
2 n n n—too \ T
1 11 1
L i o (=
* n 4 n? T <n3>
1
n—-+oo n
1 1 1
Finalement : v,, = —1+ [n+ In{l+—-) = O —
2 n n—-+oo 77,2
o Enfin :

1
XVTLEN* >0
1
n

e )

x La série Z — est convergente en tant que série de Riemann d’exposant 2 (> 1).
n?

Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Y v, est convergente.
o Soit N € N*.
Uk+1
Uk

(ln(ukH) ln(uk))

N

= 2

k=1 k=1
N

Py

= ln(uNH) —In(uy) (par télescopage)
N
Ou encore : In(un41) = In(ur) + > vp.
k=1
N
La suite <Z vk> est convergente par définition de la convergence de la série Y wy,.
k=1 NeEN~

On en conclut que la suite (ln(un))n cn- €st convergente. O
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n\”"
b. Montrer qu’il existe A € R% tel que : n! ~ A (—) Vn.
n—-+oo
Démonstration.
o D’aprés la question précédente, la suite (ln(un)) est convergente. Notons £ sa limite.
Remarquons alors :

neN*

un, = exp (In(uy)) Nl exp(?)

Ce qu’on peut écrire : u, ~ e (puisque e’ # 0).

n—-+oo
n
n n .
v ~ ¢b. On en déduit :
e” n! notoo

e Ainsi : u, =

e n!
: —/
~ e
nn \/ﬁ n—+oo

Et enfin :
_, n"\/n

n——+oo e

n\n
En notant A = e~¢ > 0, on a bien démontré : n! ~ A <—> Vn.

n—-+oo

2. Intégrales de Wallis

[VE]

On pose, pour tout n € N, w,, = / (sin(t))n dt.
0
a. Montrer que la suite (wy,)nen est positive, décroissante, et :

n—+1
n+2

Vn €N, wpio = W,

Démonstration.

o Tout d’abord : Vt € [0, 5], sin(t) > 0.

Soit n € N. La fonction élévation & la puissance n étant croissante sur [0, +o0o[, on en déduit :
™ . n
vt € |0, 5}, (sin(¢))" =0

On en déduit, par croissance de lintégrale sur un segment (la fonction t — (sin(t))" est
continue sur le SEGMENT [0, 7]), les bornes étant dans I'ordre croissant (5 > 0) :

%
Wy, = / (sin(t))" dt >0
0

« Démontrons maintenant que la suite (w,) est décroissante. Pour tout n € N :

vie[0,%], 0 <  sint) < 1

(en multipliant de part et

donc: Vte[0,5], 0 < (Sin(t))nH < (sin(1)" d’autre par (sin(t))" >0)

Finalement, par croissance de I'intégrale sur un segment, les bornes étant dans I’ordre croissant :

wn = [7 (i) < [T (sin0)" @t = w,
0 0

On a démontré : Vn € N, wy,+1 < wy,. Ainsi, la suite (w,,) est décroissante.
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e Soit n € N. Par définition :

Wnto = /0 ’ (sin(t))"** dt = /0

On procéde alors par intégration par parties (IPP).

[VIE]

sin(t) x (sin(t))nle dt

u(t) = (sin(®)™ W/ () = (n+1) (sin(t))" cos(t)
v'(t) = sin(t) v(t) = — cos(t)

Cette IPP est valide car u et v sont de classe €' sur [0, 5]. On obtient :

™

/ ® (sin(t)) "2 at
0

us s

= — [cos(t) (sin(t))wrl r — (n+1) /02 (sin(t))" cos(t) (—cos(t)) dt

0

™

) i z (™ ( cos(t))? car cos(3) =0
B 0 +  (n+1) /0 (sin())" (cos(t) )" dt gtsmw)(i)w

jus

= (n+1) /02 (sin(®)" (1= (sin®))* ) at

jus

= (n+1) /02

= (n+1) w,— (n+1) wpto

jus

(sin(®)" dt — (n+1) / (sin(t))"* dt

0

On obtient : Vn € N, wpy2 = (n+ 1) wy, — (0 + 1) wypy2 ou encore : (n+ 2) wpio = (n+1) wy,.

O
2n)! T T
b. Montrer : Vn € N, ws,, = M X 5 et (n+1) wpy1w, = 5
Démonstration.
Dé trons 4 Y N. & 6 P . _ (2n)! T
émontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)  ou (n) : woy = 0 (I X 5

» Initialisation :

« D’une part : wg = /2 (sin(t))0 dt = /2 1dt= g
0

0
, L @xor w0
.Dautrepart.mxgzﬂxg

D’ou Z(0).
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» Hérédité : soit n € N.

Supposons & (n) et démontrons Z(n+1) ( c'est-a-dire : won o =

2n+1
w

2n+2

2n+1  (2n)!

T
C 2n 42 220 ()2 v

Won+2 =

_ 2n+22n+1 (2n) W 7
C2n+2 2n 4222 (pl)2 " 2

B (2n +2) x (2n+1)((2n)!) T
T DXt ) x2Zx2 (a2 2

_ (2n +2)! "
22042 ((n 4 1))

D'ou Z(n+1).

Nl

(n+2)! w>'

220+2 (0 1)) 2

on (d’apres la question précédente)

(par hypothese de récurrence)

Ainsi, par principe de récurrence : ¥n € N, Z(n).

Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)  ou  L(n): (n+1) wpiq wy = g
» Initialisation :
2 ™ 50w ™ 71' 71'
. D’ £ = ) dix 5 = [ —cos(t) ] x5 = ~(cos (5 ) —cos(0)) T = ~.
une part : wy wy /0 sin(t) 5 [ —cos(t) | 5 (cos 5 cos(0)) 5= 35
1 =
« D’aut t: —— — = —.
autre part : om0 5 =3
D’ou Z(0).
» Hérédité : soit n € N. .
Supposons #(n) et démontrons & (n + 1) ( cest-a-dire : (n + 2) wpy2 Wyt = 5)
n+1 , ,
(n+2) wpyownp1 = (n42) P Wy, Wit 1 (d’apres la question précédente)
= (n+1) wyyiwy
= g (par hypothése de récurrence)
Dot Z(n+1).
Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, & (n). 0O

c. Déduire des questions précédentes deux équivalents de ws,, et conclure.

Démonstration.
o Tout d’abord :

(d’apres la question 2.b)

(en utilisant 2 fois

(2n)! T
R N T CAA)
on\ *" 1 m
~ )\ <> V 2n X 5on X 7 o X
n—s+oo e 22n (A (B)" Vi) 2 la question 1.b)
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om\ 2" 1 1
A@>\@%WXU@VWV

n 1 1
S e

1 V2 ./
AV s/

Final . 1 \/5 T 1
Inalement : w ~ - _ = = — .
2n notoo \ n 2 A V2

o Par ailleurs :

(2n + 1) wopt1 wop ~ — (d’apres la question 2.b)

donc Won+1 Wap ~

Or, d’aprés la question 1.a :

2n+1 e — w < w < w (car la suite (wy,)
on2 v entros Teedlos T est décroissante)

2n+1 Wan+1
d < < 1 >0
onc o+ 2 - (car wa, > 0)

Comme :
2n+1

—
. 2n + 2 n—+oo

1

Y

x 1 — 1,
n——+oo

Wan4-1
o
Wop nN—+0

alors, par théoréme d’encadrement :

Autrement dit : wopy1 ~  wap.
n——+oo

N 2 ™
On en conclut, d’aprés () : (wgn) ~ — OUu encore : wa, ~

NG
n—-+oo 47’L n—-+oo 1/47’1]’

o En combinant ces 2 équivalents :

1 T T V2m T V27
w ~ _— = — = ~ —_ W
Toaste X Van A Ve A VAnoeere A"
Ou encore :
Won, — 1 V2
Won, o n—-+oo )\
n
On en conclut : A =+27w et ainsi : n! ~ V27n <E) .
n—-+oo e
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Exercice 2

On considére la suite (u,) définie par : {

ug >0
Vn €N, Uppq = up + up?

1) a. Montrer que la suite (u,) est croissante.

Démonstration.
Soit n € N. Par définition : up+1 — up = (un + u,%) — Uy = u% > 0.

Ainsi, la suite (u,) est croissante. O

. Montrer que la suite (u,) diverge vers +oc.

Démonstration.
« D’aprés la question précédente, la suite (uy,) est croissante. Deux cas se présentent alors :

x si la suite (u,) est de plus majorée, alors, d’aprés le théoréme de convergence monotone,
elle est convergente.

x sinon (c’est-a-dire si on sait de plus que la suite (u,) n’est pas majorée), alors elle diverge
vers +00.

« Démontrons que la suite (u,) n’est pas majorée.

On procéde par I'absurde.

On suppose que la suite (u,) est majorée.

Comme elle est de plus croissante, elle est convergente vers une limite £ € R.

Or, par définition : Vn € N, up1 = uy + >

Chaque quantité admettant une limite finie, on obtient, par passage a la limite :

0=10+102
D’ou £2 =0 et donc £ = 0.

Or, comme (uy) croissante, on a en particulier : Vn € N, wu, > ug.

Par passage a la limite, on obtient : £ > ug > 0 = ¢.
Absurde!

On en conclut que la suite (u,) n’est pas majorée.
Etant croissante, elle diverge vers 4oo.

Commentaire

o On utilise dans cette question le théoréme de convegence monotone. Il stipule que pour
toute suite (u,) € RN :

(un) croissante } (up,) converge vers une limite £ € R

(up) majorée par M € R qui veérifie £ < M

Plus précisément, la limite ¢ d’une telle suite est : £ = sup w, (le fait que la suite (u,) soit
neN
majorée assure l'existence de cet objet).

« Il faut retenir que toute suite (u,) croissante admet une limite (éventuellement infinie) :

x si (up) est majorée, alors lim w, = sup u, (limite finie).
n—+oo neN

x si (up) est non majorée, alors lim wu, = +oo.
n——+00

Ainsi, si la question consiste a démontrer qu’une suite (u,) croissante diverge vers +o0, il
est classique de procéder par I'absurde pour démontrer que la suite (u,) n’est pas majorég.

J
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In(uy,)
n
a. Montrer que pour tout ¢t > —1 : In(1 +¢) < ¢.
On tracera l’allure des courbes représentatives des fonctions t — ¢ et ¢ — In(1+1¢) sur une méme
représentation graphique.

2) On pose, pour tout entier naturel n, v, =

Démonstration.

« La fonction f: x> In(1 4+ x) est concave sur | — 1, +00].
En effet, elle est de classe €2 sur | — 1, +oo et, pour tout 2 > —1 :

f@) = @ J) = s <0

(1+z)?

« Ainsi, la courbe représentative de f est située en dessous de ses tangentes, notamment sa
tangente en 0, droite d’équation :

y=70) (x—0)+[(0) ==

Y

4 T

Commentaire \

o Donner I'allure d’une courbe ce N’est PAS relier des points mais effectuer la démarche
consister & résumer graphiquement les informations du tableau de variation. En particulier,
on doit faire apparaitre :

x les limites éventuelles.
Pour la question considérée, comme In(1 + x) —>1 —00, la droite d’équation x = —1
T——

est une asymptote verticale de la courbe représentative de f (¢ se rapproche de cette
droite sans jamais la rejoindre).

x une tangente en un point d’intérét.

x le caractére concave ou convexe.
On doit s’attacher a ne pas faire apparaitre de creux ou de protubérances (qui consis-
teraient en des changements de convexité) si la courbe n’en présente pas. Un tracé
« trmblotant » ne peut étre accepté.

o Il est primordial de comprendre la notion de tangente. La tangente en un point (zg,yo)
d’une courbe € représente la meilleure approximation affine de €y au voisinage de (o, o).
D’un point de vue tracé, cela signifie que courbe et tangente doivent apparaitre comme
confondues au voisinage de (xg, yo). Profitons-en pour rappeler que le terme tangente trouve
son étymologie dans le terme latin « tangere » qui signifie toucher.

« On pouvait aussi démontrer 'inégalité en étudiant le signe de la fonction x — x —In(1 +x&}.

\. J
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1

b. Montrer que, pour tout n € N: 0 < vpp1 — v < ————.
2ntly,

Démonstration.
e On a montré dans la question 1) : Vn € N, 0 < ug < up.
On en déduit en particulier : Vn € N, u, > 0 et L > 0.
Ainsi, la suite (v, )pen est bien définie. o
« Par définition des suites (up)nen €t (vp)nen, pour tout n € N :

In(upy1)  In(uy)
Untl = Un = ontl  9n

1
= <2> 5 — In(uy,)
I\" {2 In(u,) + In(1 + ui)
= |z "= — In(uy,)
2 2
- (3) w00
n
1 (en appliquant ’inégalité de la
< (1) i question précédente a
h 1
2 tn t:u—n>06t car (%)n—H}O)

1 1
o Par ailleurs, comme — > 0 alors : In <1 + > > 0.
n Up

1

On obtient bien : Vn € N, 0 < 11 — vy < ————
2n+1un

c. Montrer que la série de terme général v,,+1 — v, est convergente.

Démonstration.

1 1
o D’aprés la question 1), pour tout n e N: — < —.
Unp, uQ

o Finalement :

1 n+1 1 1 n+1 1
0 < - < (5] — < (2) —
2 Uy, 2 U

x La série ) ﬁ (%)n est convergente car, a constante multiplicative (non nulle) pres, il s’agit

de la série géométrique de raison % e]—1,1].

D’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série > v,41 — vy
est donc convergente. 0
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d. En déduire que la suite (v, )nen converge. On note £ sa limite.

Démonstration.
Soit n € N*. Par sommation télescopique :

n—1

Spn—1 =Y. (Vg1 — vk) = vy, —v9 oOUencore v, = vy + Sp_1
k=0

La suite (S,) est convergente par convergence de la série Y vp41 — Up.
Il en est de méme de la suite (S,—1).

On en déduit que la suite (vy,) est elle aussi convergente.

O
3) a. Montrer, a l’aide de la question 2b :
1
VneN,VpeN, 0< — Uy, <
n p Untptl = Un S 5 w,
Démonstration.
Soient n € N et p € N.
o D’aprés la question 2.b, pour tout £ € N, on a :
1 k+1 1
0 < vpyr — vk < <> —
2 Uf
. , . 1 1
La suite (u,,) étant croissante, on a, pour tout n > k : — < .
Uk u
On en déduit : "
Vk>=n, 0<wv — v < —
e ()
En sommant ces inégalités pour k € [n,n + p], on obtient :
n+p ntp 1 1\ FF!
0 < (Vg1 —w) < D — <)
k=n fen Un \ 2
I
Untpt1 — Un (par télescopage)
o D’autre part :
EO - SE )
Un k=n 2 B Un k=n+1 2
1 1 n+11_(%)p+1
T oup (2) 11
1 /1\" 1\P* 1 /1\"
N (e 1— (= < -
Unp, <2> <2> Up, <2>
1 1\ " 1 p+1
car <> >Oet:1—<) <1
Up \ 2 2
_ 1
On en conclut : Vn € N,Vp € N, 0 < vp4pt1 — vp < o n

10
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1
b. Montrer que, pour n € N: 0 < {— v, < g
Up

Démonstration.
o D’apres 'inégalité précédente :

1

Vn € N,Vp S N, 0 < Un+4p+1 — Un <
2" up,

La suite (vy,) étant convergente : vy ypy1 —> L.
p——+00

o On peut alors passer & la limite, lorsque p — +o0o dans cette inégalité.

1
On obtient : Vn € N, 0 < 4 — v, <
2™ Uy, 0
c. En déduire : u, ~ 2L
n—-+oo
Démonstration.
Soit n € N.
o D’apreés I'encadrement précédent :
</ L
0 X —Un X 2"un
1
donc 0< 2% — 2", < — (car 2" >0)
Unp,
1 P
donc 0< 2™ —In(up) < — (par définition de vy,)
Un,
donc 1 < oxp (27 — In(un)) < o (par croissance de la
= OXp s fonction exp sur R)
o2 )
donc 1< — <em
Un
e Or:
1
x lim ewn — e =1 car u, — 400,
n—-+o0o
x lim 1=1.
n—-+o0o
62"6
Ainsi, par théoréme d’encadrement, on obtient alors : lim —— = 1.

n—+00  Up

Cela démontre : u, ~ 2"t

11
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I1. Exercice(s) conseillé(s)

Exercice 3 L
ex
On note f la fonction définie, pour tout réel x strictement positif, par : f(z) = —.
T
A
1. a) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1, montrer que 'intégrale I,,(A) = / f(x) dx
admet une limite finie lorsque A — +o00. "
On notera I,, cette limite et on exprimera I,, en fonction de n.
1
b) En déduire: I,, ~ —

n—+oo M ’

2. Montrer que la série de terme général u,, = f(n) est convergente.

k+1
3. a) Etablir : Vk € N*, f(k+1) < /k f(z) dz < f(k).

b) En sommant soigneusement cette derniére inégalité, montrer :

1

. +o00 400 en
Vn € N*, >ooup < I <Y upt .
k=n+1 k=n+1 n

¢) Déduire des questions précédentes un équivalent simple, lorsque n est au voisinage de 400, de
1
+oo ek

-5
k=n-+1 k

Exercice 4
On note f : R — R 'application de classe €2 sur R, définie, pour tout = € R, par :

flz) =z —In(1+2?)
On donne la valeur approchée : In(2) ~ 0, 69.
1. a) Calculer, pour tout x € R, f'(z).
b) En déduire le sens de variation de f.
c¢) Calculer, pour tout z € R, f”(x).

2. Déterminer la limite de f en —oo et la limite de f en +oc.

On considére la suite (uy,)n>0 définie par ug =1 et :
Vn €N, upp1 = f(un)

Montrer que (up)n>0 est décroissante.
Etablir que la suite (uy,)n>0 converge et déterminer sa limite.

Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche un entier n tel que u, < 1073.

SN S

. 1
a) Etablir : Vz € [0,1], f(z) <z — 5&02.
b) En déduire : Vn € N, u2 < 2 (up — tuns1)-

¢) Démontrer que la série Y. u2 converge.
n=0

12
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