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I. Espace probabilisable
I.1. Notion de tribu

a) Définition

Soit 2 un ensemble.

(0) o C 2(Q)

(o est constitué de parties de Q2 : pour tout A € o/, A€ P(Q))
(i) Qe
(ii)) VA€ o/, Ac o

(stabilité de o par passage au complémentaire)

(i) Y(An)ers € AN, U A € o
(stabilité de <of par;zz?nion dénombrable)

On peut remplacer (#iz) par :

(iii’) VI C N, V(A)ier € @1, U A; € o

el
(stabilité de o par union au plus dénombrable)

Une tribu (on parle aussi de o-algébre) sur € est un ensemble &7 vérifiant :

b) Propriété de stabilité

Soit 2 un ensemble.

Soit &7 une tribu sur €.
1) oo

2) Pour tout (A,B) € &% :| AUB, AN B, A\ B sont des éléments de o/

3) Si I C Netsi(A4;)ier est une famille d’éléments de < :

U Ai et () A; sont des éléments de o
i€l i€l

Résumé des propriétés de stabilité.
Une tribu & sur Q :

x contient & et €,
x est stable par union finie et stable par union dénombrable,
x est stable par intersection finie et stable par intersection dénombrable,

x est stable par passage au complémentaire.
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I1.2. Notion d’espace probabilisable

« On appelle espace probabilisable la donnée d’'un couple (€, <7) ot :

x ) est un ensemble appelé univers (ou univers des possibles).
C’est I'ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire.

x &/ est une tribu (on parle aussi de o-algébre) sur .
o Vocabulaire sur les éléments d’une tribu :
x les éléments de o/ sont appelés des événements.
x l'événement & (c’est un élément de <7) est I'événement impossible.
x ’événement () est ’événement certain.

x I’événement A est appelé événement contraire de A.

1.3. Vocabulaire des probabilités : illustration a 1’aide d’expériences aléatoires

Exemple

1) Expérience : on effectue 1 lancer d’une piéce.

« Univers : Q@ = {Pile, Face}.
Univers : I’ensemble des résultats possibles de l’expérience.
o Tribu: o = 2(Q) = {@, {Pile}, {Face}, {Pile, Face}}.
Tribu : 'ensemble de tous les événements considérés.
2) Expérience : on effectue 1 lancer d’un dé 6.

o Univers : Q ={1,2,3,4,5,6}.

Lunivers Q est I’ensemble des résultats possibles de [’expérience.

Tribu : & = 2(Q).

La tribu of est l’ensemble de tous les événements considéreés.

o Exemple d’événement A : « le résultat est pair ».

Un événement A peut étre défini par une propriété sur l’expérience.

A=1{2,4,6} € 2(Q).

Rigoureusement, un événement A est une partie de Q0 constituée de I’ensemble des
tirages qui réalisent la propriété définissant A.

Le lancer w = 4 réalise 'événement A = {2,4,6}.

On dit qu’un tirage w € Q) réalise l’événement A s’il vérifie la propriété définissant A.
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I1. Espace probabilisé

I1.1. Probabilité

Soit (£2,.27) un espace probabilisable.
« Une probabilité est une application P : &7 — [0, 1] telle que :
1) VAeo, | 0<P(A) <1 |

2)| P(Q)=1
(la probabilité de l’événement certain est 1)

3) Pour toute suite (Ag)gen d’événements de &7 deux a deux incompatibles (c’est une
famille qui vérifie la propriété : V(i,7) € N2, i #£j = A;NA; =09):

P <:g; Ak> = +Zoo P(Ak)

k=0

(cette propriété est appelée o-additivité)

« Lorsqu’une telle application existe, le triplet (€2, o7, P) est appelé espace probabilisé.

Remarque

o La propriété de o-additivité peut se noter de maniére générale comme suit.
Soit I C N et (A;)ier une famille d’événements deux a deux incompatibles. Alors :

P (U Ai) =2 P(4)

icl i€l

« En particulier, lorsque I fini (I = [1,m]), on récupére la propriété d’additivité.
Si (Ai,...,Ap) est une famille d’événements deux & deux incompatibles alors :

v (zL_le Ai) N zi P4y

I1.2. Propriétés des probabilités

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.
1) VAe #, P(Z) =1—P(A). En particulier : P(@) = 0.

2) V(A,B) € 7% P(A\ B) =P(A\ (AN B)) =P(A) —P(AN B)
3) Y(A,B) € #?, AC B = P(A) <P(B)
(Vapplication P est croissante)
4) V(A,B) € &% P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B)
V(A,B,C) € &3 P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)
5) — P(ANnB) — P(ANC) — P(BNCQC)
+ P(ANBNCO)

(formule du crible)

+o00 +o00
6) V<An>neNe¢N,P<u An> < ¥ R4y
n=0 n=0

+oo
Attention : dans cette écriture Y, P(A,) = +oo si la série Y P(A,) est divergente
n=0
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I1.3. Probabilité uniforme

Soit (2, Z(Q2)) un espace probabilisable fini.

L’univer € peut alors s’écrire : Q = {w1,...,w,} oun € N*.

« Il existe une unique probabilité P prenant la méme valeur sur tous les événements
élémentaires i.e. telle que :

Plwr}) = . = B(fwa)) =

« Cette probabilité est appelée probabilité uniforme et est définie par :

Poo2Q) - [0
A — P(A) = Card(A)  nombre d’issues réalisant A

Card(2)  nombre d’issues de I'expérience

Exemple

On considére un jeu de 32 cartes.

L’expérience consiste a effectuer un tirage (simultané) de 5 cartes.

L’univers (2 est ici I’ensemble des parties a 5 éléments de ’ensemble des 32 cartes.
On munit 'univers 2 de la probabilité uniforme, notée P.

Quelle est la probabilité d’obtenir une double paire ?

Démonstration.

On note A ’événement : « obtenir une double paire ».

L’événement A est réalisé par tous les 5-tirages (ensembles de 5 cartes) constitué de deux paires et
d’une carte supplémentaire.

Un tel 5-tirage dont est entiérement déterminé par :

x les hauteurs de chaque paire : (g) possibilités
x les couleurs des 2 cartes de la premiére paire : (3) possibilités
x les couleurs des 2 cartes de la seconde paire : (;L) possibilités
x la derniére carte : (214) possibilités

(la derniére carte ne doit pas étre de la méme hauteur que 'une ou l'autre des paires)
Il'y adonc N = (g) (3) (;L) (214) tels 5-tirages.

_Card(4) _ (GIGE) - 3x3
P(4) = Card(Q) ) 2(3522) T 31 x 29 x 2 0

A RETENIR

o Sil'univers fini ) est muni de la probabilité uniforme, les calculs des probabilités se raménent a des
calculs de dénombrement.

« Afin de déterminer P(A), on détermine Card(A).
Il s’agit donc de compter le nombre de tirages réalisant la propriété définissant 1’événement A.
On retiendra la rédaction associée a ce type de questions :

Un k-tirage réalisant 1’événement A est entiérement déterminé par :

x la valeur/position de ... : ... possibilités
X

x la valeur/position de ... : ... possibilités
I1 y a donc en tout ... tels k-tirages.
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III. Systéme complet d’événements

IT11.1. Evénements incompatibles

Soit (€2, /) un espace probabilisable.
Soit (A, B) € &/

Les événements A et B sont dits incompatibles si AN B = &.

II1.2. Systémes complets d’événements

Soit (£2,.27) un espace probabilisable.
Soit I C N et soit (A;)er € /7.
La famille (A;);cs est un systéme complet d’événements si :
(i) Q=U 4
i€l
(ii) Pour tout (i,j) € I* tel que i # j, A4iNA;j =@
(les événements sont deux 4 deux incompatibles)

I11.3. Une propriété vérifiée par les systémes complets d’événements

Soit (€2, .o/, P) un espace probabilisé.
De maniére générale, si la famille (Al)z c €A I'(ou I C N) est un systéme complet
d’événements, alors : |J A; = €. Ainsi : IP’( U A4 ) =P(Q) =1
i€l i€l

Et comme les événements de la famille (AZ) sont deux a deux incompatibles :

i€l

P(UA) =| SPA) =1

el el

e Cas d’un sce & deux événements

Soit A € &7 (A est un événement).

La famille <A,Z) est un systéme complet d’événements.

On en déduit notamment : | P(A) +P(A) =1

e Cas d’un sce & m événements

Soit (Aj,...,Ap) est un systéme complet d’événements.

m
On en déduit notamment : | Y P(4;) =1
i=1

e Cas d’un sce & une infinité d’événements

Soit (Ay)nen+ un systéme complet d’événements.

+oo
On en déduit notamment : | > P(A4;) =1
i=1

e Cas d’un sce associé & une v.a.r. discréte

Soit X une v.ar. discrete.
La famille ({X =z})

2€X(9) est un systéme complet d’événements.

On en déduit notamment : o P{X ==z})=1
zeX ()
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IV. Propriété de la limite monotone

b)

b)

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.

Soit (Ay)nen € N,

1) Si (Ap)nen est croissante (Vk € N, Ay C Agy1) alors :
a) la suite (]P’(An)> converge,

*(G)

lim P(A4,) | = sup P(4,)

n——+o0 neN

2) Si (Ap)nen est décroissante (Vk € N, Ap D Ag4q) alors :
a) la suite (]P’(An)) converge,

*(54)

lim P(4,) | = inf P(4,)

n—-+4o0o neN

Dans le cas général (la suite (A4,) n’est ni croissante ni décroissante), on peut toujours appliquer le
résultat suivant (c’est celui qu’il faut retenir!).

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.

Soit (Ay)nen une suite d’événements de 7.

+0o0o
k=0

n +oo n
n—+00 (k:UO k:QO n—+00 kDO

Exercice

On considére I'expérience consistant & effectuer une infinité de lancers d’un dé 6 équilibré.

On suppose que les résultats des lancers sont indépendants.

Notons A : « on n’obtient que des 6 lors de la partie ».

Notons B : « on obtient au moins un 6 lors de la partie ».

a. Quelle est la probabilité de n’obtenir que des 6 lors de la partie?

L’événément A est réalisé

<  On n’a obtenu que des 6 au cours de la partie

ET

ET

ET

ET

On a obtenu 6 au 1¢* lancer
on a obtenu 6 au 2°™€ lancer

on a obtenu 6 au 3°™€ lancer

L’événement Fj est réalisé
I'événement Fy est réalisé

I'événement F3 est réalisé

—+00

& L’événement [ F; est réalisé

=1
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Ainsi :

' (d’apres le théoréme
de la limite monotone)

A ' (par indépendance
’ <zm1 Fl) B zl;llp(FO des lancers)
1\" 1
= §) w30 (wrgel-110
P(A) = lim P(NF)= I N,

b. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins un 6 lors de la partie?

Ainsi :

+o00
B=\ F
i=1

L’événément B est réalisé
On obtient (au moins) un 6 au cours de la partie

On a obtenu 6 au 1¢ lancer
QU on a obtenu 6 au 2°™€ lancer

OU on a obtenu 6 au 3°™¢ lancer

L’événement Fj est réalisé
0U Dévénement Fy est réalisé

0U I’événement F3 est réalisé

+00
L’événement |J Fj est réalisé
i=1

~ lm P <O F> (d’apres le théoréme

de la limite monotone)
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Or :
=1 i=1
= 1—]P)< N 1) (loi de de Morgan)
i=1
4 Tip(E (par indépendance
=1 1;[1P< Z) des lancers)
— 1 (3 o farie]-Lp
= 6) o car g ,
oo i=1 ! T nSFeo 6 -
Remarque

« Dans ce dernier point de la démonstration, les événements de la suite (F;) ne sont pas deux a deux

incompatibles (si ¢ et j sont différents, on peut obtenir un 6 a la fois au 4

-éme

On ne peut donc pas appliquer directement la propriété de o-additivité.

et 7°™M¢ lancers).

o La suite (F;) n’est pas croissante (on peut méme démontrer que pour tout i € N*, F; ¢ F;1; : si
on a obtenu 6 au i®™ tirage, il n’est pas forcé qu’on I'obtienne au suivant). On ne peut donc pas
appliquer directement le résultat de la limite monotone concernant les suites croissantes.

A RETENIR

o On utilisera TOUJOURS la propriété de la limite monotone sous sa deuxiéme forme, a savoir :

—+o00 n
P Ay )= lim P A
(kL:JO k) n—+00 (kL:JO k)

—+o00 n
P Ay )= lim P A
(kDO k) n—+00 (/Qo k)

« On ne pose la question de la monotonie de la suite (A, )nen que dans un deuxiéme temps :

n
x si (Ap)nen est croissante alors : |J A = A,.
k=0

n
x si (An)nen est décroissante alors : [ Ap = A,.
k=0

ce qui permet de retrouver le premier théoréme.

o L’obtention d’une infinité de 6 dans la partie se définit a ’aide des événements suivants.
Notons C' : « on obtient une infinité successive de 6 lors de la partie ».

Cet événement s’écrit sous la forme :

“+00 400

C = U NF

i=1 j=i

Notons D : « on obtient une infinité de 6 lors de la partie ».

Cet événement s’écrit sous la forme :

+o00 400

p=nUF

i=1 j=i

On peut obtenir la probabilité de ces deux événements & ’aide du théoréme de la limite monotone.
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V. Formule des probabilités composées

V.1. Probabilité conditionnelle

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé.
Soit B € .
On suppose P(B) # 0.

On considére 'application Pg suivante :

Pp g — [0,1]

P(AN B)

B = | Po(d) =P(A|B) =~

« Pp est une probabilité, appelée probabilité conditionnelle relative a A.

« Pour tout événement A, Pp(A) (qu'on note aussi P(A | B)) se lit : probabilité de A
sachant (que 'événement) B (est réalisé).

Démonstration.
Il s’agit de vérifier que P4 vérifie les axiomes d’une probabilité.
1) Soit B € &7
P(ANB
e Comme P(ANB)>0et P(A) >0 (car P(A) #0), on a : (}P’(iﬁ) > 0.
P(ANB
e Comme ANB C A,onaP(ANB) <P(A) et donc : (]P’(rjl)) < 1.
P(ANQ) P(A)

PA(Q2) = = = 1.

PR = Ty T R

3) Soit (B )nen une suite d’événements deux a deux incompatibles. Alors :

n(gn) - Ut B

Pour tout n € N, notons alors C,, = AN B,,.
Démontrons que les événements de la suite (C,) sont deux a deux incompatibles.
Soit (i,7) € N2. Supposons i # j. Alors :

CiﬂCj = (AﬂBi)ﬂ(AﬂBj) :Aﬂ(BiﬂBj) = ANg = o
On obtient alors par o-additivité de P :
+o00 “+oo
P ( U (AmBn)) = > P(ANB,)
n=0 n=0

Et ainsi : N
S P(AN B,)

2 (Um) = g

Tt P(ANB,)
n=0 IED(A)

+o00

B nZ::O Pa(Bn) ]
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V.2. Formule des probabilités composées

Enoncé de la formule pour deur événements A et B (c’est la définition précédente !)

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.
Soit (4, B) € «72.

1) Supposons P(A) #0. Alors: | P(ANB) = P(B|A) xP(A) | = P(A) x P4(B)

2) Supposons P(B) #0. Alors : | P(ANB) =P(A|B) xP(B) | = P(B) x Pg(A)

3) Ainsi, si P(A) x P(B) £0:| P(B|A) x P(A) = P(A|B) x P(B)

Enoncé dans le cas général

Soit (2, 7, P) un espace probabilisé. Soit m € N\ {0, 1}.
Soit (A1,..., Ap) € o™
On suppose : P(A1N---NAp_1) #0.

P(A1ﬁ...ﬁAm) = P(Al) IP(AQ’Al) P(Ag‘AQﬂAl) P(Am|Am_1ﬂ...ﬂA1)

Exemple

Une urne contient 5 boules blanches et 8 boules noires.

L’expérience consiste a tirer successivement 3 boules.

« Pour tout i € N*, on note B; I’événement : « la i®™ boule tirée est blanche ».
« Pour tout i € N*, on note NN; I'événement : « la i®™€ boule tirée est noire ».
Quelle est la probabilité que les trois boules tirées soient blanches ?

Démonstration.
o D’aprés la formule des probabilités composées :

P(Bl N By N Bg) = ]P)(Bl) X ]P)(BQ | Bl) X ]P(Bg | Bin Bg)

(on peut écrire cette formule sans hypothése grace a la convention précisée dans le programme officiel)

5

« Tout d’abord : P(B;) = 3
« Déterminons maintenant P(Bs | By).

Si I’événement Bj est réalisé, c’est qu’une boule blanche a été tirée lors du 1°" tirage.

Dans ce cas, 'événement B est réalisé si et seulement si on tire une boule blanche lors du 2°™¢

4
tirage, dans une urne contenant 4 blanches et 8 noires. Ainsi : P(B2 | B1) = —

12
« Déterminons enfin P(B3 | By N Ba).
Si ’'événement By N By est réalisé, c’est qu’une boule blanche a été tirée lors du 1°F tirage et qu’une
boule blanche a été tirée lors du 2™ tirage.

Dans ce cas, I’événement Bs est réalisé si et seulement si on tire une boule blanche lors du 3™
tirage, dans une urne contenant 3 boules blanches et 8 noires. Ainsi : P(B3 | By N By) = %
e On en conclut :
P(B) N By By) = — A3 0,035 O

13x ¥ x11  11x13

A RETENIR

Afin de déterminer une probabilité conditionnelle P4(B) on pourra rédiger comme suit :

Si 1’événement A est réalisé, c’est que ...
Dans ce cas, 1l’événement B est réalisé si et seulement si ...

10
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VI. Formule des probabilités totales

VI.1. Systéme quasi-complet d’événements

Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé.
Soit I C N et soit (A;)er € @71
La famille (A;);cs est un systéme quasi-complet d’événements si :
(@) p( UAZ->:1
el
(i) Pour tout (i,j) € I* tel que i # j, AiNA;j =92
(les événements sont deux & deux incompatibles)

o On sait qu’il existe :
x des événements quasi-impossibles différents de ’événement impossible &.
x des événements quasi-certains différents de I’événement certain €.
o Dans le cas ol (A;);er est un systéme quasi-complet d’événements, I’événement |J A; est un événe-
il
ment quasi-certain.

« L’exercice suivant met en avant une propriété intéressante des événements quasi-certains (ou quasi-
impossibles). C’est grace a cette propriété qu’on va pouvoir établir la formule des probabilités totales
pour des systémes quasi-complets d’événements.

Exercice
Soit (€2, .7, P) un espace probabilisé et soit (A4, B,C) € &73.
On suppose P(B) =0 et P(C) = 1.
1) Démontrer : P(A N B) = 0. 2) Démontrer : P(A N C) =P(A).

Démonstration.
1) Comme : AN B C B alors, par croissance de P :
P(ANB) < P(B)=0
et comme P(A N B) > 0, on en conclut P(A N B) = 0.
2) Comme : A U C O C alors, par croissance de P :
P(AUC) > P(C)=1
et comme P(A U C) < A, on en conclut P(A U C) = 1.
D’autre part, par la formule du crible :
P(ANC) = PA)+PC)-PAUCQC)
= PA)+X¥—-*
Remarque
Le programme officiel recommande d’adopter la convention suivante :
onpose P(B|A)xP(A) =0 si P(A) =0
Rappelons que la quantité P(B | A) n’est pas bien définie si P(A4) = 0.
Cependant, adopter cette convention :
x est pratique puisqu’on n’a plus a vérifier d’hypothése lorsqu’on utilise la formule des probabilités
composées.

x ne modifie pas le résulat que 'on doit trouver. Si P(A) = 0 alors, comme vu dans le point précédent
P(B N A) =0, ce qui donne le méme résultat que l'écriture : P(B N A) = P(B|A) x P(4) = 0.

11
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VI.1.a) Formule des probabilités totales

Soit (€2, e/, P) un espace probabilisé.
1) Cas général

Soit I C N et soit (A;)ier € &7 un systéme (quasi-)complet d’événements.

VBe o, P(B) = Y. P(BNA;) = 3 P(B|A;) x P(4;)
el i€l

2) Cas d’un sce a deux événements

Soit A € &7. Alors (A,Z) est un systéme complet d’événements.

VBe o/, P(B) = P(BN A)+P(Bn A) = P(B|A) P(A) +P(B|A) P(A)

3) Cas d’un sce a n événements

Soit (Ai,...,A,) un systéme (quasi-)complet d’événements.

WBeo, B(B) = 3 P(BNA) = 3 P(B|A)P(A)
=1 =1

4) Cas d’un sce & une infinité d’événements

VBed,B(B) = 5 P(BNA) = 5 P(B|A)B(A)
=1 =1

5) Cas d’un sce associé a une v.a.r. discréte

Soit X une v.a.r. discréte. La famille ({X = 2}),cx(q) est un systéme complet
d’événements.

VBed, P(B) = Y P(BN{X=2z))
zeX(Q)

Considérons une autre v.a.r. discréte Y.

Alors pour tout y € Y(Q) : | P({Y =y}) = > P({Yzy}ﬁ{sz})

zeX ()

A RETENIR

Dans la formule des probabilités totales, la somme s’écrit & I'aide de TOUS les d’événements qui consti-
tuent le SCE. Ainsi, il y a autant de termes dans la somme que d’événements dans le SCE :

x si l'on considére un SCE noté (A;)ier, alors la FPT s’écrira a I’aide d’'une somme ) ...
i€l
10
x si 'on considére un SCE noté (A;)ie1,10], alors la FPT s’écrira a I'aide d'une somme ...
i=1
+o00o
x si l'on considére un SCE noté (4;);en+, alors la FPT s’écrira a I’aide d’une somme ) ...
i=1

12
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Démonstration.

o
o Comme (4;);en+ un systéme complet d’événements : Q = |J A;.
too i=0
Ainsi: B=BNQ = BOUA U (BN A)).
i=1
(la distributivité et les lozs de de Morgan se généralisent au cas dénombrable)
o Et comme (BN A;)jen+ est une suite d’événements deux a deux incompatibles :
(a savoir démontrer : cf démo du point 8) du théoréme définissant la notion de probabilité condition-

nelle)
+oo

P(B) = IF’<
« Enfin pour tout i € N* :P(BNA;) ]P’(B )
Et ainsi : P(B) = Z P(B | A;) P(4;).

Exercice

+o0o
(A; mB)> => P(A4,NB)

=1 =1

On dispose de n urnes numérotées de 1 & n. Dans 'urne numéro k se trouvent k boules blanches et
n — k boules rouges. On choisit au hasard (équiprobablement) une urne, puis on tire simultanément
deux boules dans cette urne.

Pour tout k € [1,n], on note Ay, : « le tirage s’effectue dans 'urne & ».
On note B : « on tire deux boules blanches ».

Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches ?

Démonstration.
La famille (Aq,...,A;,) est un systéme complet d’événements. Par la formule des probabilités totales :

P(B) — kf:IIP’(B N Ay) = kiIIP’(B|Ak) x P(Ag)

k!
(5) _ = k! An—2)! _ k(k—1)
Pour tout k € [1,n] : P(B|Ar) = 255 = — = X = :
( ) (%) 2'(”7l2)' 2A(k —2)! n! n(n—1)

En effet, si Ay est réalisé, c’est que le tirage se fait dans l'urne k qui contient k boules blanches et
n — k boules noires.

Un 2-tirage réalisant B est un ensemble de 2 entiers représentant des boules blanches (un ensemble de
2 entiers différents de [1,k]). Un tel 2-tirage est entiérement déterminé par :

x le numéro des 2 boules blanches parmi les k présentes : (g) possibilités.

1l y a donc (g) tels 2-tirages.

Ainsi: P(B) = éix kEfL:l) O
- b S hm—
- n2(n-1) 3
_ 1 2y
- n?(n-1) <k21k kzlk>
B 1 nn+1)2n+1) n(n+1)
N n2(n—1)( 6 B 2 >
~ n(n+1)
= 6n2(n_1)((2n+1)—3)
_ In+1
T 3 n
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VII. Indépendance en probabilité

VII.1. Indépendance de deux événements

Soit (£2, .27, P) un espace probabilisé.

P(AN B) = P(A) x P(B)

« On peut exprimer cette propriété a ’aide de probabilités conditionnelles.

1) SiP(A) #0alors: | A et B sont indépendants < P(B) =P(B|A)

2) SiP(B) #0alors :| A et B sont indépendants < P(A) =P(A|B)

« Deux événements A et B sont dits indépendants (pour la probabilité P) si :

VIIL.2. Indépendance (mutuelle) d’une famille d’événements

a) Définition

Soit (€2, .e7,P) un espace probabilisé.
Soit I C N et soit (A;)ser € <77

« On dit que les événements de la famille (A4;);cr sont (mutuellement)
indépendants (pour la probabilité P) si :

V.J C N, jgr‘[‘} = P(ﬂ Ai>:HP<AJ>

jeJ jeJ

o Cas particulier d’une famille a trois événements
Les événements Ay, Ay, Az sont mutuellement indépendants si :
a) P(A1 N Ay) =P(A)) x P(Ay)
b) P(A; N As) =P(A;) x P(As)
c) P(A2 N Ag) = P(Az) x P(A3)
d) P(A1NAyN As) =P(A)) x P(Ay) x P(A3)

b) Indépendance et passage & ’événement contraire

Soit (£2,.e7,P) un espace probabilisé.
Soit m € N* et soit (Ai,...,Ay) € ™.

Les événements de la Les événements de la
famille (A41,...,A,,) sont = famille (By,...,B,,) sont
(mutuellement) indépendants (mutuellement) indépendants

Pour tout ¢ € [1,m], notons B; € {Ai,E} (autrement dit B; = A; ou B; = A;).

14
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Informations concernant cette semaine de colles

Questions de cours

Cette semaine, les questions de cours sont les suivantes :

— théoréme de la limite monotone. Enoncé du deuxiéme théoréme (sans démonstration). Application :
x savoir calculer la probabilité de n’obtenir que des 6 lors d’un suite infinie de lancers de dé;
x savoir calculer la probabilité d’obtenir (au moins) un 6 au cours de la partie.

— Formule des Probabilités Totales (FPT). Enoncé et démonstration.
En particulier, il faudra savoir écrire la formule pour n’importe quel SCE (fini ou non) donné par le
colleur.

— Formule des Probabilités Composées (FPC). Enoncé et illustration : savoir déterminer la probabilité
de tirer successivement trois boules blanches dans une urne comportant des boules blanches et noires
(ou énoncé similaire).

Exercices types

On se reporte au document programme 10 B.pdf pour plus de détails sur la maniére d’aborder un
exercice de probabilités et sur les exercices types sur les variables aléatoires discrétes.
Les compétences attendues cette semaine sont les suivantes :

— savoir décomposer un événement en fonction d’autres événements (qu'il faut savoir éventuellement
introduire).

— savoir utiliser le théoréme de la limite monotone dans le cas du calcul de la probabilité d’une réunion
/ intersection infinie d’événements.

— avoir le réflexe de la (sigma)-additivité dans le cas ot I’événement est une réunion d’événements 2
a 2 incompatibles.

— savoir calculer la probabilité d’une intersection d’événements indépendants.

— savoir utiliser la FPC dans le cas du calcul de la probabilité d’une intersection d’événements qui ne
sont pas indépendants.

— savoir utiliser I’événement contraire pour passer du calcul de la probabilité d’une réunion a un calcul
de la probabilité d’une intersection et inversement.

— connaitre la formule du crible.

— savoir utiliser la FPT (savoir trouver le bon SCE).

— savoir déterminer ’ensemble image d’une v.a.r. (savoir en déduire si la v.a.r. étudiée est discréte).
— savoir déterminer la loi d’une v.a.r. / d’une transformée d’une v.a.r. .

— connaitre les caractéristiques des lois usuelles (finies et infinies).

— savoir reconnaitre une loi usuelle et connaitre la rédaction associée (1) description de 'expérience,
2 description de la v.a.r. 8) conclusion).

Ne sont pas au programme de cette semaine :
x les lois usuelles infinies.
x les calculs d’espérance et de variance qui seront vus dans un chapitre ultérieur.

Les colleurs pourront proposer des exercices d’exploration sur ces thémes mais pas exiger de connais-
sances précises.
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