PSI 2024-2025

Colles

semaine 14 : 09 décembre - 14 décembre

I. Eléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

I.1. Notion de valeur propre et vecteur propre

a) Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
Soit f € L(F) et soit A € #,(K).

1) Valeur propre d’un endomorphisme

e On dit que A € K est une valeur propre de I’endomorphisme f s’il existe un
vecteur u € E non nul (u # Og) tel que :

Fw) =X

« L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f est appelé spectre de
f et est noté Sp(f).

Sp(f) = (A €K | 3u#0p, f(u)=A-u}

2) Valeur propre d’une matrice

o On dit que A € K est une valeur propre de la matrice A s’il existe un
vecteur colonne U € .#y,1(K) non nul (U # 0 4, ,()) tel que :

AU =X-U

« L’ensemble des valeurs propres d’'une matrice carrée A est appelé spectre de
A et est noté Sp(A).

Sp(A) = {)\ eK | U 75 Ot%n,l(]K)7 AU = X - U}

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € L(F) et soit A € #,(K).
Soit A € K une valeur propre de f (resp. A).

1) Vecteur propre d’'un endomorphisme

« On appelle vecteur propre de f associé a la valeur propre A, tout vecteur
u € E non nul (u # 0g) tel que f(u) = A - u.

2) Vecteur propre d’une matrice

o On appelle vecteur propre de A associé a la valeur propre A, tout vecteur
colonne U € #,,1(K) non nul (U # 0,4, ,(x)) tel que AU =X-U.
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b) Caractérisation des valeurs propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Soit f un endomorphisme de E. Soit A une matrice de .#,(K).

1) Cas des endomorphismes

Il existe u # O tel que f(u) =\ -u

Il existe u # Og tel que (f — X\ idg)(u) = 0g
Il existe u # Op tel que u € Ker(f — X idg)
Ker(f — X idp) # {OE}

L’endomorphisme f — X idg n’est pas injectif

A est valeur propre de f

L’endomorphisme f — X idg n’est pas bijectif

(A

det (f — A idg) =0

Cette derniére équivalence est vérifiée car E est un espace vectoriel de dimension
finie et que f — A idg € Z(FE) (de maniére générale, ’équivalence injectivité /
surjectivité / bijectivité est vérifiée dans les ev de dimensions finies avec

feZ(EF) et dim(E) = dim(F)).

2) Cas des matrices carrées

A est valeur propre de A & {U € M 1(K) | (A=X,) U =0} # {Oﬂnyl(K)}
- Ker(A — )\In) 75 {Olﬁn,l(K)}

< La matrice A — A, N'est PAS inversible

<~

det (A - )\In) =0

c¢) Lien entre éléments propres d’un endomorphisme et éléments propres de sa matrice
représentative dans une base donnée

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit Z une base de E. Soit u € E.

1) | flu)=Xu < Matg(f) x Matg(u) = X Matg(u)
& AxU=X-U (ennotant A= Matg(f) et U = Matyg(u))

2) En conséquence :

A est valeur propre de f <\ est valeur propre de A

Sp(f) = Sp(4)

Le vecteur u est un vecteur Le vecteur colonne U est
propre de f associé a la < un vecteur propre de A
valeur propre A associé a la valeur propre A




PSI 2024-2025

METHODO | Déterminer les valeurs propres d’un endomorphisme (version initiale)

Dans les sujets, un endomorphisme f sera généralement représentée par sa matrice A dans une base
donnée. On détermine alors Sp(f) en déterminant Sp(A) (Sp(f) = Sp(A4)).
Pour ce faire, on utilise la caractérisation suivante.

A est valeur propre de f < A est valeur propre de A

U #0.4,, k), (A=X1,)U=04,,,x)
A — M, N’est PAS inversible

det (A — )\In) =0

A est une racine du polynoéme det (A - X In)

t ¢t 02

A est une racine du polynéme det (X I, — A)

Exercice
Soit E = R3. On note £ la base canonique de E.
On considére 'endomorphisme de f € Z(F) dont la représentation matricielle dans la base % est :

5 1 -1
A=1[2 4 =2
1 -1 3

2) Méme question avec E = R? et g 'endomorphisme dont la représentation matricielle dans la

base canonique est : C' = (1 _1>.

1) Déterminer les valeurs propres de f.

1 3
Démonstration.

1) Déterminons det (X I3 — A).

X-5 -1 1
det (X I3 — A) = -2 X-4 2
-1 1 X -3
Ly < L3 -1 1 X -3
= (-] -2 Xx-4 2
X-5 -1 1
éi:éi;?XLl—a)Ll -1 1 X -3
= (-1)|0 X-6 —2X +8
0 X—6 1+ (X—5)(X—3)
(en développant
X—-6 —-2(X-4 .
= fz/rf X (_1)1+1 ,(7’1/; X—-6 X2 —(8X+ )16‘ par rapport a la
premiére colonne)
1 —2(X—4) (par linéflrité par
- (X —6) 1 X2_8X+16 rapport & la
premiére colonne)
_ (X - 6) (1><(X2_8X—|—16)—1><(—2(X_4))>
= (X -6) ((X2—8X+16)+2X—8>
= (X —6) (X*—6X +38)
= (X —6) (X —2) (X —4)
XA(X) = (X —6) (X —2) (X —4) et Sp(f) =Sp(A) = {2,4,6} -
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Valeurs propres d’une matrice triangulaire / diagonale

Soit n € N* et soit A € ., (K).

1) La matrice A est triangulaire Les valeurs propres de A sont ses
supérieure (resp. inférieure) coefficients diagonaux

Les valeurs propres de A sont ses

L trice A est di 1 . .
2) & thattice 4 est dlagonaie = coefficients diagonaux

d) Valeurs propres de matrices semblables

Soit n € N* et soit (M, N) € (///n(K))2

1. a) | M et N sont semblables = rg(M) = rg(N)

b) | M et N sont semblables = tr(M) = tr(NV)

¢) | M et N sont semblables = det(M) = det(N)

2. Pour tout A € K:| M et N sont semblables = det(M — \I,) = det(N — \l,)

3.| M et N sont semblables = Sp(M) = Sp(V)

e) Cas « particulier » de la valeur propre 0

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Soit f un endomorphisme de E. Soit A une matrice de .#,(K).

1) Cas des endomorphismes

Le réel 0 est une
valeur propre de f & Ker(f) # {OE}

< L’endomorphisme f N’est PAS injectif
< L’endomorphisme f N’est PAS bijectif

Evidemment, on peut aussi écrire :

L’endomorphisme f est bijectif < Le réel 0 N'est PAS valeur propre de f

2) Cas des matrices carrées

Le réel 0 est une valeur propre de A < A N’est PAS inversible

Evidemment, on peut aussi écrire :

La matrice A est inversible < Le réel 0 N’est PAS valeur propre de A
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I.2. Sous-espaces propres d’un endomorphisme

a) Définition

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(E). Soit A € #,,(K).
Soit A € K. On suppose que A est une valeur propre de f (respectivement de A).

1) Cas des endomorphismes

On appelle sous-espace propre de f associé a la valeur propre A, ’ensemble noté
E\(f) défini par :

Ex(f) = {ueE]|flu)=A u}
= {ueE|(f-\idg)(u) =05} = Ker(f — \idp)

2) Cas des matrices carrées

On appelle sous-espace propre de A associé a la valeur propre A, 'ensemble
noté Ey(A) défini par :

Ex(A) = {Ue€ dp1(K) | AU =X U}
= {Ue dtp1(K) | (A= M) xU =04, &} = Ker(A—=\I,)

Lien entre endomorphisme et représentation matricielle (rappel)
Soit % une base de E.
Soit f € Z(F) et soit A = Matg(f).

Soit u € E. Notons U = Matg(u).

ue Ex(f) © fluy=A-u & AU=X-U & U € E\(A)

Soit A une valeur propre d’un endomorphisme f € Z(FE).
Il faut faire attention & cette définition :

x u = 0 n’est JAMAIS vecteur propre de I’endomorphisme f.

x ainsi, I’ensemble des vecteurs propres associés & la valeur propre A n’est JAMAIS un
espace vectoriel.
(contrairement & EX(f) qui Uest toujours, cf ci-dessous)

Attention & la confusion :

BA(f) # {

vecteurs propres associés
a la valeur propre A

La bonne définition est :

Ey(f) = vecteurs propres associés
A a a la valeur propre \

} U {0g}
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b) Structure d’un sous-espace propre

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(E).
Soit A € ., (K).

1) Cas des endomorphismes

Soit A une valeur propre de f.

a. | E\(f) est un sous-espace vectoriel de E

b. Ex(f) # {0g}. En particulier : | dim (Ex(f)) > 1

2) Cas des matrices carrées

Soit A une valeur propre de A.

a. | E\(A) est un sous-espace vectoriel de ., 1 (K)

b. Ex(A) #1{0.4, )} En particulier : | dim (Ex(4)) =1

c¢) Détermination d’un sous-espace propre

Déterminer F)(f) le sous-espace propre de f associé a une

METHODO )
valeur propre A donnée

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit % une base de F.
Soit f € Z(F). Notons A = Matg(f).

Soit u € E. Notons U = Matg(u).

Soit A\ est une valeur propre de f.

On rappelle :

ue E\f) & fluy=Xu
<~ (f*AldE)(u) =0g
= (A - A In) x U = 0//71,1(]1()

On se raméne ainsi & la résolution d’un systéme linéaire.

Exercice
On considére 'endomorphisme f € Z(R?) dont la matrice dans la base canonique % de R? est :

2 =21
A=12 -3 2
-1 2 0

1. Déterminer les valeurs propres de f.

2. Déterminer les sous-espaces propres correspondants.

3. Démontrer que la famille ' = ((2,1,0), (—1,0,1), (=1, —2,1)) est une base de I’espace vectoriel R3.
4

. Déterminer la matrice représentative de f dans %’
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Démonstration.

1. Déterminons tout d’abord le spectre de f.

Ainsi : Sp(f)

o Déterminons

On en déduit :

X -2 2 -1
det(X Is—A) = | -2 X+3 -2
1 -2 X
Ly o Ly 1 -2 X
= (-1)| -2 X+4+3 -2
X -2 2 -1
Lo, 1 -2 X
= (=)0 x-1 —-2+2X
0 2X -2 —1—(X-2)X
_ _ it g X1 2(X-1)
- (=1) x (=1) 1’2(}(1) ~X?2+2X -1
- -l 25
2 —(X—-1)?
2
_ D E-DE-D ] 5y
Lzeli—ZLl B _ 9 1 2
= AT (X -1)2 (#A(X +3))
= Sp(A) = {racines de x4 } = {1, —3}.
T
2. Soit u = (x,y,2) € R3. Notons U = Matg»(u) = (y)
z
Ev(f).
uEEl(f) <~ ( ldE)( )—OE
< (A 0//[3,1(R)
+ 2z =0
+ 2z =0
-z + 2y - z =0
GrE [ w o=
0 =20
0 =20
= { T = 2y—=z
Ei(f) = {ueR’|ueEi(f)}

{(z,y,2) ER3 | x =2y — 2}

{2y —2,y,2) €R® |y € R ET 2 € R}
{y-(2,1,0)+2z-(-1,0,1) | y e R ET z € R}
Vect ((2,1,0), (—-1,0,1))
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« Déterminons E_3(f).

u e E_3(f) <~ (f +3 1dE)(u) =0g

— (A+313)XU=0//[371(R)
5x — 2y + z = 0
== 2z + 2z =0
-z + 2y + 32z = 0
PR S5x — 2y + z =0
— 4y + 8z =0
8y 4+ 16z = 0
L Lao2 1, 5r — 2y + z = 0
— 4y + 8z = 0
0 =0
L3<—L3*2L2 { 5x — 2/y — — Z
<~
y = —2z
Ly L1+2 Lo { 5 = -5z
—
y = —2z

On en déduit :
E3(f) = {ueR?|ue E3(f)}

= {(z,y,2) €ER? | 2= —z ET y = —22}
= {(-2,-22,2) eR? | z € R}
= {z-(-1,-2,1) | ze R}
= Vect((—1,-2,1))
3. A vos stylos!
4. Notons u = (2,1,0), v =(—1,0,1) et w = (—1,-2,1).

D’aprés ce qui précéde :
1
x flu)=1-u+0-v+0-w, donc Matg (f(u)) = (0)
0
0
x fw)=0-u+1-v+0-w, donc Matg (f(v)) = |1
0
x f(lw)=0-u+0-v—3-w, donc Matg (f(v))=| 0

0
0 ].
-3 m

On en déduit : Matg (f) = (

o O =
o = O
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d) Les sous-espaces propres sont en somme directe

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit (u1,...,up) € EP et soit (Uy,...,Up) € (Mn1(K))P.
Soit f un endomorphisme de F.

Soit A une matrice de ., (K).

1) Cas des endomorphismes

Les sous-espaces propres de f sont en somme directe (mais ne sont pas forcément
supplémentaires!). En conséquence :

a) Si A1, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de f alors| Ey,(f)®...® E\.(f) C E

En particulier : ZT: dim (Ey,(f)) < dim (E)

i=1
Les vecteurs uq, ..., u, sont des
b) | vecteurs propres associés a des valeurs = La famille (ug,...,up) est libre

propres distinctes A\, ..., A, de f

Ce résultat se généralise comme suit.
o Soient Ai, ..., A, des valeurs propres distinctes de f.

« Soient Fi, ..., Fp des familles de vecteurs de E telles que, pour tout i € [1,p] :

x les familles F; sont libres.

x les vecteurs de F; sont des vecteurs propres associés a la valeur propre A;.

Alors la famille F = (.7:1, e ,Fp) (obtenue par concaténation des familles F;) est une famille
libre de E.

2) Cas des matrices carrées

Les sous-espaces propres de A sont en somme directe (mais ne sont pas forcément
supplémentaires!). En conséquence :

a) Si A1, ..., A\, sont les valeurs propres distinctes de A alors |[Ey, (A) @ ... ® Ey (A) C A 1(K)

) dim (Ey, (4)) < dim (4,,1(K))

T
En particulier :

)

Les vecteurs colonnes Uy, ..., U, sont
b) vecteurs propres associés a des valeurs = La famille (Uy,...,Up) est libre
propres distinctes A;, ..., A\, de A

Ce résultat se généralise comme suit.

« Soient Ay, ..., A, des valeurs propres distinctes de A.

« Soient Fi, ..., Fp des familles de vecteurs de ., 1(K) telles que, pour tout ¢ € [1,p] :
x les familles F; sont libres.

% les vecteurs de F; sont des vecteurs propres associés a la valeur propre \;.

Alors la famille F = (.7:17 oo ,Fp) (obtenue par concaténation des familles F;) est une famille
libre de ), 1(K).
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e) Autour de la stabilité des sous-espaces propres

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Soit (f,9) € (Z(E))*.

Soit (4, B) € (4 (K))®.
1) Cas des endomorphismes

a) Pour tout A € K, Ker (f — )\idE) est stable par f.

Les endomorphismes
f et g commutent

b)

= Les sous-espaces propres de f sont stables par g

2) Cas des matrices carrées

a) Pour tout A € K, Ker (A — )\In) est stable par A.

Les matrices

A et B commutent = Les sous-espaces propres de A sont stables par B

b)

Remarque

« Considérons un espace vectoriel £ de dimension finie n € N*,
Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On note p = dim(F).
Il existe alors G sous-espace vectoriel de E tel que :

E=F&G (*)
(si B = (u1,...,up) est une base de F', c’est une famille libre de E qu’on peut compléter en une base
B = (ui,...,Up,Upt1,...,Up) de E ; il suffit alors de noter G = Vect (upy1,...,un) pour conclure)

« Alors, dans toute base #Z de E adaptée a cette décomposition (c’est-a-dire dans toute base % obtenue
par concaténation d’une base B de F et d’une base B¢ de (), la amtrice représentative de f s’écrit

sous la forme :
A | B
Matize () = ( ORKS >

ou :

x A= ,(K),

x B e Myn—p(K),

x C e My—p(K).

On peut de plus préciser : A = Mat g, (fHF>.

« Sion ajoute 'hypothése que I'espace vectoriel G est lui aussi stable par f, alors, dans toute base Z#
adaptée a la décomposition () :

Matg, (f) = < (61) (g) )

10
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I.3. Polynémes annulateurs
I.3.a) Rapide retour sur la notion de polynéme

Deéfinition

o Un polynéme non nul P & coefficients dans K est un élément de la forme :

P(X) :a0+a1X+a2X2+'“+an—1X"_1—|—anX”

ou :
< (ag,...,a,) € K" et a, #0,
x les éléments du (n + 1)-uplet (ag,...,a,) sont appelés les coefficients de P,

x ’élément X est I'indéterminée du polynoéme P,

x n est appelé le degré de P et on note| n = deg(P) |,

X

pour tout i € [0,n], a;X* est un terme du polynéme P,

x ’élément a, X" est le terme de plus haut degré du polynéme,
x an est donc le coefficient du terme de plus haut degré de P,

x agp est appelé le terme constant de P.

« Un polynéme non nul P est constant s’il est de degré 0 (il est donc de la forme
P = ag ou ag #0).

o Parmi les polynémes constants, on distingue le polynéme nul P = 0.
Par convention, le degré du polynéme nul est —oo (deg(0) = —o0).

e V(P,Q) € KIX] xK[X],| deg(P x Q) = deg(P)+ deg(Q)

« Y(P,Q) € K[X] x K[X],| deg (P + Q) < max(deg(P),deg(Q))

« On appelle fonction polynomiale associée a P la fonction

P : K —» K
r = agtarrt+arr?+--Fap_12" ! +a, "

(on confond généralment polynéme et fonction polynomiale associée)

« On note K[X] I'ensemble des polynémes & coefficients dans K et d’indéterminée X et
K,,[X] Pensemble des polynomes de K[X] dont le degré est inférieur ou égal a n.

o Deux polynémes P et () sont égaux si et seulement si :
x ils sont de méme degré (deg(P) = deg(Q)),
x les coefficients de leurs termes de méme degré sont égaux (Vi € [1,n], a; = b;).

« On appelle racine d’'un polynéome P tout élément o € K tel que : P(«) = 0.

Division euclidienne

Pour tout (A, B) € K[X] x K[X] tel que B # 0, il existe un unique couple (@, R) € K[X]| x K[X]
tel que :
A=BxQ+R et deg(R)< deg(B)

(Q est appelé quotient et R est appelé reste)

11
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Notion de racine

e| a€Kestracinede P & P(a)=0
& X — « divise P
& 3Q eKX], P(X) = (X — ) Q(X)

« Soit m € K™. Soit (a1, ...,am,) € K™

Les éléments aq, ..., am,

m
X — o) divise P
sont racines distinctes de P 1131( i)

s

& 3QeKX], P(X) = (I1(X -a)) Q)

=1

« | Tout polynéme P € K, [X] non nul admet au plus n racines distinctes

Multiplicité d’une racine

« Soit P € K[X].
On dit que « € K est racine de multiplicité m (ou d’ordre m) si :

x (X —a)™ divise P,
x (X — a)™*! ne divise pas P.

Une racine d’un polynéme P est dite simple si elle est de multiplicité 1.

L’élément a est racine - m
* de P de multiplicité m & 3Q e K[X], P(X) = (X —a)™ Q(X) et Q(a) # 0

P admet au plus n racines

o | P e K[X] est de degré o
€ K[X] est de degré n - = comptées avec multiplicité

L’élément « est racine

de P de multiplicité m Pla)=...=P (@) =0 et P™(a)#0

o On dit qu’un polynoéme est scindé s’il peut s’écrire comme produit de polynomes de degré 1.

dm e N*, J(aq, ..., ) € K™ Ja # 0,

Le polynome P € K[X] est scindé < P=a(X—a)x...x (X - an)

Il est & noter que dans cette décomposition, les éléments «; ne sont pas forcément distincts.
En regroupant les termes faisant apparaitre les racines égales, on obtient alors :

P=a (X —A)™ x...x(X=)\)™

Théoréme de d’Alembert-Gauss

Tout polynéme P € K[X] non constant admet (au moins) une racine complexe

En conséquence : Les polynomes de C[X]| sont scindés

Tout polynéme P € C[X]| de degré n admet n racines (comptées avec multiplicité)

12
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Factorisation en produit de facteurs irréductibles dans R[X]

« On considére ici un polynéome P a coefficients réels (P € R[X]).

Tout polynéme P € R[X]| de degré impair admet (au moins)
une racine réelle

« € C une racine du N @ est racine de P de méme
polynéme P € R[X] multiplicité que o

En particulier, tout polynéme de R[X] peut s’écrire comme produit de polynémes de
C[X] de degré 1.

« Tout polynéme P € R[X] peut s’écrire sous la forme :

P=a(X—-a)™x...x (X —a;)" xQ* x...x Q¢

ou :

x a € R,

x af, ..., &, sont les racines de P de multiplicités respectives m; € N*, ..., m,, € N*
x Q1, ..., Qs sont des polynomes de degré 2 de discriminants strictement négatifs.

Il est & noter que, pour tout k € [1, s, il existe S € C tel que :

Qv = (X—8)x (x-5)
= XQ*(ﬁkwL@)XJrﬂkE

I.3.b) Polyndémes d’endomorphismes, de matrices carrées

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € ZL(F) et soit A € 4, (K).

,
Soit P € K[X]. 1l existe donc r € N et (ag,...,a,) € Kt tel que : P(X) = 3 ap X*.
k=0
1) Cas des endomorphismes

-

On note P(f) ’endomorphisme de E défini par P(f) = 3 apf*.
k=0

C’est un polynoéme d’endomorphismes.

2) Cas des matrices carrées

T
On note P(A) la matrice de .#,(K) définie par P(A) = 3 apA*.
k=0
C’est un polyndéme de matrices.

Lien entre les deux

Si % est une base de E et A = Matyg(f), on a alors : P(A) = Matg(P(f)).

13
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I.3.c) Composée de polyndmes d’endomorphismes / produit de polynémes de matrices

Soit E un ev de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € 4, (K).
Soit (P, Q) € K[X] x K[X].

1) Cas des endomorphismes

(P x@)(4) = P(A) xQ(A) = Q(A4) x P(A)

Si % est une base de E et A = Matg(f), on a alors :

(PQ)(4) = Mats(P(f) 0 Q(f))

I.3.d) Polynémes annulateurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € #,(K). Soit P € K[X].

1) Cas des endomorphismes

On dit que P est un polynome annulateur de f si P(f) = 0 (g).

2) Cas des matrices carrées

On dit que P est un polynéme annulateur de A si P(A4) =0 4, x)-

3) Lien entre les deux

Si A est une base de E et A = Mat»(f), on a alors :

P(f)=0grE < P<Mat%(f)> = 0./, (x)

P est un polyndéme P est un polynéme annulateur

ou encore - annulateur de f < de Mat »(f)

Détermination de I’'inverse d’une matrice a ’aide d’un polynéme annulateur

Considérons E = R3 et f € Z(F) I’endomorphisme dont la représentation matricielle dans la base

canonique de R? est :

2 =21
A=1[2 -3 2
-1 2 0

Par calcul, on démontre : A2 +24 — 3] = 0_z3(x)-

On en déduit que P(X) = X2 4+ 2X — 3 est un polynéme annulateur de A (et donc de f).
1 1

g(A +2I) A = I. Ainsi, A est inversible, d’inverse A~! = g(A + 21).

1
(et, par la passerelle matrice-endomorphisme, f est bijective de réciproque g(f + 2idg))

Par ailleurs :

14
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I.3.e) Existence d’un polynéme annulateur non nul

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € 4, (K).

1) Cas des endomorphismes

Il existe un polynéme annulateur non nul de f.

2) Cas des matrices carrées

Il existe un polynome annulateur non nul de A.

Démonstration.

Considérons la famille (A%, A, A2 ... ,A"Q).

Cette famille contient n? + 1 éléments dans I’espace vectoriel ., (K) qui est de dimension finie n?.
On en déduit que cette famille est liée.

Il existe donc un (n? + 1)-uplet (ag, a1, ..., a,2) # (0,0,...,0) tel que :

ap Ao—i-...—l-oan An2 = Oj/n(K)

n2

Le polynéme P(X) = 3. az X* est donc un polynéme annulateur non nul de A. O
k=0

Remarque

En fait, toute matrice de A € #,(K) posséde un polynéme annulateur de degré inférieur ou égal a n,

mais ce résultat est hors-programme.

I.3.f) Intérét des polyndémes annulateurs

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Soit f € Z(F) et soit A € #,(K). Soit P € K[X]. Soit A € K.

1) Cas des endomorphismes

Vue E,| fluy=A-u = P(f)(u) = P(A\)-u

On en déduit que si P est un polynéme annulateur de f alors :

A une valeur propre de f =\ est une racine de P

Ainsi : | Sp(f) C { racines de P, polyndme annulateur de f }

2) Cas des matrices carrées

YU € Mpi(K),| AU=X-U = PAU) = P(\)-U

On en déduit que si P est un polynéme annulateur de A alors :

A une valeur propre de A = X est une racine de P

Ainsi : | Sp(4) C { racines de P, polyndme annulateur de A }

Remarque

Considérons un ev E de dimension finie n € N*, 2 une de ses bases et A = Matg(f).

e Si P € K[X] est un polynéme annulateur de f, alors les valeurs propres de f sont parmi les racines
de P. On dit alors que les racines de P sont les valeurs propres POSSIBLES de f.

« Une fois les valeurs propres POSSIBLES de f déterminées, il faut s’assurer qu’elles sont bien valeurs
propres. Par exemple, pour démontrer que 3 est racine de P, on démontre det(A — 31,) = 0.

15
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II. Polynéme caractéristique

I1.1. Définition

Soit E un K-ev de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € 4, (K).

1) Cas des endomorphismes

On appelle polynéme caractéristique de f, et on note xy, le polynéme défini par :
xf(X) = det (Xidg — f) = (=1)" det (f — X idp)

2) Cas des matrices carrées

On appelle polyndme caractéristique de A, et on note x4, le polynome défini par :
xa(X) = det (X I, — A) = (—=1)" det (A— X I,)

Lien entre les deux

Si A est une base de FE et A = Matg(f), on a alors :
xf(X) = xa(X)

En particulier, le polynéme caractéristique ne dépend pas de la base % choisie.

I1.2. Polyndéme caractéristique et K-espace vectoriel stable

I1.2.a) Polyndéme caractéristique de I’endomorphisme induit sur un K-espace vectoriel
stable F

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
Soit f € Z(F).
Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par f.

On note f| p 'endomorphisme induit par f sur F. Alors :

Xfiip divise x f

I1.2.b) Théoréme de Cayley-Hamilton

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
Soit f € Z(F) et soit A € #,(K).

1) Cas des endomorphismes

Le polynéme caractéristique x4 de A est un polynéme annulateur de A, c’est-a-dire :

xa(4) = 0.4,x)

16
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I1.3. Calcul du polynéme caractéristique

I1.3.a) Expression générale

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Soit f € L(F) et soit A € #,(K).

1) Cas des endomorphismes

Le polynéme x est unitaire de degré n

Le coefficient devant X"~ ! dans xf est — tr(f)

Le coefficient constant de s est (—1)" det(f)

Autrement dit :
oA (=)™ det(f)

Xp(X) = X" —tr(f) X" +.

Le polynéme y 4 est unitaire de degré n

2) Cas des matrices carrées

Le coefficient de X! dans y4 est —tr(A)

Le coefficient constant de x4 est (—1)" det(A)

Autrement dit :
o+ (—=1)" det(A)

xa(X) = X" —tr(4) X"t 4.

I1.3.b) Cas particulier des matrices triangulaires / diagonales

Soit A € A, (K). On note : A = (ai ;)i je[1,n]?-

A triangulaire = x4(X)
i=1

A diagonale = x4(X)
i=1

A RETENIR
Les valeurs propres d’une matrice A triangulaire (éventuellement diagonale) sont les coefficients dia-

gonaux de cette matrice.
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I1.4. Liens entre polyndéme caractéristique et éléments propres

IT.4.a) Les racines du polynéme caractéristique d’un endomorphisme sont ses valeurs

propres

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
Soit f € Z(F) et soit A € #4,(K). Soit A € K.

1) Cas des endomorphismes

a) Le polynoéme caractéristique permet de déterminer les valeurs propres

A valeur propre de f < det(f —A-idg) =0
= Xf()\) =0

& A est racine de xy

Sp(f) = {racines de xs}

On appelle alors multiplicité d’une valeur propre A € K de f sa multiplicité en
tant que racine de xs. Ce nombre sera noté my(f) dans la suite.

b) Majoration du nombre de valeurs propres

L’endomorphisme f admet au plus n valeurs propres,
comptées avec leur multiplicité

Comme x est de degré n, on en déduit immédiatement :

> ma(f) < n

AeSp(f)

(il y a égalité si le polynome caractéristique x ¢ est scindé)

¢) Minoration du nombre de valeurs propres

Tout endomorphisme f admet au moins une valeur propre complexe

Si 'espace vectoriel E est de dimension n impair alors tout
endomorphisme f € Z(FE) admet au moins une valeur propre réelle
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2) Cas des matrices carrées

a) Le polynome caractéristique permet de déterminer les valeurs propres

< xa(A) =0

A valeur propre de A < det(A—\X-1,) =0

< )\ est racine de x4

Sp(A) = {racines de x4}

On appelle multiplicité d’une valeur propre de A sa multip
de x4. Ce nombre sera noté my(A) dans la suite.

b) Majoration du nombre de valeurs propres

licité en tant que racine

La matrice A admet au plus n valeurs propres, comptées avec leur multiplicité

Comme x4 est de degré n, on en déduit immédiatement :

> ma(4) < n
AESP(A)

(il y a égalité si le polyndme caractéristique x o est scindé)

¢) Minoration du nombre de valeurs propres

Toute matrice carrée A € #,,(K) admet au moins une valeur propre complexe

une valeur propre réelle

Si n est impair alors toute matrice carrée A € #,(K) admet au moins

3) Lien entre les deux

Si % est une base de E :

Sp(f) = {racines de xy} = {racines de XMat{@(f)} = Sp (Mat@(f))

I1.4.b) Polyndéme caractéristique et sous-espaces propres

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
Soit f € Z(F) et soit A € #,(K).

1) Cas des endomorphismes

Si A € Sp(f) alors :| A de multiplicité m = 1 < dim(

Ex(f)) < m

En particulier : | A racine simple de xy = dim (E,\(f))

=1

2) Cas des matrices carrées

Si A € Sp(A) alors : | A de multiplicite m = 1 < dim (E)(A)) < m

En particulier : | A racine simple de y4 = dim (E,\(A))

=1

19



PSI

2024-2025

IT1I. Théorémes de réduction

I11.1. Endomorphisme diagonalisable, matrice diagonalisable

IT1.1.a) Définition

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € #,(K).

1) Cas des endomorphismes

o On dit que f € Z(F) est diagonalisable s'il existe une base %' de E dans
laquelle la matrice représentative de f est diagonale.

« Autrement dit, f € Z(F) est diagonalisable s'il existe une base %’ de E et une
matrice diagonale D € ., (K) tels que : Matg (f) = D.

2) Cas des matrices carrées

« On dit que A € #,,(K) est une matrice diagonalisable si A est semblable & une
matrice diagonale.

o Autrement dit, A € ., (K) est une matrice diagonalisable s’il existe une
matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que : A = PDP~1L.

IT1.1.b) Caractérisation de la diagonalisabilité

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit & une base de E.
Soit f € ZL(F) et soit A € #,(K).

1) Cas des endomorphismes

Il existe une base de E formée

st di lisabl
[ est diagonalisable de vecteurs propres de f

2) Cas des matrices carrées

Il existe une base de ., 1(K)

A est di lisabl
est dlagonalisable < ¢ mée de vecteurs propres de A

3) Lien entre les deux

Si % est une base de E alors :

f est diagonalisable < Matg(f) est diagonalisable

20
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A RETENIR

« Dans les énoncés, 'endomorphisme f € Z(F) est généralement donné par A sa matrice représentative
dans une base # = (ey,...,ey,) donnée.

« Diagonaliser f, c’est trouver une base %' = (€], .., e}) dans laquelle la matrice représentative de f,
notée D, est diagonale. Plus précisément :
x cette base %’ est constituée de vecteurs propres de f.

x la matrice D a pour coefficients diagonaux les valeurs propres de f.
Ces valeurs propres apparaissent dans 1’ordre dans lequel les vecteurs propres apparaissent dans %’.

o La formule de changement de base permet de faire le lien entre tous ces objets :

Matgz(f) = Py g Mat g (f) Py
I I I I
A = P D pt

La matrice P est la matrice de passage de la base % a la base %’. Elle est obtenue en concaténant
les matrices colonnes représentatives, dans la base Z des vecteurs propres de f. Plus précisément :

ng,%/ = (Matgg(ell) e Matg(e%))

Exercice
Soit A € 4, (K). On suppose que A est diagonalisable.
Soit B une matrice semblable & A.

Démontrer que B est diagonalisable.

Démonstration.

1) En détaillant les formules

Comme A est diagonalisable, il existe une matrice P € .#,(K) inversible et une matrice D € .#,(K)
diagonale telle que :
A=pPDppP!

Comme A et B sont semblables, il existe Q € .#,(K) inversible telle que : A = QBQ ™.
On en déduit :

QBQ'=PDP ! etdonc B=Q 'PDPIQ
Et ainsi B=Q 'P D (Q~'P)~L.

2) A l'aide de la « passerelle endomorphisme-matrice » (plus élégant)

« Comme A et B sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme, noté f € Z(FE) dans
des bases différentes.

o Or A est diagonalisable donc f lest (sens réciproque du point &) du théoréme précédent).

o Comme f est diagonalisable, B l'est (c’est le sens direct du point 3) du théoréme précédent). [
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II1.2. Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

IT1.2.a) Critéres de diagonalisabilité

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(FE) et soit A € 4, (K).

1) Cas des endomorphismes

Notons A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de f.

L’endormorphisme f est diagonalisable
< 1l existe une base de F dans laquelle la matrice représentative de f est diagonale

< 1l existe une base de E constituée DE vecteurs propres de f
T
& FE = @ E)\z(f )
i=1
T
& dim(E) = Y dim (Ey, ()
i=1

o X7 est scindé sur K
o Vi€ [1,7], dim (B, (f)) = my, (f)

<  L’endomorphisme f admet un polynéme annulateur scindé & racines simples

<

=N (X — \;) est un polynéme annulateur de f
i=1

2) Cas des matrices carrées

Notons A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de A.

La matrice carrée A est diagonalisable
< La matrice A est semblable & une matrice diagonale

& 1l existe une base de ., 1(K) constituée DE vecteurs propres de A

o dim(.(K)) = 21 dim (E», (4))

e XA est scindé sur K
o« Vi € [[1,7’]], dim (E/\Z(A)) = m)\Z(A)

< La matrice A admet un polynéme annulateur scindé a racines simples

<

& (X — Ai) est un polynéme annulateur de A
i=1
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IT1.2.b) Conditions suffisantes de diagonalisabilité

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € 4, (K).

1) Cas des endomorphismes

L’endomorphisme f admet n

L’ hi i lisabl
valeurs propres distinctes = endomorphisme f est diagonalisable

Le polynéme caractéristique x s

R . . = L’endomorphisme f est diagonalisable
est scindé a racines simples

2) Cas des matrices carrées

La matrice A admet n valeurs

.. = La matrice A est diagonalisable
propres distinctes

Le polynéme caractéristique x 4

o . . = La matrice A est diagonalisable
est scindé & racines simples

Remarque
En réalité, ces deux résultats sont les mémes. En effet :

L’endomorphisme f admet n - Le polynéme x s est scindé a
valeurs propres distinctes racines simples

IT1.2.c) Démontrer par ’absurde la non diagonalisabilité

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € Z(F) et soit A € 4, (K).

1) Cas des endomorphismes

L’endomorphisme f est diagonalisable } o f=\idg

L’endomorphisme f n’admet qu’une seule valeur propre A

2) Cas des matrices carrées

La matrice A est diagonalisable } o A=\,

La matrice A n’admet qu’'une seule valeur propre A

Exercice
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 (par exemple E = R?).
Soit # = (e, €2, €3) une base de F.
Soit f € Z(F). On note A = Matz(f).

71 -1
Si A= (0 7 —2) , 'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
00 7
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Démonstration.

« La matrice A est triangulaire supérieure.
Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux. Ainsi : Sp(A4) = {7}.

o On procéde par I’absurde. Supposons que f est diagonalisable.
Alors A est diagonalisable. Il existe donc :

x D € #,(K) diagonale,
x P € #,(K) inversible,

telles que : A = PDP~!.

De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A.

(comme D est semblable a A, alors : Sp(D) = Sp(A) ; et comme D est diagonale, les valeurs propres
de D sont ses coefficients diagonauzx)

On en déduit :
7 0 0
D=0 7 0|=713
0 0 7

A=PDP'=P7 L)P'=7PP =71
Absurde! Ainsi, f N’est PAS diagonalisable. O

Et :

I1I1.3. Caractére diagonalisable des matrices symétriques REELLES

Soit A € A, (K).
o La matrice A est dite symétrique si ‘A = A.

o Autrement dit, A est symétrique si :

V(i,j) € [1,n]% aij = aj;

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
Soit f € L(E) et soit A € 4, (R).

1) Cas des endomorphismes

Il existe une base dans laquelle la matrice L’endomorphisme f est
représentative de f est symétrique REELLE diagonalisable

2) Cas des matrices carrées

La matrice A est symétrique REELLE = La matrice A est diagonalisable

Remarque

o Ce résultat n’a pas réellement sa place dans un cours de réduction des endormorphismes. En effet, ce
résultat se démontre a l’aide d’outils provenant du chapitre sur les applications bilinéaires (chapitre
a venir).

o Pour le moment, il faut utiliser ce résultat comme une recette & appliquer. Ainsi, dés qu’on rencontre
une matrice A symétrique REELLE, il faut avoir le réflexe de dire qu’elle est diagonalisable. On note
cependant que ce résultat ne dit RIEN sur les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
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Informations concernant cette semaine de colles

Exercices types

Les compétences attendues sur le chapitre applications linéaires sont les suivantes :

savoir démontrer qu’une application f : F — F est linéaire.

savoir démontrer qu’une application f : E — E est un endomorphisme (ne pas oublier de démontrer
que f est a valeurs dans F).

savoir déterminer le noyau d’une application linéaire f € Z(E, F).
Si E est de dimension finie, savoir déterminer une base de Ker(f).
En déduire la dimension de Ker(f).

savoir déterminer I'image d’une application linéaire f € Z(FE, F') (notamment si E est de dimension
finie). Si E est de dimension finie, savoir déterminer une base de Im(f).
En déduire la dimension de Im(f).

savoir déterminer la dimension de Ker(f) (resp. Im(f)) par application du théoréme du rang (si F
est de dimension finie!) en connaissant la dimension de Im(f) (resp. Ker(f)).

savoir démontrer qu’'une application f : E — F est un isomorphime / automorphisme dans le cas
ou F et I sont deux espaces vectoriels de méme dimension.

savoir appliquer les schémas de démonstration (démontrer une implication, une équivalence, une
inclusion d’ensembles, une égalité d’ensembles .. .).

— la plupart des exercices théoriques de ce chapitre ne sont que des mises en place de ces schémas
de démonstration. Ainsi, rien ne peut légitimer ne pas savoir commencer une démonstration d’un
exercice théorique.

Typiquement, si f € Z(F), savoir démontrer : Ker(f) C Ker(f?) et Im(f?) C Im(f).

savoir déterminer la matrice colonne associée a un vecteur x € E dans une base & de E.

savoir déterminer la matrice de passage d’une base % a une base %’ et connaitre :

x la formule de changement de base pour les vecteurs (« X = Pg X' »).

x la formule de changement de base pour les endomorphismes (« Matz(f) = Pg o Matg (f) Pz 2 »).

savoir déterminer la matrice de passage d’une base % a une base %’ et connaitre / savoir appliquer
la formule de changement de base (« X = Pg X' »).

savoir déterminer la matrice A représentative d’une application f € Z(F, F') dans des bases B et
PABr. 1l faut alors savoir déduire des propriétés de A celles de f.

(rg(f) =1g(A) et f bijective < A inversible)

savoir déterminer le rang d’une matrice (respectivement le rang d’un endomorphisme) par applica-
tion du pivot de Gauss.

savoir déterminer le déterminant d’une matrice (respectivement le déterminant d’un endomor-
phisme) par opérations élémentaires sur les lignes / colonnes d’une matrice.
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L’esprit du chapitre est que si E et F' sont des espaces vectoriels de dimensions finies, une application
linéaire f € Z(E, F) n’est, & isomorphisme prés, qu'une matrice. Il est donc essentiel de savoir dis-

tinguer ces deux mondes (par exemple, si E = Ry[X], alors E><//131(K)) tout en sachant utiliser les

passerelles permettant le passage de 'un a autre. Il faut particuliérement veiller & ne pas commettre
de confusions d’objets (elles seront lourdement sanctionnées).

Les compétences attendues sur le chapitre réduction sont les suivantes :

— savoir déterminer les itérées d’une matrice diagonale. Savoir déterminer les itérées d’une matrice
semblable & une matrice diagonale.

— savoir déterminer les valeurs propres d'une matrice par calcul du polynéme caractéristique.
— savoir vérifier qu'un réel est valeur propre d’un endormorphisme f.

— savoir déterminer les valeurs propres d’un endomorphisme donné par sa matrice représentative dans
une base 4.

— savoir ce que signifie que 0 est (respectivement N’est PAS) valeur propre d’un endomorphisme ou
d’une matrice carrée.

— savoir déterminer les sous-espaces propres d’'un endomorphisme donné par sa matrice représentative
dans une base .

— savoir déterminer un polndéme annulateur a ’aide d’un calcul donné par 'énoncé (« Calculer A2 —2A.
Que peut-on en conclure 7 »).

— savoir déduire d’une propriété de I’énoncé un polynéme annulateur (« On considére un endomor-
phisme f € Z(FE) tel que f2 —3 f +2idg = 0.(g). Déterminer un polynoéme annulateur de f »).

— savoir démontrer qu'une matrice est inversible / non inversible connaissant un polynoéme annulateur :

1
x st AT 24 =31 = 0,4, () alors A™1 = 2(A+21).
x si A2 424 = 0./, (x) alors, si A était inversible, on aurait : A + 21 = 0 4, (k)-
(dans une démonstration par ’absurde, si on suppose A inversible, on pense systématiquement a
introduire A=Y et a multiplier les égalités matricielles par A=)

— savoir que les racines du polynome caractéristique de f sont les valeurs propres de f.
— savoir que les racines d’un polynéme annulateur de f sont les valeurs propres POSSIBLES de f.

— savoir démontrer qu'une valeur propre possible est une valeur propre (on renvoie a 'item « savoir
vérifier qu’'un réel est une valeur propre »).

— savoir démontrer par ’absurde qu'un endomorphisme f n’ayant qu'une valeur propre N’est PAS
diagonalisable.

— savoir que si E est un espace vectoriel de dimension finie n € N* et que f € Z(F) admet n
valeurs propres distinctes (ce qui revient a dire que xy est scindé a racines simples), alors f est
diagonalisable.

— savoir déterminer les sous-espaces propres d’un endomorphisme f.
— savoir démontrer que f est diagonalisable & ’aide d’une des caractérisations de la diagonalisabilité.
— savoir démontrer que f est trigonalisable.

— savoir que les matrices symétriques réelles sont diagonalisables.
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