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Colles

semaine 16 : 08 janvier - 13 janvier

I. Produit scalaire et norme associée

I.1. Notion de produit scalaire

Soit E un espace vectoriel REEL.
o On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : £ x E — R telle que ¢ est :

a) une forme bilinéaire
Autrement dit, 'application ¢ est a valeurs dans R et est linéaire par rapport a

chacune des variables :

Yy € F, V()\l,)\Q) € RQ, V(xl,xQ) e EXxXFE

linéarité a gauche
P(A1 -1+ A1 m2,y) = M1 p(21,Y) + A2 p(72,9) ( /

Vo e F, V(Ml,ug) € R27 V(yhyQ) €ebxE

(linéarité a droite)
e, -y + - y2) = p(@, 1) + p2 o(,y2)

b) symeétrique : | V(z,y) € E x E, o(z,y) = ¢(y,z)

¢) définie positive

Ve e B, o(z,x) =0 = z=0g (caractére défini)

Ve e E, p(x,z) >0 (caractére positif)

« Si ¢ est un produit scalaire, alors pour tout (z,y) € E X E, le produit scalaire de = et de
y (c’est-a-dire le réel p(x,y)) est souvent noté :

attention a cette notation : ne pas la
0ou 0U zx - o .
(z.y) (@]y) Ty ( confondre avec la multiplication scalaire -g >

I1.2. Produits scalaires usuels

I.2.a) Produit scalaire associé a une base en dimension finie

Soit E un espace vectoriel REEL.
On suppose F de dimension finie n € N*.
On note & = (ey,...,e,) une base de E.
o L’application: (-,-)yp : ExE — R
(z.y) — *(Maty(z)) x Mat(y)
est un produit scalaire sur E, appelé produit scalaire associé a la base 4.

o Ce produit scalaire est dit canonique si I est un espace vectoriel de référence et que A

est la base canonique de F.
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I.2.b) Produits scalaires canoniques sur les espaces vectoriels de référence

1. Produit scalaire canonique sur R"

n
Ve = (x1,...,2n), Yy = (Y1,...,yn) ER", (x,y) = > =k X yp
k=1
2. Produit scalaire canonique sur .#, ,(R)
VA = (aij) 1 € MnpR), VB = (bij) 1<i<n € Mnp(R)
1 1<j<p

<ig
<5<
(A, B

3. Produit scalaire canonique sur R, [X]

n

Z ap X bk
k=0

VP = i ar - XP € R, [X],VQ = znj b - X¥ € R,[X], (P,Q) =
k=0 k=0

I.2.c) Produits scalaires non canoniques sur les espaces vectoriels de référence

1) Un exemple de produit scalaire sur R,,[X]
Soit n € N*.
Soit (ag, ay,-..,an) € R*! un n-uplet de réels deux a deux distincts.

On considére 'application (-, -) définie par :

() 0 RuX] x Ru[X] — R
(P, Q) o kiop(ak)xcg(ak)

L’application (-,-) est un produit scalaire.
C’est le produit scalaire associé a la base de Lagrange (Lo, L1, . .
relative aux scalaires ag, a1, . .

., Ly) de R,[X]

.y Q.

2) Un autre exemple de produit scalaire sur R,
/ P(t

3) Produit scalaire sur un espace vectoriel de fonctions

Pour tout (P, Q) € R,[X], on note :

L’application (-,-) est un produit scalaire.

Soit (a,b) € R? tel que a < b et soit I un intervalle d’extrémités a et b.
(I =[a,b] ou I = [a,b] ou I =]a,b] ou I = ]a,b])

continues sur I et a valeurs dans R.

Rappelons qu’une fonction f est dite intégrable sur un intervalle [ si :
x elle est continue par morceaux sur I,
x son intégrale sur I est absolument convergente.

Une fonction f est de carré intégrable si la fonction f2 l'est.

L’application (-,-) est un produit scalaire sur E.

Notons E = L?(I,R) N €°(I,R) 'ensemble des fonctions de carré intégrable sur I,
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I.2.d) Les applications bilinéaires symétriques ne sont pas toutes des produits scalaires

Soit €2 un ensemble fini.

On note V; 'ensemble des variables aléatoires réelles discrétes sur 2.

On note enfin ¢ 'application définie par :

@ Vg x Vg — R
(X , Y) = EXY)

L’application ¢ est une forme bilinéaire symétrique mais elle N’est PAS définie positive.

Ainsi, ¢ N’est PAS un produit scalaire.
Soit X € Vy. Alors :
(X, X) = E(X?) > 0.

— si on suppose ¢(X, X) = 0 alors on peut seulement conclure : X? =0 (et donc X = 0)

presque stirement. Autrement dit, P({X =0} ) = 1.

Par exemple, une v.a.r. X telle que : X(Q) = {0, v/2} est presque stirement nulle mais

n’est pas la variable nulle.

I.3.

Notion d’espace préhilbertien / espace euclidien

Soit F un ensemble.

« Un espace euclidien est la donnée d'un couple (E, (-,-)) si :
x E un espace vectoriel REEL.
x I est de dimension finie.
x (+,+) est un produit scalaire.

o Un espace préhilbertien est la donnée d’un couple (E, (-, )) si:
x E un R-espace vectoriel ou un C-espace vectoriel.
x F n’est pas forcément de dimension finie.

x {+,+) est un produit scalaire.

o De maniére générale, les espaces préhilbertiens ne sont pas des espaces euclidiens. Les
espaces euclidiens sont des espaces préhilbertiens particulier. Plus précisément, les espaces
euclidiens sont exactement les espaces préhilbertiens réels de dimension finie.

I.4. Norme associée a un produit scalaire

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien REEL.

« On appelle norme (euclidienne) associée a un produit scalaire (-, -) sur E

lapplication || - || définie par :

-1 B = Ry
r — (x, )

En particulier : | Vz € E, ||z]? = (z,2)
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I1.5. Propriétés des produits scalaires et des normes euclidiennes

I.5.a) Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (B, (,-)) un espace préhilbertien REEL.

On note | - || la norme euclidienne sur E.

inégalité de
| Ve e B )] <l Il e uars)

Ce qu’on peut aussi écrire : | VY (z,y) € B2 (x,y) x (z,y) < (z,2) x (y,7)

ou encore : | V(z,y) € E? (z,y)* < |z|* x [yl

o On peut de plus caractériser le cas d’égalité.

!(m,y)‘ = ||z|| |ly]] < = ety sont colinéaires

V(z,y) € E?, N JaeR z=a-y
0U IpeR,y=p5"-=x

Démonstration.
Soit (x,y) € E%. Deux cas se présentent.

x Si[lz]] = 0.ou [ly| =0

Supposons par exemple ||z|| = 0 (si ce n’est pas le cas, ||y]| = 0 et ce cas se traite de maniére
similaire). Alors (z,z) = 0 et donc x = Op.
On a alors :
[z | = [0z 9] =0 <0 = [0g] flyll = lzl [yl
x Sinon (¢’ QSP:%-@?,SJ =] #.0 et [lyl| #0)
3
Tout d’abord : || — — 2 0. Or :
|| Iyl
2
’ ] Hyll

:< M!@‘m>
- Q m& @Z’@Q‘@%’@O*Q@’@O

o (mx) (xy) (y,2) | (y,9)
- 2 - + 2
Nzl ezl Hyll lyl =l 1yl
S 3
]| [yl

On en déduit : 2 > 2 m et ainsi : 2 (z,y) < 2 ||z| |ly]|-
TNy

Ainsi : Y(z,y) € E?, (z,y) < |z| [yl

En appliquant cette inégalité au couple (x, —y), on obtient :

(2, —y) < llzll [ =9l =l Iyl
On en deduit : —(w,y) < |2l lly] et ainsi : [ [yl < (2,9). =
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I.5.b) Identités remarquables

Soit (B, (-,-)) un espace préhilbertien REEL.

On note | - || la norme euclidienne sur E.

1. V(z,y) € B2, |z +yl* = [z]]* +2 (z,y) + ||y|* (identité remarquable)

On en déduit | V(z,y) € E?, |lz —y|* = ||z =2 (z,) + [|ly]”

(identité du

. E2 2 _ 2:2 2 92 2
2. | Vo) € B ool + o -yl = 2ol +2)? | (oot

wy) € B (wy) = 5 (lz+yl? = llz? — Iy)?)

(identités de polarisation)

B = N =

(e + 92 = llz — y12)

I.5.c) Propriétés caractéristiques des normes

Soit (E, (,-)) un espace préhilbertien REEL.

On note || - || la norme euclidienne sur E.

1. VAER, Ve e B, |[A-z|| = |\ ||z (homogénéité d’une norme)
2. VeeFlE, |z =0 = x=0g (propriété de séparation)
3. V(z,y) € B2, | x4y | < ||z + |yl (inégalité triangulaire)

On peut de plus caractériser le cas d’égalité.

r=0g

Ve € B | lotul = el +Ivl o0 3 cp, y—a.a

4. | Y(z,y) € F?

Iz = [lyll | < llz+yl (inégalité triangulaire)

5. Les propriétés d’inégalité triangulaire peuvent étre résumées comme suit :

V(z,y) € E?,

lzll =Tyl | < Nl £yl < o)+ llyll

Remarque

e On appelle norme euclidienne toute norme issue d’un produit scalaire. Les identités listées per-
mettent de faire le lien entre norme euclidienne et produit scalaire. L’identité de polarisation permet
notamment de définir le produit scalaire & ’aide de la norme associée a ce produit scalaire.

o Il faut comprendre que la notion de norme existe indépendamment de la notion de produit scalaire.
Ce point sera détaillé dans le chapitre « Espaces vectoriels normés ». Une norme sur un K-espace
vectoriel E est une application E — Ry qui vérifie les propriétés de homogénéité / séparation /
inégalité triangulaire. Une norme euclidienne est évidemment une norme et vérifie donc les propriétés
qui définissent la notion de norme.

« L’identité du parallélogramme (listée dans les identités remarquables) n’est vérifiée que par les normes
euclidiennes. C’est méme une maniére de démontrer qu’une norme est (ou n’est pas!) euclidienne.
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II. Orthogonalité

I1.1. Familles orthogonales, familles orthonormales

II.1.a) Définition

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien REEL.
On note || - || la norme euclidienne sur E.

« On dit que deux vecteurs x € E et y € E sont orthogonaux (relativement au produit scalaire
(-,-))si(x,y) =0. Sic’est le cas, on note : = L y.

e On dit qu’une famille F de vecteurs de E est orthogonale si les éléments de F sont deux a
deux orthogonaux.

« On dit qu'une famille F = (u;);er de vecteurs de E est orthonormale (ou orthonormée) si :

« la famille F est orthogonale : | V(i,7) € I?, (z #7 = (uju;) = 0)

« tous les éléments de F sont de norme 1:| Vi€ I, (e, e;) = |lei]|*> = 1

On peut résumer ces propriétés comme suit :

1 sii=j

0 sii#j

La famille (u;);er est
orthonormale

& V(i j) € I?, (e e;) =6ij = {

I1.1.b) Geénéralisation de la notion d’angle droit

« La notion d’orthogonalité (du grec orthos = droit, gonia = angle) dans un espace
euclidien généralise celle de la géométrie plane. L’idée est de faire de la géométrie dans les
espaces euclidiens et notamment de définir la notion d’angle (droit).

« La notion d’orthogonalité est liée au produit scalaire d’étude. Ainsi, deux vecteurs
peuvent étre orthognaux pour un produit scalaire mais ne pas I’étre pour un autre.

x Si on considére le produit scalaire associé a la base canonique %, = ((1, 0), (0, 1)) de

R?, on retrouve la définition d’orthogonalité vu au lycée.

Plus précisément :
(a,b) Lg. (c,d) & ac+bd=0

En particulier, (1,0) et (0,1) sont orthogonaux pour
Un angle droit dans ’espace  ce produit scalaire.

euclidien (RZ, (-, )%C)

x Si on considére la base # = ((1,1),(0,1)) de R?, la notion d’orthogonalité différe.

Plus précisément :
02
(a,b) Ly (¢,d) & 2ac+bd = ad+bc

En particulier, (1,1) et (0,1) sont orthogonaux pour
Un angle droit dans ’espace  ce produit scalaire.

euclidien (RQ, (-, >95)
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IT.1.c) Généralisation de la notion d’angle (pas forcément droit)

« On peut s’inspirer de la géométrie plane pour définir la notion d’angle généralisé (angle
dans un espace euclidien).

N

o\lix

M

Par définition du produit scalaire :

(OM,ON) = ||OM]|| x |ON| x cos(6)

B
<o—zx>4,o—ﬁ>, @TM@%)
Ainsi : cos(f) = — Ze et 10 = arccos | — Ze
|OM]| x [ON| lOM]| x [ON|

Dans un espace euclidien (E, (-, -)), on peut alors définir I'angle non orienté 6, , (valeur
comprise dans [0, 7]) entre deux vecteurs non nuls x et y de E par :

0, = arccos <<:c,y)>

2 {lyl]

En particulier : 0, , = g < (r,y)=0 & x Ly

Avec cette définition, les angles 81 et A3 du schéma précédent sont bien des angles de

valeur g

I1.1.d) Des exemples de familles orthogonales

Soit E un espace vectoriel REEL de dimension finie n € N*.

Soit & = (u1,...,uy) une base de E.

Alors la famille & est orthogonale (et méme orhonormale) pour le produit scalaire (-, -) .

I1.2. Intérét des familles orthogonales

I1.2.a) Les familles orthogonales sont libres

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien REEL.

On note | - || la norme euclidienne sur E.

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de F est libre.

Evidemment, toute famille orthonormale de vecteurs de E est libre.
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I1.2.b) Théoréme de Pythagore

Soit (E , (- >) un espace préhilbertien REEL.

On note || - || la norme euclidienne sur E.
Soit p € N* et soit (up,...,up) € EP une famille.
P 2 P » )
O | Xl = X{wu) +2 5 (uy) = Ylul + > (i)
k=1 i=1 1<i<j<p i=1 1<i,j<p
~ 2
La famille (uq,...,up) P P
2 ) » 'p _ 2
) est orthogonale = k; Uk kgl ]

I1.3. Intérét des familles orthonormales en dimension FINIE

I1.3.a) Expression des coordonnées et du produit scalaire en base orthonormale

Soit (E N )) un espace euclidien de dimension n € N*.
Notons & = (eq,...,e,) € E™ une base de E.
P = (e1,...,en) est une base n
1. Ve e E, = :
orhtonormale e vreL @ kzzjl (z ex) - ex
Autrement dit, la base % est orthonormale si et seulement si tout vecteur x € E a pour
coordonnées (<:):, e1),. .., {x, en>) € R" dans la base 4.
A = (e1,...,ey,) est une base B
2 orhtonormale (=00
Ainsi, dans le cas ou :
x % est une base orthonormale,
x x € E a pour coordonnées (x1,...,x,) € R" dans £,
x y € E a pour coordonnées (y1,...,yn) € R” dans A,
n
alors : | (x,y) = > x; Xy; = t(MatE@(x)> x Matg(y) = (x,y)% | et
i=1
2 N2
2] = (2, 2) = 3
i=1
Exemple

o Ce théoreme stipule que, dans tout espace euclidien, le produit scalaire posséde une expression simple.
Cela ne signifie pas pour autant qu’il est simple d’obtenir cette expression. Cela exige de trouver une
base orthonormée (on verra par la suite comment I’obtenir) et de déterminer les coordonnées de tout
vecteur dans cette base. Illustrons ce point sur un exemple.

o Notons E = Ry[X]. Soient P =ag+ a1 X € Eet Q =by+ 0 X € E. Alors :

/0 P(t) Q(t) dt = (2% ;1)><< , )

23

S

En effet :
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« B =(1,2v/3X — /3) est une base orthonormale pour ce produit scalaire.

) et @ a pour coordonnées (%, Zb—\l/g) dans cette base A.

x P a pour coordonnées (2"0%, 2‘1—1\/5
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I1.3.b) Caractérisation matricielle des bases orthonormales

Soit (E, (-, - >) un espace euclidien de dimension n € N*.
Notons & = (e1,...,ey,) une base orthonormale de E.
Notons &' = (e}, ..., e,,) une base de E.

r n

Notons enfin P = Py 4.

' est une base orhtonormale < 'PP =1, ( s pl= tP)

I1.4. Existence d’une base orthonormale

I1.4.a) Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n € N*.
Soit # = (eq,...,ey) une base de E.

1. a) Soit (agj)) 2<i<n une famille de réels.
1<i<j—1

Considérons la famille (uy,...,u,) € E™ définie par :
(’L) Uy = €1
) Viel2nl u = of wi+. 4ol u e

=G)
= > ai] “u; | +ej
i=1
On a alors :

o Vk € [1,n], Vect (u1,...,u) = Vect (e1,...,ex).

o La famille (u1,...,u,) est une base de E.
b) Considérons la famille (vy,...,v,) € E™ définie par :
(i) v1 =e1
(i) Vje2,n], v; = —M-vl — = ij,l—}—ej
[[o1]1? [[vj -1

i <€j7vi>
o (2 o2 )t
On a alors :

o Vk € [1,n], Vect (v1,...,v;) = Vect (e1,...,ex).
o Vk € [1,n], la famille (vl, o ,vk) est orthogonale.

o La famille (vy,...,v,) est une base orthogonale de E.
2. La famille (e}, ...,e}) définie par :
vs
Vi e [1,n], ¢ = —L-
T sl

est une base orthonormale de FE.

Tout espace euclidien E # {0g} posséde
au moins une base orthonormale.

10
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I1.4.b) Théoréme de la base orthonormée incompléte

Soit F un espace euclidien.

Soit m € N* et soit F = (uq,...,uy) € E™ une famille de vecteurs de E.

La famille F = (ug, ..., um) N La famille F peut étre complétée
est orthogonale en une base orthonormale de F

I1.5. Orthogonal d’une partie de F

I1.5.a) Définition et résultats immeédiats

1.

2.

3.

Soit (E, (-,+)) un espace préhilbertien REEL.
Soient F' et G deux parties de E (pas forcément des sev de E).

On appelle orthogonal de F, et on note F-, ensemble des éléments de E
orthogonaux a tous les éléments de F' :

PL={zcE|VyeF (ny) =0} ={acE|VyeF () =0}

On dit que F et G sont orthogonaux si:| Ve € F,Vy € G, (x,y) =0

Evidemment, les ensembles F' et F- sont orthogonaux.

L’ensemble F- est un sous-espace vectoriel de E.

F et G sont orthogonaux < F C G+
& GCcFt

I1.5.b) Propriétés générales de 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel

1.

Soit (B, (-,-)) un espace préhilbertien REEL.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

FcG = GLcrF+

Les ensembles F' et G sont orthogonaux = F N G ={0g}

(ainsi, deuz ensembles orthogonauz sont toujours en somme directe)

En particulier : | F N F+ = {0g}

Fc (Fht

11
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I1.5.c) Propriétés de ’orthogonal d’un sous-espace vectoriel de dimension FINIE

Soit (E, (-, )) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de ¥ de dimension finie.

1. Obtention pratique de I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel de F'

Ft={z e E|Vke[lp], (z,e) =0}

2. a) Si(e1,...,ey) € E™ est une base orthonormale de F', alors :

Ve € E, x = (fjl (z,e:) - ei) 4 (:g - fjl (z, ;) e>

b) L’égalité précédente démontre : | E = F & F L
(on dit alors que F- est le supplémentaire orthogonal de F et F est le supplémentaire

1
orthogonal de <FL> )
En particulier, si E est de dimension finie, on en déduit :

dim(E) = dim(F) + dim (FL) et | dim (FL) — dim(E) — dim(F)

3. | F = (FhH*t

Démonstration.
2. Si F={0g} alors F* = F et on a bien: E = E® {0g}.
Supposons maintenant F # {0g}.

Soit (e, ..., em) une base orthonormale de F' (comme F' est de dimension finie non nulle, une telle

base existe forcément). Alors :
x F et F- sont en somme directe : F N F+ = {0g}.
x Démontrons alors : = F + F*.

Soit x € F.

— Analyse :

On suppose qu’il existe (u,v) € F x FL tel que © = u + v.
m

Comme u € F, il existe (A1,...,Ap) € R™ tel que : uw = > A - ¢;. Pour tout j € [1,m] :
i=1

(x,e5) = (D Ai-ei+wv,e))

s

1

Ai (ei,e5) + (veejl  (carv e FL)
(car (e1,...,em) est
orthonormale)

(2

&
Il
—

|

= Ajlej,e5) = A

Finalement : .
u=>Y (r,e;)-e; et v=z-—u

12
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i) + (o -

— Synthese :

On écrit : x = <

lygE
[INgE

(x,e;) - ez-) .

m

Comme (eq,...,en) est une base de F', alors > (x,¢;) - e; € F.
i=1
m
I reste alors & vérifier : © — 3_ (z,¢;) - ¢; € F+. Pour tout j € [1,m] :
i=1
m m
(x =20 (z,e) - eisej) = (w,e5) = 3 (w,€i)(ei, €;)
i=1 =1
4 (car (e1,...,em) est
= (ze) = (z.€5) {ejr ) une base orthonormale)
=0 O

I1.5.d) Détermination de ’orthogonal d’un sous-espace vectoriel en pratique

Exercice
On note £ = Ry[X] et (-, ) le produit scalaire canonique sur E.
On note F = {P € Ro[X] | P(1) = 0}.
1. a) Démontrer que F' est un espace vectoriel et en déterminer une base.
b) Déteminer F+.
c¢) Vérifier : E=F @ Ftet: F = (FH)*
2. a) En remarquant : F' = {ag- Py + a1 - Pi + as - P, € Ryo[X] | ap + a1 + a2 = 0}, trouver une
démonstration plus rapide de la question 1.b).
b) On note : G ={ag- Py +ai- P +as- Py € Ro[X] | agp +2a; —ay = 0}.
Déterminer G-
3. On considére maintenant £ = R[X] et F = {P € R[X] | P(1) = 0}.
a) Démontrer que F' est un espace vectoriel.
b) Démontrer F+.
¢) At-on: E=F @ F'? At-on: F # (FH)L?

Démonstration.
1. a) On démontre : F' = Vect (P, — Py, P» — P).
b) Soit P € Ro[X].
11 existe donc (ag, a1, a2) € R3 tel que: P=ag-Py+ai- P +as-DP.

PelFt & (PPL—PR)=0ct (P,P,—Py)=0

—ag + a1 =0
=2
—ap 4+ ay = 0
aj = Qo
~
a2 = Q
On en déduit :
F+ = {aO-P0+a1-P1+a2~P2|a1:a0eta2:a0}

= {ao-P0+a0-P1+a0~P2|aoeR}
= {ao-(P0+P1+P2)\a0€R}
= Vect <P0+P1 —i—Pg)

13
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2. a) On remarque :

F = {a-Po+a-Pr+ax-P,eRo[X]||ap+a;+ay=0}

aop
= {GO'P0+G1'P1+G2~P2€RQ[X]|t(1 1 I)X(al):()}

az
= {PERQ[X] | <P0—|—P1—|—P2,P>:0}

On en déduit : Py+ Py + Py € F+ (en effet : VP € F, (P,Py+ P, + P5) = 0).
Ainsi : Vect (Py+ P, + P;) € F+. Or :
«x comme E est de dimension finie : dim (F!) = dim(E) — dim(F) =3 -2 = 1.
x dim (Vect (Po+ P + P)) = 1.
On en conclut : F+ = Vect (Py + P, + P).

b) On remarque :

G = {ao-Po—i—al-Pl—l—ag-PgeRg[X]\a0—|—2a1—a2:0}

ao
= {ao-Po—i-al-Pl—i-ag-PQGRg[X]‘t(l 2 —1))((@1):0}

a2
= {PeRX||(1-Ph+2-PA—1-P,,P)=0}
En raisonnant de méme : G+ = Vect (Ph+2-P— P).
Remarque
o Les espaces vectoriels F' et G sont des hyperplans. On souligne ici qu’ils s’écrivent sous la forme :

F={PcRyX]|(Py+P +Pp,P)=0}

et G:{PERQ[X] ‘ <1‘P0+2‘P1—1‘P2,P>:0}

Dans ce cas, Py + P; + P» est un vecteur orthogonal & F et, comme F est un hyperplan d’un
espace euclidien F (qui est donc de dimension finie), F+ = Vect (Py + P, + P»).
De méme, Py + 2 P, — P, est un vecteur orthogonal a G et G+ = Vect (Py +2 P, — P,).

o Ce résultat sera vu plus loin dans le cours. 0

Exercice

On considére E = R3 muni du produit scalaire canonique.

Soit (a,b,¢) € R3\ (0,0,0). On note F le plan d’équation ax + by + cz = 0.
Déterminer F-.

Démonstration.
Comme dans I’exercice précédent, on démontre : F- = Vect ((a, b, c)) puisque :

F ={(z,y,2) e R’ | {(a,b,¢), (z,y,2)) = 0}

Exercice

Soit n € N*.

On note E = R,[X] et (-,-) le produit scalaire canonique sur E.
1. Déterminer 'orthogonal de F' = Vect (Fp).
2. Déterminer 'orthogonal de F' = Vect (P, P»).

3. Si E est un espace vectoriel de dimension 3 et (e, e2, e3) est une base orthonormale de E, détrerminer
I'orthogonal de F' = Vect (e, €3).

14
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I1.6. Projections orthogonales

I1.6.a) Deéfinition

Soit (E s (- )) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de ' de dimension finie.
« On appelle projection orthogonale sur F' la projection sur F parallélement a F-.

« On appelle symétrie orthogonale par rapport a F' la symétrie par rapport a F
parallélement a F*.

Remarque

1. Comme F est de dimension finie :
E=FaFt e F=(FhHt
Ainsi, la projection orthogonale sur F- (resp. la symétrie orthogonale par rapport a F1) est la
projection sur F* parallélement & F' (resp. la symétrie par rapport a F'* parallélement & F).
2. On en déduit que si p est la projection orthogonale sur F', alors :
« la projection orthogonale sur F- est ¢ = idg — p,
x la symétrie orthogonale par rapport & F est s =p —q=2p —idg = idg — 2q,

« la symétrie orthogonale par rapport & F- est —s.

I1.6.b) Expression d’une projection orthogonale en base orthonormale

Soit (E s (- )) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de ¥ de dimension finie.
Soit (eq,...,en) est une base orthonormale de F.

Soit p la projection orthogonale sur F' et ¢ la projection orthogonale sur F*.

i=1 =1

1| VecE, o= (f <:J:,ei>-ei> + (:c— 3 <x,ei>-ei)

2. V:cEE, p($): Z <$,€k>‘€k et Q(x):x_ Z <1’,€]€>'€]€
k=1 k=1

Exercice

2
Pour tout (P, Q) € (]R[X]) , on note :

+oo
(PIQ) = /0 P(H)Q(t) ¢~ dt

1. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

2. On note F' = Ry [X].
Déterminer une expression de pg(P,), ot pp est la projection orthogonale sur F.

—+oo
3. En déduire : min / (t2 —at — b)2 et dt.
(a,b)eR? Jo

15
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Démonstration.

2. Deux maniéres de procéder.
x Méthode 1 : on exploite l'orthogonalité de X2 — p(X?) a Ry[X]

Par définition, p(X?) € R;[X]. 1l existe donc (ag,a1) € R?, p(X?) = ap + a1 X.
pXHelF & X?2-pX%Hert
S (X2op(X2),1) =0 et (X2 p(X?),X) =
& (X?—(a0+aX),1)=0 et (X*—(ap+a1X),X)=0

ay —+ a; = 2

=43
ag + 2a1 = 6
apg + a1 = 2

=
al = 4

ao = -2
=
ay = 4

On en déduit : p(X?) = -2 +4X.
x Méthode 2 : on utilise I'expression de p dans une base orthonormale (Qp, Q1) de R;[X])

On démontre tout d’abord (par algorithme de Gram-Schmidt), que la famille (1, X — 1) est

orthonormale. Ainsi :
p(X?) = (X?,Qo) Qo+ (X? Q1)
= (X2 1) 1+(X2X-1)-(X-1)
= 2.14(6-2)-(X-1)

= 244-(X-1)
= —-2+4X
3. On remarque :
: oo 2 2 ¢ : oo 2 2 —t
min (t —at—b) e 'dt = min (t —at—b) (t —at—b)e dt
(a,b)ER? Jg (a,b)ER? Jo

— 3 2 _ 2 _
_(agl)lenww (aX +b),X? - (a X +0))

= min HX2 - (aX +b)H2

(a,b)eR2
= min H X2—PH2
PeRq[X]
— d(X%R[X])’
= [ x|
D’autre part : X2 = p(X?) + (X2 —p(X?) ) On en déduit, par théoréme de Pythagore :
[0 = I+ (2 = DI et (137 =) [F = X% = o)
Enfin : || X2||* = (X2, X2) = 4] = 24.
De plus : p(X?) =2-Qo +4- Q1 ol (Qp, Q1) est une base orthonormale. On en déduit :
lp(X3)|* =2 Qo+4- Q1.2 Qo+4- Q1) = 22[|Qo[* + 4% Q1 []> = 2 + 4> = 20

Finalement : d (X2 Ry[X ) =24 —-20=4.
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I1.7. Notion de distance d’un vecteur a un ensemble

I1.7.a) Deéfinition

Soit (E (s >) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de ' de dimension finie.

Soit ¢ € E.

o On appelle distance de x au sous-espace vectoriel F', la quantité positive :

d(z,F) = ylgg |z =yl

I1.7.b) Lien entre distance 4 un espace vectoriel et projection orhogonale

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien REEL (de dimension finie ou non).
Soit F' un sous-espace vectoriel de £ de dimension finie.

Soit p la projection orthogonale sur F'.

1. | Yz e ENy e F, |z —p@)| < |lz—y

2.| VzeE, d(z,F) = ||z — p(z)||

(le projeté orthogonal de x sur F est l'unique élément de F qui réalise la distance de x a F)

3. En particulier, si (e1, ..., en) est une base orthonormale de F' alors :

(G|

m
Et par théoréme de Pythagore : | d(z, F)* = |z]|* = 3 | (z,e;) |2
i=1

Ve € B, d(z, F) = ||z — p(z)| =

Démonstration.
1. Soit z € F et soit y € F.
z—y=(r—p)+ () —-y)
avec  — p(x) € F* et p(z) —y € F.
On en déduit, par théoreme de Pythagore :

lz = ylI* = llz = p@)lI* + llp(z) -yl
Donc [z = p(2)||* < [lz — y|*.

2. D’apres le point 1., pour tout x € E, || — p(x)|| est un minorant de 'ensemble U, = {||lz —y|| |y €
F'}. C’est donc une quantité plus petite que le plus grand des minorants de cet ensemble. Autrement
dit :

[l = p(e)[| < inf [z —y]
yeF
Comme in]f: |z — y|| est un minorant de U,, cette quantité est plus petite que ||z — p(z)|| € U,
ye
(puisque p(z) € F'). Ainsi :
inf o=yl < |z = p@)]

D’ou : inf —yl = ||z — .
ot inf lz —y[ = |z — p(2)] O
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I1.8. Projection orthogonale sur une droite / sur un hyperplan

I1.8.a) Hyperplan orthogonal a une droite vectorielle donnée

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien.
Soit @ € E non nul.

On note p la projection orthogonale sur la droite D = Vect (a).

i
On note ¢ la projection orthogonale sur I'hyperplan H = D+ = (Vect (a))

i
1. Comme Vect (a) est de dimension finie : | E = Vect (a) & (Vect (a))

Plus précisément, pour tout = € E :

e (-5

—— ~ _
€ Vect (a) € <Vect (a) )L

2. On en déduit immédiatement :

a) lexpression de la projection orthogonale sur D = Vect (a) :

(z,a)

- a

b) l'expression de la distance d’un point & D = Vect (a) :

(z, a)
lall®

d(z,D) = Hx—p(aj)H - Hx—

2
De plus, par théoréme de Pythagore : | d(z,D)? = |z|? - W
a

3. On en déduit aussi :

1
a) l'expression de la projection orthogonale sur H = <Vect (a)) :

Ve e E, q(z) = z— <Hmc;|]a2> ca | = x—p(x) = (dg —p)(x)

1
b) 'expression de la distance d'un point & H = (Vect (a)) :

d(z, H) = [z —q(@)] =

()l -

lalf?

(z,a) H _ l{z,a)]

18
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I1.8.b) Droite orthogonale & un hyperplan donné

Caractérisation des hyperplans dans un espace vectoriel (de dimension finie ou non)

Soit E' un R-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie).

Soit H un sous-espace vectoriel de F.

H est un hyperplan < Va € E\ H, E = Vect (a) ® H
~ ElSD € "%(EJR) \ {Off(E,]R)}v F= KGI‘(QO)

(H est le noyau d’une forme linéaire non nulle)

Remarque

« Pour bien comprendre ce théoréme considérons le cas trés simple E = R3.
Notons alors : H = Vect ((0,1,0), (0,0,1)) (c’est bien un hyperplan car c’est un sous-espace vectoriel
de dimension 2 dans un espace vectoriel de dimension 3). Comme (1,0,0) ¢ H, alors, d’apreés le
théoréme :
R? = Vect ((1,0,0))® H

« Cette écriture de R? comme somme de supplémentaires ne doit pas étre comprise comme une partition
de I’ensemble (ce qui n’a aucun sens dans un espace vectoriel !). Par exemple :
x (1,1,1) n’est pas un élément de Vect ((1,0,0)).
x (1,1,1) n’est pas pour autant un élément de Vect ( (0, 1,0),(0,0,1)).
L’écriture sous forme de sommes de supplémentaires permet en revanche d’affirmer que le vecteur
(1,1,1) s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de Vect ((1,0,0)) et d’'un élément de

H. Plus précisément :
(1,1,1) = (1,0,0) +(0,1,1)

o Il est & noter que cette décomposition sous forme de sommes de sous-espaces supplémentaires n’est
pas unique (tout vecteur qui n’est pas dans H fournit un nouveau supplémentaire). Par exemple :

R?® = Vect((1,0,0))® H
= Vect((1,2,1))® H (car (1,2,1) ¢ H)
= Vect((2,0,—1))® H (car (2,0,—1) ¢ H)

Caractérisation des hyperplans a ’aide d’un produit scalaire

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien.
Soit H un sous-espace vectoriel de F.

Pour tout a € E, on note ¢, la forme linéaire définie par : ¢, : E — (a, z).

1. | H est un hyperplan < Ja # 0g, H = Ker(y,)

2. Va # 0p, | Vect(a) = (Ker(gaa)>L et | E = Vect (a) ® Ker(pq)

Ainsi, lorsque E est de dimension finie, pour tout hyperplan H il existe a # O tel que :
H = {zeF]|(a,zx)=0}

et dans ce cas, a est alors un vecteur orthogonal a H.
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Bilan du chapitre
Le chapitre est séparé en 2 grands thémes.

A. Notion de produit scalaire et de norme associée

o Définition du produit scalaire et de la norme. On retiendra en particulier :

x ’expression du produit scalaire donne la définition de la norme associée & ce produit scalaire :

Ve e B, |zl = v (x, )

N

x l'expression de la norme associée & un produit scalaire permet de retrouver ’expression du

produit scalaire :

1
V(e,y) € B2 (wy) = 5 (le+yl? = llz|? = ) =

(2 + w12 = 1o = yI1?)

NG

« Propriétés algébriques (identités remarquables)

V(z,y) € B Nz +yl® = |lel® +2 (z,y) + |yl et

lz = yl* = ll=ll* = 2 (z,y) + Iyl

o Inégalité de Cauchy-Schwarz

V(w,y) € B, (z,y) x (z,y) < (z,2) x

(y,v)

Cas d’égalité

=

’(x,yﬂ = |lz|| |ly]] < =« ety sont colinéaires

JeeR, z=a-y
U eR y=06-x

o Inégalité triangulaire

V(z,y) € E?,

lzll =Tyl | < llz £yl <

]l + vl

Cas d’égalité

[z +yll = =]l + llyll

< =0 0U JaeR,, y=a-x

B. Orhtogonalité

1) Résultats vérifiés sans hypothése sur la dimension

On se place ici dans le cas ou :

« (E,{-,-)) est un espace préhilbertien REEL (de dimension éventuellement infinie),

x F' est un sous-espace vectoriel de E (de dimension éventuellement infinie).

Les résultats suivants sont toujours vérifiés.

o« Fr={zc E|Vy€cF, (x,y) =0} est un sous-espace vectoriel de E

(ce qui ne fournit pas de méthode pour obtenir F*)
1
. F c (P
o« FNFLt={0g} (F et F* sont toujours en somme directe)

Les propriétés :

1
Fz(FL> ot E=F@F*

peuvent étre ou ne pas étre vérifiées.
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2) Résultats vérifiés dans le cas ot F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie

On se place ici dans le cas ot :
x (E,{-,-)) est un espace préhilbertien REEL (de dimension éventuellement infinie),
x F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension FINIE.

En plus des résultats précédents, les résultats suivants sont aussi vérifiés.
1

P o= (FL)

«E = FOFt

« F admet une base orthonormale (par le procédé de Gram-Schmidt)

« Plus précisément, si (eg, ..., e,,) est une base orthonormale :
m m
VeeE, z = ) (z,e) € + (fﬂ— <Z <xa€i>'ei>>
i=1 =1
—— ~
p(z) € F q(z) € F*

x p est la projection orthogonale sur F

ou q est la projection orthogonale sur F-

De plus, on peut obtenir F'- en pratique grace a la caractérisation suivante :

Ft = {zeE|VYiel,m], (z,¢)=0}

= (B

3) Résultats dans le cas ot F' est un sous-espace vectoriel d'un epsace vectoriel de dimension finie

Enfin :

d(z, F) = [z —p(@)| =

On se place ici dans le cas o :

x (E,{-,-)) est un espace préhilbertien REEL de dimension FINIE (c’est un espace euclidien),
x F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension FINIE.

En plus des résultats précédents, les résultats suivants sont aussi vérifiés.

o dim (F') = dim(E) — dim(F)

Le cas particulier des droites vectorielles / hyperplans

Si F' est un hyperplan, il existe a # Og tel que F' = Ker(y,) (avec g : x +— (a,x)) et alors :

F = {z€E| (z,a) =0} et Ft = Vect (a)

On aalors: z = <a:,7a2>'a + (x_@’azfa)
el lal]
N— ~

q(r) € G = F+ = Vect (a) p(w)EGl:(Fl)L:F

x ¢ est la projection orthogonale sur G = Ft-

ou p est la projection orthogonale sur G+ = F

d(z,F) = |<|”“"C’Lﬁ>| ot d(:c,FL) - Hx—p(m)H - Hx— <|TCZ”C‘2> aH
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Informations concernant cette semaine de colles

Questions de cours

— démontrer qu’'une application est un produit scalaire.
— démontrer le caractére €' d’une intégrale & paramétre.

— démontrer qu’'une intégrale & parameétre est bien définie sur un intervalle (éventuellement a déter-
miner).

Exercices types

Les compétences attendues cette semaine sont les suivantes :

— savoir démontrer qu’'une application est un produit scalaire (on portera une attention particuliére
au caractére défini positif).

— connaitre les inégalités usuelles concernant le produit scalaire / la norme associée (inégalité de
Cauchy-Schwarz et inégalité triangulaire).

— savoir effectuer les manipulations algébriques sur le produit scalaire / la norme (identités remar-
quables).

— savoir déterminer ’orthogonal d’un espace vectoriel de dimension finie.

— savoir déterminer une expression de la projection orthogonale sur un espace vectoriel de dimension
finie (cas particulier des droites vectorielles / hyperplans a connaitre).

— savoir déterminer la distance d’un vecteur a un espace vectoriel de dimension finie (cas particulier
des droites vectorielles / hyperplans & connaitre).

— savoir utiliser le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt afin d’obtenir une base orthonormale
& partir d’une base d’un espace vectoriel de dimension finie.

— savoir utiliser / démontrer le fait qu'une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls est libre.

— connaitre ’écriture :
m m
w= |2 (v e)-e |+ (=) (ze)- e
i=1 i=1
dans le cas ou (eq, ..., en) est une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel F' (de dimension m)
d’un espace vectoriel E.

Les normes abordées dans ce chapitre sont toujours issues d’un produit scalaire (Vo € E, |z| =
(z,z)). Il n’y a donc pas lieu de démontrer qu’une application est une norme (ce sera fait dans le
chapitre sur les espaces vectoriels normés) mais il faut évidemment connaitre les propriétés des normes.
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