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Colles

semaine 23 : 17 mars - 22 mars

I. Norme sur un espace vectoriel

I.1. Norme et espace vectoriel normé

Soit F un K-espace vectoriel.

o On appelle norme sur E toute application N : E — R vérifiant les propriétés suivantes.

1) VAeK, Vze E, N(A-z) = |\ N(x) (homogénéité)
2) VeeFE, Nz)=0 = z=0g (séparation)
9 < (inégalité
3) | V(ry) e B N(x+y) < N(z)+N(y) triangulaire)
. V(:IZ y) c E2 | N(Z‘) —N(y) ‘ < N(Ji—i-y) (Qéme mégalité
' ’ b triangulaire)

« Les propriétés d’'inégalité triangulaire peuvent étre résumées comme suit :

V(z,y) € E*, | N(z) = N(y) | < N(z+y) < N(z)+N(y)

« Le K-espace vectoriel E muni d’une norme N, c’est-a-dire formellement le couple (E, N),
est appelé un K-espace vectoriel normé.

Remarque

o La propriété de séparation est en fait une équivalence.
En effet, on peut démontrer la réciproque grace a la propriété d’homogénéité.
Soit x € E.
N(©-z) = 0] x N(z)

N(0g) 0

o Les propriétés 1), 2) et 3) permettent de démontrer :
Vxe E, 0 = NOg) = N(z—2) < N(z)+ N(—z) = 2 N(x)

o On a déja rencontré la notion de norme dans le chapitre sur les espaces préhilbertiens réels. Rappelons
qu’une norme est euclidienne si elle est issue d’un produit scalaire. L’identité du parallélogramme
n’est vérifiée que par les normes euclidiennes. C’est méme une maniére de démontrer qu’une norme
est (ou n’est pas!) euclidienne.

V(z,y) € B2, oz +y? + llz —ylI* = 2[]® + 2yl

< Lanorme || - || est euclidienne
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o On rappelle qu’on sait caractériser le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire dans le cas d’une
norme euclidienne sur un R-espace vectoriel :

a;:OE

V) € B, | le+yl =zl + 1l & o 35 cp, y_a.a

« Sila norme || - || n’est pas euclidienne (c’est-a-dire n’est pas associée a un produit scalaire), alors on
ne peut rien dire a priori de ce cas d’égalité. Prenons par exemple :

« l'espace vectoriel normé (R?, | - ||1),
x les vecteurs u = (1,0) et v = (0,1).

Alors ||u + v||1 = ||ull1 + [|v||1 mais v et v ne sont pas colinéaires.

I.2. Norme sur un espace préhilbertien réel

Soit (E, (-, )) un espace préhilbertien réel.

« L’application || - ||2 définie de la fagon suivante est une norme sur E :

[z = B = Ry
r (x,x)

(les normes issues d’un produit scalaire sont généralement notées || - ||2)

« Cette norme est appelée norme euclidienne issue du produit scalaire.

Exemple

« Soit I est un intervalle réel. On considére E = L%(I,R) N €°(I,R).
L’application suivante est une norme euclidienne sur FE :

[z = B — Ry
2 4q
;o /Ilf(t)l :

Le produit scalaire associé est défini par : V(z,y) € E X E, (x,y) = / f(t) g(t) dt.
I

Il est & noter que lorsque I'on travaille avec des quantités réelles, |z;|? = m? Pourquoi dans ce cas ne
pas préférer la notation x? a la notation |z;)? ? Tout simplement pour prendre de bonnes habitudes :
on travaille, de maniére générale, avec des quantités dans K (éventuellement complexes).

I.3. Normes sur les espaces vectoriels usuels de dimensions finies

Normes sur K?
Les applications suivantes sont des normes sur KP?.
1. -] KPP — R4
P
= (21,..,3p) =zl =20 [wkl
k=1
2. |-z KP — Ry
p
= (1,...,2p) = zl2= /3 |2l?
k=1
3 | oo : KPP — R4
= (x1,...,x = ||z]|co = max |x
(@1 v3p) el = e oy
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Normes sur K,[X]

Kp[X] :
Lol KX - R,
p p
P=> ap X" = |Pllh= ) |
k=0 k=0
o | s - KX - R,
p N p
P=> aX* — [|Plla=/> ‘GkP
k=0 k=0
P KX > R
p
pP=> ap X* — |Plloc = max |ag]
k=0 kel,n]

Normes sur .#,(K)

KP[X]:
1. |- Mp(K) — Ry

A= (aij)ijenpzr — A= > laijl

1<i,j<p
o -l MK - Ry
A = JAlla= ] > laigl
1<i,j<p

8 |l : My(K) > R

A:(aivj)(i,j)é[[l,p]]Q — ||A”OO: max \ai,j|

(i.7)€[L.p]?

On munit K,[X] de sa base canonique, alors les application suivantes sont des normes sur

On munit .#),(K) de sa base canonique, alors les application suivantes sont des normes sur

I.4. Normes sur des espaces vectoriels de dimensions infinies

I.4.a) Sur ’ensemble des familles sommables

Les applications suivantes sont des normes.

1. On note /*(N,R) I'ensemble des suites sommables.
Il = C(NR) — Ry

+o0
u=(un) = ulli= > |unl

n=0
2. On note /2(N,R) I'ensemble des suites de carrés sommables.

I-lz + ANR) - Ry

“+o00o
u=(un) = lullz =4/ lunl?
n=0
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I.4.b) Sur I’ensemble des fonctions continues et intégrables sur [

Soit I un intervalle de R. Les applications suivantes sont des normes.

1. On note E; 'ensemble des fonctions continues et intégrables sur 1.
-l = BEr = Ry
iy RVUE
2. On note Fs I’ensemble des fonctions continues et de carré intégrables sur I.
[l : B2 — Ry
Fom =y [ 1r0F @

I.5. Etude détaillée de la norme sur B(I,KK) ensemble des fonctions bornées de I a
valeurs dans K

I.5.a) Rappels sur la borne supérieure

Définition

« Rappelons que toute partie F' C R non vide et majorée de R posséde une borne
supérieure.

o Par définition, la borne supérieure M d’une partie majorée F' de R :

1) est un majorant de F':| Ve € F, x < M

2) est le plus petit des majorants de F' :| Ve >0, dx € F, x > M —¢

« Il est & noter que la borne supérieure d’une partie F' C R n’est pas forcément un élément
de F. Par exemple :

1
sup{l—ﬁ|n€N*} =1

(remarquons que la borne supérieure n’est pas ici un élément de l’ensemble)

« Sila borne supérieure M d’un ensemble F' est atteinte (c’est-a-dire si M € F'), on dit que
M est le maximum de cet ensemble.

e On définit de la méme maniére la notion de borne inférieure d’un ensemble F' C R
minoré. C’est, par définition, le plus grand des minorants de F'.

« La borne supérieure (resp. inférieure) d’une partie majorée (resp. minorée) de R est
unique.

« Par extension, on définit :

x sup (un) = sup {u, | n € N} pour toute suite (u,) € RY bornée,
neN

x sup (f(t)) =sup {f(t) |t € I} pour toute fonction f : R — R définie et bornée sur I.
tel
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Propriétés de la borne supérieure

Soit F' C R une partie majorée de R.
Soit N € R.
(1) Vz € F, x < sup(F)
(sup(F') est un majorant de F)
(2) (Vx eF, x< N) = sup(F) < N
(un magorant de F est plus grand que le plus petit des majorants)
Cas particuliers des suites et des fonctions
Soit (u,) est une suite bornée. Soit f € B(I,K).
(1) Vn €N, |up| < sup (Jun) (1) Vz €1, |f(z)] < sup (|f(2)])
neN tel
(2) (W eN, fun| <N) = swp (jual) <N | (2) (VoL [f@)| <N) = sw (f@)) <N
neN tel
Borne supérieure d’une partie de la forme kA
« Enoncé dans le cas général
Soit A une partie non vide de R.
Soit k € Ry. On note :
kA = {ueR|3xeA u=ka}
= {ka|zecA}
sup(k A) = k sup(A)
o Cas particulier des suites et des fonctions
Soit (uy) est une suite bornée. Soit f € B(I,K).
sug ([kunl) = sup {|kun| ‘ n € N} stug) (|kft))) = sup {|kf(t)] ‘ tel}
ne €
= |k| sup {|un||n €N} = |k| sup {|f(t)| |tel}

Démonstration.
On procéde par double inégalité.

(<) Démontrons d’abord : sup(k A) < k sup(A).
« Par propriété (1) de la borne supérieure (c’est un majorant de ’ensemble) :

Ve € A, © < sup(4)

Comme k > 0, on obtient :
Vee A, kx < ksup(4)

« Ainsi, le réel k sup(A) est un majorant de ensemble {kx } z € A} = kA. 1l est donc plus
grand que le plus petit des majorants de cet ensemble (propriété (2) de la borne supérieure) :

sup(k A) < ksup(A)
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(>) Démontrons maintenant : sup(k A) > k sup(A).
« Par propriété (1) de la borne supérieure (c’est un majorant de I’ensemble) :

Vee A, kxz < sup(kA)
o Deux cas se présentent alors :

x si k=0, alors kA= {0} et :

0 = sup(0A) > Osup(A) = 0

1
Ve e A, v < z sup(k A)

1
Ainsi, le réel z sup(k A) est un majorant de I’ensemble {:r ‘ T € A} = A. Il est donc plus

grand que le plus petit des majorants de cet ensemble (propriété (2) de la borne supérieure) :

sup(4) < - sup(k A)

1
Finalement, en multipliant & gauche et & droite par % >0:

k sup(A) < sup(kA) O

I.5.b) Norme sur B(/,K)

Soit I un intervalle de R.

On note B(I,K) I’ensemble des fonctions bornées de I dans K.
Alors I'application || - || suivante est une norme sur B(7,K).

I lloo + BLK) — Ry
fo= sup ([f(0)])

tel

Démonstration.
o Existence : Soit f € B(I, K).
Comme f est une fonction bornée, alors 'ensemble {|f(t)| | t € I} est :
x un sous-ensemble de R,
x non vide,
x majoreé.

Il admet donc une borne supérieure. Ainsi sup ( |f(t)|) est bien défini.
tel

« Homogénéité : Soit X € K. Soit f € B(I,K).
IMfllo = sup (|Af®)]) = sup (AIIF@O]) = [Alsup ([fB)]) = [A][If]ls
tel tel tel
o Séparation : Soit f € B(I,K).

Supposons : || f]le = 0.

Comme sup (|f(t)|) est un majorant de I'ensemble {|f(t)| | t € I} :
tel

Vel 0 < |f(t)] < fle

On en déduit :
veel, |[f(t)] =0

donc Vtel, f(t) = 0

donc [ =05k
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o Inégalité triangulaire : Soit (f,g) € (B(I, K))z.
Par inégalité triangulaire sur | - | :

veel, [f(t)+g®)] < [f(B)]+]9(t)]
< flleo +1g@]  (car -Vt e I, |f(B)] <[[flleo)
< flloo +llglloe (car 2Vt e 1, |g(t)] < llglloo)

Ainsi, le réel || f|lo + [|g]lcc st un majorant de ensemble {|f(t) + g(t)| | ¢t € I}. Il est donc plus
grand que le plus petit des majorants de cet ensemble (propriété (2) de la borne supérieure) :

1f+glloc < NIflloo + llglloc -

II. Boules sur un espace vectoriel normé

I1.1. Distance associée & une norme

I1.1.a) Deéfinition

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
On appelle distance associée a la norme || - || sur E Papplication d définie par :
d : E2 — R+

(z,y) = d(z,y) = |z -yl

Exemple
Dans l'espace vectoriel normé (R2,||-||2), la distance associée & la norme |- ||2 est la distance euclidienne

manipulée dans la vie de tous les jours.

I1.1.b) Propriétés des distances

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

On note d la distance associé & cette norme.

1. Symétrie : | V(z,y) € E?, d(z,y) = d(y,z)

2. Homogénéité :| VA €R, ¥(z,y) € E?, d(A- (z,y)) = [N d(z,y)

3. Séparation :| V(z,y) € E%, d(z,9) =0 & z=y

4. Inégalité triangulaire - | ¥(zx,y,z) € B3, d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)
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I1.2. Boules ouvertes, boules fermées, sphére

Soit (E, | - ||) un K-espace vectoriel normé.
On note d la distance associé & cette norme.

Soient a € E et soit r > 0.

« On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, 'ensemble noté B(a,r) et défini
par :

B(a,r) ={z € E|d(a,z) <r}

« On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, I'ensemble noté By(a,r) et défini
par :

Bf(a,r) ={a € E|d(a,z) < r}

« On appelle sphére de centre a et de rayon r, 'ensemble noté S(a,r) et défini par :

S(a,r)={z € E|d(a,z) =1}

Exemple

« La notion de boule dépend a priori de la norme choisie. C’est bien le cas dans le sens ol la géométrie
des boules dépend de la norme choisie.

« Pour s’en convaincre, on peut représenter dans R? les boules centrées en Og2 et de rayon 1 associées
aux normes || - |1, || - [l2 et || * [|co-

- Il - 12 - lloo
1 1 1
1 1 1

o On note une inclusion entre les boules précédentes.
On peut en fait démontrer le résultat suivant :

Remarque

Soient N7 et Ny deux normes sur E.

Soient a € E et r € |0, 400].
On note Bj(a,r) (resp. Ba(a,r) la boule de centre a et de rayon r pour la norme Ny (resp. Na).

Supposons : N1 < Ny (c’est-a-dire : Vo € E, Ni(x) < No(z)).

(V:E € E, Ni(z) < N2(96)> = Bs(a,r) C Bi(a,r)
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I1.3. Parties convexes d’un K estpace vectoriel normé

I1.3.a) Notion de segment dans un espace vectoriel (normé)

Soit F un K-espace vectoriel.
Soit (z,y) € E x E.

« On appelle segment d’extrémités = et y, noté SEG(z,y) le sous-ensemble de E défini par :

SEG(z,y) = {t-a+(1—-1t)-y|te[0,1]}

I1.3.b) Notion de parties convexes

Soit F un K-espace vectoriel.

Soit A C E une partie non vide de F.

o La partie A est dite convexe si :

Y(z,y) € A%, SEG(z,y) C A

I1.3.c) Les boules sont des parties convexes de E

Soit (£, ||||) un K-espace vectoriel.

Soit r > 0 et soit a € E.

B(a,r) est une partie convexe de F

o La partie A est dite convexe si :

Y(z,y) € A%, SEG(x,y) C A

Remarque
« Une boule d’un espace vectoriel normé (E, || - ||) est toujours une partie convexe.
« Démontrons-le.
Soit r > 0 et soit a € E.
Soit (z,y) € B(a,r) x B(a,r).
Démontrons : [z,y] C B(a,r).
Il s’agit donc de démontrer :
Vz € [x,y], z € B(a,r) (c’est-a-dire : ||z —a| < r)
Soit z € [x,y]|. Autrement dit, il existe t € [0,1] tel que : z =t -2+ (1 —1¢) - y.

[z=all = [t-z+1-1t)-y—ad
[t-z+(1—t)-y—(t-at+(1—1t)-a)
= [[t-(z—a)+ (1 —1) - (y—a)

< t-@=al+ A -1)-(y—a)

< [t e —all+ 1=t [ly — af
<

tr+(1—t)r =r
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I1.4. Parties bornées d’un espace vectoriel normé

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit A C E une partie de F.
o La partie A est dite bornée s'il existe a € E et r > 0 tel que : A C By(a,r).
« On démontre de maniére directe :
A est une partie bornée & Jac E, Ir >0, A C By(a,r)
< da€E, 3r>0, AC B(a,r)
& Ir>0, AC By(0g,r)
< dr>0, AC B(0g,r)

e Si A C E est une partie non vide d’ un K-espace vectoriel normé (E, || - ||), on dit qu'une
fonction f: A — E est bornée si son image f(A) est une partie bornée de E.
Autrement dit, f est bornée s’il existe M > 0 tel que :

Ve e A [[f(x)]| < M

o Une suite (z,) € EY est dite bornée sil existe M > 0 tel que : Vn € N, |jz,]| < M.

III. Convergence des suites a valeurs dans un espace vectoriel normé

IT1.1. Limite d’une suite d’éléments de F

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit (2 )nen € EN une suite d’éléments de E.
Soit £ € E.

« On dit que la suite (zy)nen converge, vers £, si ||z, — ¢ —> 0.
n—+00

Autrement dit, la suite (x,)nen converge vers £ si :
Ve >0, dng € N, VnGN,(n}no = |z, — /| <5)
ou encore, avec I’abus de notation habituel :
Ve>0, dng €N, VYn = ng, ||z, —{|| <¢
Si c’est le cas, 'élément ¢ est unique et appelé la limite de la suite (2, )pen-

o On adopte les notations usuelles z,, — fetf= lim =z, pour signifier que la suite
n—+00 n——+o0o

() converge vers /.

o Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

II1.2. Caractérisation de la convergence des suites en dimension finie

III.2.a) Notion de normes équivalentes

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

e On dit que deux normes N7 et Ny sur E sont équivalentes si :

El(aHB)eRiXRi? v‘(L.E-E7 O[Nl(x) < NQ(x) < ﬁNl(‘T)

10
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Remarque

o Dans le cas particulier ou £ = KP :

e < ll-llz < (-1 < pX |+ los
Plus précisément, pour tout (z1,...,z,) € KP :
P P
e ETIES ,/k; ETRERS k; lzk] < px R ||
Cela démontre que les normes || - [|1, || - |2 et || - ||oo sOnt équivalentes sur KP.

IT1.2.b) En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes

Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé.

On suppose que E est de dimension finie notée p € N*.

Dans un K-espace vectoriel normé E de dimension finie,
toutes les normes sur E sont équivalentes.

IT1.2.c) Conséquence pour la convergence des suites en dimension finie

Soit (£, || - ||) un K-espace vectoriel normé.

On note p = dim(FE) € N*.

On suppose que E est de de dimension finie p € N*.
Soit (2 )nen € BN et soit £ € E.

Notons N7 et Ny deux normes sur E.

Ny(- No (-
1. | =z, 1—(>) ! & z, 2—(>) J4
n—-+00 n—-+00

La convergence d’une suite d’éléments de E, et le cas échéant sa
limite, ne dépendent pas du choix de la norme sur FE.

2. Soit % une base de E. Notons :
x (l1,...,¢p) les coordonnées de ¢ dans la base %.
) (n)

x pour tout n € N, (azgn y...,xp ) les coordonnées de x,, dans A.

On a alors I’équivalence suivante :

T, — L & VEke]l,p], l"(cn) — A

n——+oo n—-+00

La convergence d’une suite se raméne a la convergence de
ses coordonnées dans une base.

11
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IT1.2.d) Traduction du résultat général pour les suites dans les espaces de dimension finie
usuels

e Soit (2, )neny € CN et soit £ € C. On retrouve la caractérisation connue :

e Re(z,) = Re(?)

zn — £ =

oo o Im(z,) = Im(?)
n—-—+0o0

e Soit n € N. Soit z,, = (acgn), .. .,x,(gn)) € KP, et soit £ = (¢1,...,4,) € KP. Alors :

T, — [ & VEke]l,p], l‘]gn) — g

n—-+oo n—-+o0o

« Soit n € N. Soit A, = ( (@)) 1<i<p € My q(K), et soit L = (€; ) 1<i<p € Mpq(K). Alors :

a; ;
7 1<G<q ESA

An — L & V(Z,j) € [[lvp]] X [[LQ]]? GEZ) — gz,]

n—-400 n—+400

p p
« Soit n € N. Soent P, = 3 a\" X% € K,[X] et L= 3 £,X* € K,[X]. Alors :
k=0 k=0

P, — L & Vkelop], aV — &

n—-+00 n——+0o

METHODO Démontrer que deux normes ne sont pas équivalentes

o Comme mentionné plus haut, lorsque ’espace vectoriel E de travail est de dimension finie, toutes
les normes sont équivalentes. En revanche, en dimension infinie, les normes ne sont pas forcément
équivalentes. A la question : « Les normes Nj et Ny suivantes sont-elles équivalentes ? » on répond :
x «oui» dans le cas ou 'espace vectoriel E est de dimension finie.

x généralement « non » si E est de dimension infinie. En dimension infinie, deux normes peuvent
étre équivalentes mais la formulation de la question (on ne demande pas : « Démontrer que les
normes N; et Ny sont équivalentes ») laisse penser que ce n’est pas le cas ici.

En particulier, lorsque 1'on travaille sur un espace de fonctions (ensemble des fonctions bornées sur

un intervalle I, ensemble des fonctions continues et (de carré) intégrables sur I, ensemble K[X]), il

est relativement fréquent d’avoir & démontrer que deux normes sont équivalentes.

Il convient alors de se doter d’un outil permettant de démontrer la non équivalence de deux normes.
« Considérons N; et N2 deux normes équivalentes sur un K-espace vectoriel normé (E, || - ||).

Il existe alors (o, 5) € RY x R tel que : Vo € E, a Ni(z) < Na(z) < B Ni(z).

On en déduit alors que pour toute suite (z,) € EN :

No(en) < B Nalwn) o6 Mile) < - M)

Les normes étant positives, on en conclut : | No(x,)| < 8 | Ni(zp) |.
Cela démontre : Ny(z,) = O (Ni(zy,)). Pour des raisons similaires : Ni(z,) = O (Na(zy)).
n——+

[e] n—-+4oo
Ainsi, si deux normes sont équivalentes, les suites (N1 (), e et (Na(xn)), ¢y Sont du méme ordre.

(la relation « étre du méme ordre que » qui relie deux suites est évidemment réflexive et on utilise
parfois la notation : Ni(z,) = © (Na(zn)))
n—-+

oo

12
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« La contraposée du point précédent permet d’affirmer que si deux suites (N1 (azn))n cn €t (Ng(:cn))n N
ne sont pas du méme ordre alors les normes N7 et N2 ne sont pas équivalentes.
Pour démontrer que deux normes ne sont pas équivalentes, on peut donc chercher une suite (z,,) € EN
telle que :

N N-
x N;EZ; n_>—+>oo 400 ce qui démontre que la suite (N;EZD nest pas bornée.
N2 (.’En) N2 (an)

400 ce qui démontre que la suite < ) n’est pas bornée.

—
* Nl (Jjn) n—-+oo

o Finalement, on établit la condition suivante :

Nl (l’n)

3(zn) € EN,

)
) = Les normes Nj et Ny ne sont pas équivalentes

De maniére générale, il est conseillé de procéder par ’absurde pour démontrer que N7 et No ne sont
pas équivalentes.

Exercice
Soit ' = R[X]. On considére les normes N; et Ny suivantes.

1
o) Nl(P)_/O P(t)] dt.

b) No(P) = ke[[é,rcliae?(P)]] lar| (ot 'on a noté (ao,...,aq.4p)) les coefficients de P).

Les normes N7 et No sont-elles équivalentes ?

Démonstration.

o On procéde par ’absurde.
Supposons que les normes Nj et No sont équivalentes.

Il existe alors (o, 8) € R% x R tel que :
VP € R[X], a Ni(P) < No(P) < B Ni(P)

« Considérons la suite (X"),en. Alors :

1 1
1
le(X”):/ ]t"\dt:/ P p———
0 0 n—i—l
« No(X™) = max(|0],. .. 0], [1]) = 1.

On en déduit alors :

vneN, 0 < Np(X") < B MN(X")

1
1
n+1

Or:
x 0 — 0

n—-+00

1
X —

n+ 1 n—+oo
On en déduit, par théoréme d’encadrement : 1 —+> 0, ce qui est absurde. 0
n——+oo

13
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I11.3. Propriétés des suites convergentes

IT1.3.a) Propriétés algébriques

Soit (E, | - ||) un K-espace vectoriel normé.

Soient (z,)nen € EN et (yn)nen € EY deux suites.

Soient /1 € E et {5 € E.
Soti (An)nen € KN et A € K.

1. Linéarité

= Azpnt+pyn — Al +upls
n—4o0o

2. Produit externe

e Ny — AER

n—-4o00

o T, — LEFE
n——+0oo

= A\n Tn

—

n——+o0o

Al

IT1.3.b) Autres propriétés

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit (z)neny € EN.

1. | La suite (x,) converge

= La suite (z,) est bornée

(c'est-a-dire : AM € R, Vn € N, ||z,| < M)

2.0)| Tn 2 O0p & 2o -2 0

I A e L

3. a) Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.

La suite (z,) converge vers { = La suite (z,(,)) converge vers /

i(x converge, alors toute suite extraite de (x converge vers la méme
S n)neN , al tout t traite d n)neN 1

limite.

b) Propriété de recouvrement

° azgnn_>—+>oof€E

e Topy1 — LEEFE
n—+0o

= I,

—
n—-+o0o

14
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IV. Topologie dans un espace vectoriel normé

IV.1. Intérieur d’une partie

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

Soit D C F une partie de E.

e Un élément a € F est dit intérieur a D s’il existe une boule ouverte non vide de centre a
et incluse dans D. Autrement dit, pour tout = € E :

zreD & 3r>0, By(x,r) C D
& Jr>0,Vy € E, (yeBo(x,r) = yeE)
& dIr>0,Vy e F, (Hy—$|\<r:>y€E>

e On appelle intérieur de D et on note lo), I’ensemble des éléments de F qui sont des
points intérieurs & D.

IV.2. Partie ouverte d’un espace vectoriel normé

IV.2.a) Définition

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

Soit D C F une partie de E.

o On dit que D est une partie ouverte si tout élément de D est intérieur & D. Autrement

dit :
D est une partie ouverte de £ < Ve e D, x €D
& D=D
& DcD

(les deuz derniéres propositions sont obtenues en rappelant : Dc D)

Remarque

. Les boules ouvertes de E sont des parties ouvertes de E

o Les parties F et & sont des ouverts de F.

« Les intervalles ouverts de R (comme par exemple |0, 1], ] — 1, +oo[ ou encore | — 0o, +00[) sont des

parties ouvertes de R.

15
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IV.2.b) Stabilité par réunion infinie et intersection finie de ’ensemble des ouverts

Soit (£, || - ||) un K-espace vectoriel normé.

e D est un ouvert de E :
1) a) } N La partie D1 U Do

e Dy est un ouvert de E est un ouvert de £

b) Une réunion finie de parties ouvertes est une partie ouverte.

¢) Une réunion infinie de parties ouvertes est une partie ouverte.

2) a)

e D est un ouvert de F La partie D; N Doy
=
est un ouvert de F

e Dy est un ouvert de E

b) Une intersection finie de parties ouvertes est une partie ouverte.

¢) Une intersection infinie de parties ouvertes N’est PAS forcément une partie ouverte.

IV.3. Adhérence d’une partie
IV.3.a) Définition

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

Soit D C F une partie de E.

o Un élément a € FE est dit adhérent & D si toute boule ouverte non vide de centre «
rencontre D.

« On appelle adhérence de D et on note D, I’ensemble des éléments de E qui sont des
points adhérents a D. Ainsi, pour tout x € E :

re€D & Vr>0, By(x,7) N D#2
< Vr>0,3y € By(z,r) N D
< Vr>0,3y € D,y € By(x,r)
& Vr>0,3yeD,|ly—z| <r

IV.3.b) Caractérisation séquentielle de 1’adhérence

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit D C E une partie de E.
Soit a € E.

a€D < Iw,)eDY x, — a

n——+oo

(tout élément de D est limite d’une suite d’éléments de D)

Démonstration.

(=) Soit a € D. Par définition, on a alors, pour tout 7 > 0 :

B(a,r) N D # @ (*)

1

Pour tout n € N, on note rp, = 77.
Soit n € N. En appliquant (x) en 7 = r,, on obtient : B(a,r,) N D # &.

16
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Notons alors x,, un élément de B(a,r,) N D.
Pour tout n € N, on a alors :
1
0 < ||z —a| <
< len—all < —
Or :
x 0 — 0
n—+oo
1
X —
n+1 n—+oo
Ainsi, par théoréme d’encadrement : ||z, —a|| — 0 c’est-a-dire z,, — a.
n—+oo n—+oo
(<) Supposons qu'il existe une suite (x,) € DY telle que z,, A
n—-—+0oo
Démontrons a € D. Il s’agit de démontrer :
Vr >0, B(a,r) N D # @
Soit r > 0. Comme x,, — a alors:
n—+oo
Ve >0, dng €N, Vn = ng, ||z, —al < €
On applique cette propriété en € = r.
On obtient alors qu’il existe ng tel que : x,, € B(a,r).
Comme de plus : z,,, € D, on en conclut : x,, € B(a,r) N D et ainsi :
B(a,7r) N D # @ O

IV.4. Partie fermée d’un espace vectoriel normé

IV.4.a) Définition

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit D C F une partie de E.

Autrement dit :

¢

S

I m
S Ty

D est une partie fermée de £ < ,x €D

2
S
N

e On dit que D est une partie fermée si tout élément adhérent & D est un point de D.

Les boules fermées de E et les sphéres de E sont des fermés de E

IV.4.b) Caractérisation séquentielle du caractére fermé d’une partie

Soit (£, || - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit D C E une partie de E.

fermé de F de D converge vers un élément de D

D est un Toute suite convergente constituée d’éléments

17
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IV.4.c) Stabilité de ’ensemble des fermés par réunion finie et intersection infinie

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
5 o) e Dj est un fermé de F La partie D; N Doy
e Dy est un fermé de F est un ferme de £

b) Une intersection finie de parties fermées est une partie fermée.

¢) Une intersection infinie de parties fermées est une partie fermée.

e D est un fermé de E :
2) a) } N La partie D1 U Do

e Dy est un fermé de F est un fermé de £

b) Une réunion finie de parties fermées est une partie fermée.

¢) Une réunion infinie de parties fermées N’est PAS forcément une partie fermée.

IV.5. Partie dense
IV.5.a) Définition

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
Soit D C F une partie de FE.

« On dit que D est une partie dense de E (ou que D est dense dans E) si D = E.

IV.5.b) Caractérisation séquentielle de la densité

Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

Soit D C FE une partie de E.

La partie D est dense dans F

& D=E
& EcCD
& Voeek, Iz,) €DV, xy — = (%)

n——+0oo

& Ve e E, I(z,) € DY, ||z —2| — 0

n——+0o

(%) : par caractérisation séquentielle de I'adhérence

On pourra retenir :

Tout élément de E est limite

L t D vt d ~ d S E .
a partie L7 est dense daus d’une suite d’éléments de D

18
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IV.6. Topologie et normes équivalentes

Soit E un K-espace vectoriel.

On note N7 et Ny deux normes équivalentes de E.
1) Tout ouvert de (F, N1) est un ouvert de (E, Na).
2) Tout fermé de (E, Np) est un fermé de (£, Na).

(des normes équivalents définissent la méme topologie : mémes ouverts, mémes fermés,
mémes suites convergentes)

V. Continuité des fonctions entre deux espaces vectoriels normés

V.1. Limite d’une fonction et continuité

V.1l.a) Définition

Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.
Soit D C F une partie de E.
Soit f : D — F une fonction définie sur D et a valeurs dans F'.

Soit a € D et soit £ € F.

1. Limite d’une fonction f en un point adhérent

e On dit que f admet la limite ¢ au point a si :
Ve>0,35>0,VoeD, (Jo—alp<d=||f()— fp <)

Si c’est le cas, I’élément £ est unique et appelé la limite de la fonction f en a.
« On adopte les notations usuelles f(x) — let l = ilg}b f(z) pour signifier que f admet
la limite £ en a.
2. Continuité d’une fonction f en un point et sur une partie

« On dit que f est continue en a € D si f(x) = f(a).

e On dit que f est continue (sur D) si f est continue en tout point de la partie D.
On note alors €' (D, F') 'ensemble des fonctions continues sur D et a valeurs dans F.
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V.1.b) Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction

Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.
Soit D C E une partie de D.

Soit f : E— F une fonction définie sur D.

Soit a € D et soit £ € F.

1) Tout d’abord :

flz) — 0 = (V(xn)neNeDN, (20 — a = flzn) — z))

r—a n—-+o0o n—-+o0o

En particulier, pour toute suite (x,) € DY :

e lm z,=a

o lim f({L‘) = f n—+0o00 r—a
r—a

2) On en déduit :

f continue en a

& (V(xn)neNGDN, (CL‘n — a = lim f($n):f( lim xn) ))

n—-+o0o n—-+o00 n—-+o00

Démonstration.

e On suppose : lim x, =aet lim f(x) =/
n—-+00 r—a

Il s’agit de démontrer : lim f(x,) = ¢ c’est-a-dire :
n—-+00
Ve >0, Ing € N, Vn = ng, || f(z,) —£]] <€

o Soit € > 0.
Comme f admet la limite £ en a, on sait qu’il existe a > 0 tel que :

voe D, (|e—alp<a = ||f(@) - lr <)

Comme (x,,) € DN, alors, pour tout n € N, on peut appliquer la propriété précédente en x = x,

len —allp <o = [|f(zn) =Ll < e (%)

Comme x, —+> a, il existe un rang ng tel que : Vn > ng, ||z, — al|g < a. On peut donc conclure,
n—-+0o0

par (x) : Vn = ng, ||f(zn) —£||F < e, ce qui établit la propriété recherchée. 0
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V.1.c) Opérations algébriques sur les limites

Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.
Soit D C E une partie de E.

Soient f,g: F — F deux fonctions définies sur D.

Soit (¢,¢1,03) € E x E x E. Soit a € D.

1. Linéarité

° f(.CC) g;; 2
= MNf(@)+pglx)— XNl +pls

En particulier :
x une CL de fonctions continues en a est continue en a.
x une CL de fonctions continues sur D est continue sur D.

2. Produit externe

En particulier, le produit de deux fonctions continues en a (resp. D), dont I'une est
scalaire, est une fonction continue en a (resp. D).

V.1.d) Composition de limites

Soient (E, | - ||g), (E,||-||F), (G,] - |la) trois K-espaces vectoriels normés.
Soit D C F une partie de FE.

Soient fi : £ — F une fonction définie sur une partie D C F.

Soient fo : F' — G une fonction définie sur fi(D) C F.

Soit (¢1,43) € E x E. Soit a € D.

e fi(x) — 2

. b)) — b = (fzofl)(fﬂ)a:;@

y—L1

En particulier, toute fonction f = fs o f1 telle que :
% f1 est continue sur une partie D C E.
x f2 est continue sur f1(D).

est continue sur D.

Démonstration.
Notons f = fy o fi.

« Il s’agit de démontrer :

Ve>0,30 >0,Vz e D, ||z —allg <a = ||f(z)—LllFr <e
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e Soit € > 0.

x Comme fa(y) —é) ls, il existe o > 0 tel que :
y—h

YyeF, |ly—tlr<a = |faly) —Lc<e

Soit « € D. En appliquant (x) & y = fi(x), on obtient :
1Ai@) il <a = |R(AE) -6, <
x Or, comme fi(x) — £y, il existe § > 0 tel que :
Vee D, |z—all <0 = ||filz)—Llir < «

En combinant () et (%), on obtient la propriété souhaitée.

V.1.e) Continuité des fonctions polynomiales

Soit n € N*.

o On appelle fonction monomiale sur K™ toute fonction g qui s’écrit sous la forme :

g : Kx---xK — K
(X1, ,xp) = T X e Xz

ot (aq,--+,ap) € N™.

o On appelle fonction polynomiale sur K™ toute fonction qui s’écrit comme combinaison de
fonctions monomiales sur K".

Soit F un K-espace vectoriel.
On suppose que E est de dimension finie notée n € N*,

Soit % une base de E.

e Une fonction f: E — K est dite polynomiale en les coordonnées dans la base 4 si pour

tout x € E de coordonnées (z1,--- ,zy) € K" la fonction f est une combinaison linéaire
de fonctions monomiales en les (z1,- - ,xy).
Soit n € N*.

« Toute fonction polynomiale sur K" est continue sur K”.

Soit (E, || - ||z) un K-espace vectoriel normé.
On suppose que E est de dimension finie n € N*,
Soit Z une base de E.

o Toute fonction f: F — K qui est polynomiale en les coordonnées dans la base £ est
continue sur F.
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A CONNAITRE

« La fonction det s’écrit naturellement comme une fonction polynomiale en les coordonnées des ma-

trices. Rappelons que pour tout A = (ai,j) 1<i<n
1<jsn

det(A) = 26: E(O') Ag(1),1 X ... X Qg (n),n
ceGn

o On en déduit, grace a ce théoréme, que la fonction :
det : A, (K) — K
A — det(A)
N

est une fonction continue sur .#,(K). En particulier, si (Ap)pen € (A, (K))
converge vers A € 4, (K) alors :

est une suite qui

det (4,) — det(A)

p——+o00

V.1.f) Continuité et topologie

Soient (E, || - ||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.

Soit f : £ — F une fonction définie sur F.

La fonction f est continue sur FE
< L’image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert de F

< L’image réciproque par f de tout fermé de F' est un fermé de FE

Démonstration.

(<) « Supposons que I'image réciproque par f de tout ouvert de F' est un ouvert de E. Démontrons que
f est continue sur E. Il s’agit de démontrer que f est continue en tout point a de E, ¢’est-a-dire :
f(x) — f(a). Autrement dit, il faut démontrer la propriété :
T—a

Ve >0,30 >0,V € E,| ||z —allg <0 = |f(x)— fla)|lFr <e
cad Ve > 0,36 > 0,Vz € E,z € Bo(a,8) = f(z) € Bo(f(a),e)

« Soit € > 0.
Comme B, (f(a),¢) est un ouvert de F alors f~! ( B,(f(a),€) ) est un ouvert de E défini par :

F7H(Bo(fla)e) ) = {z€E| f(z) € Bo(f(a),e)}
= {ze B[ f2)ellf(x) - fla)lr <e}

Comme | f(a) — f(a)|lr =0<e, alors a € f~ ( B,(f(a),e) ).
Par défintion d’un ouvert, on en déduit qu’il existe § > 0 tel que :

Bo(a,8) C [ ( Bo(f(a),e) )
Cela démontre que pour tout = € E :
z € Bo(a,0) = z € f~1(B,(f(a)e))

cad |z —alg <4 = [If(z) - fla)llr <e 0
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Conséquence

Soit (E,|| - ||g) un K-espace vectoriel normé.
Soit f : E — R une fonction définie sur E et a valeurs dans R.
On suppose que f est continue sur E.
1) Les parties :
Y {0R)) = {w e B f@) =0}, et f(]-o00,0]) = {w € E| f(z) <O},
« F([0,40]) ={z € B | f(x) > 0},
sont des parties fermées de F.
2) Les parties :
x [TH]=00,0) ={z€E| f(z) <0}, et [f1(]0,+0])={zecE]| f(z)>0},
< FH(] = 00.0[U 0, o)) = {z € B | f(x) £ 0},
sont des parties ouvertes de F.

V.2. Applications lipschitziennes
V.2.a) Définition

Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deux espaces vectoriels normés.

Soit f : E — F' définie sur une partie D C E.

e On dit que f est lipschitzienne sur D si :
JaeRV(z,y) e DxD, [[f(z) - fyllr < alz—yle

« Une telle constante « est appelée une constante (ou un rapport) de Lipschitz pour f.

V.2.b) Les applications lipschitziennes d’un espace vectoriel normé vers un autre sont
continues

Soient (E, | - ||g) et (F,] - ||r) deux espaces vectoriels normés.

Toutes application f : F — F lipschitzienne sur E est continue sur F.

V.2.c) Caractére lipschitzien des fonctions linéaires en dimension finie

Soient (E, | - ||g) et (F,| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.

On suppose E de dimension finie.

1) feZEF) = JaecR, VeekE, |[f()|lFr < alz|e

2) Toute application linéaire f € Z(E, F') est lipschitzienne sur E.
En particulier, toute application linéaire f € Z(FE, F') est continue sur E.

3) Si f: E™ — F est n-linéaire alors, il existe o > 0 tel que :
V(s tn) € B, | f(un, . un)lr < o funlls % .. x June

On en déduit que toute application n-linéaire de E™ dans F' est continue sur E".
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Démonstration.
1) « Notons p = dim(E). Soit # = (e, ...,e,) une base de E.
On considére la norme || - || 2,00 :
'z + E — R
— Boo =
ou, pour tout & € E, on note (z1,--- ,xp) les coordonnées de = dans la base 4.

e Pour tout x € F :

@l = Hf(MQ

k=1 F
P
= || > @k flex)
k=1 I
p
< Y k- flew)llp (par inégalité triangulaire)
k=1
p o
= > |zl x| f(ex)llr (par homogénéité)

£
Il
—

VAN
M=

2]l 2,00 > || f (ex) | 7

£
Il

1

> ||f<ek>||p> el
k=1

<

N

o Par équivalence des normes en dimension finie, on en déduit qu’il existe u > 0 tel que :

Ve € B, ||z]lz00 < pllz|E

o Finalement, pour tout = € F :

5@l < (£ 1ele) lolas < (£ 10e0le) u ol

P
On obtient le résultat souhaité en posant : a = (Z ||f(€k)||p> X L.
k=1

2) D’aprés 1), comme f € Z(E,F), il existe a > 0 tel que, pour tout (z,y) € E x E :

1f (@) = fWllr = F(z —ylr < allz—yle

On en conclut que f est lipschitzienne (de rapport «).
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3) On fait la démonstration uniquement dans le cas d’une application 2-linéaire (le cas général se traite

de maniére similaire).

Notons p = dim(FE). Soit & = (e, ..
Soit (xz,y) € E x E. Notons (z1,...

coordonnées de y dans la base 4.

., €p) une base de E.

I le = [1(S e X)),

N
/
\¢

= 3 |wiy| H f(e"’ej)HF

1<i<p
1<j<p

) H (par inégalité
triangulaire)

(par homogénéité)

= > |z |y H f(ei’ej)HF

1<i<p
1<g<p

N

1<i<p
1<j<p

( 1<i<p
1<y<p

S el lollase | £(enes)]

| #(eses)],. ) el Iyllace

On conclut comme en 1) par I’équivalence des normes en dimension finie.

,xp) € KP les coordonnées de z et (yi,...

Up) € KP les
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V.3. Théoréme de compacité - théoréme des bornes atteintes

Soient (E, || - ||g) et (F,|| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.
e Soit AC E.
e Soit f: E — F une fonction définie sur A.

« On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie.

. i A
f est continue sur F(A) est ume partic

1) |+ A est une partie fermée et bornée de E fermée et bornée de F

2) En particulier, si :
% f est continue sur A,
x A est une partie fermée bornée de F,

alors la fonction f est bornée sur A et atteint ses bornes.
Autrement dit, il existe (g, 1) € A x A tel que :

it f@)le = min [7@)r = fo)le
et sup [[f(2)|lr = max [[f()[r = [f(z1)llF
zEA €A
Application
Soit (E, || - ||g) un K-espace vectoriel normé.

On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit u € Z(F).
Onnote: S={zx € E | ||z|g = 1}.
o La partie S est :
x bornée puisque S C Bf(0g, 1).
x fermée puisque S = || - || 71 ({1}) et que :
» || - || est une application continue sur E.
» {1} est une partie fermée de R.

o Comme 'application w est linéaire et que son espace de départ est de dimension finie, alors u est
continue sur F.

e On déduit de ces deux points que u(S) est une partie fermée et bornée de E. En particulier, I'en-
semble :

{[u(@)l[e | = € S}

est une partie non vide et majorée de R. Elle admet donc une borne supérieure. On peut alors définir :

lhulll = sup ([Ju(@)]| )
sup H“(x)HE
2€E |l e
z#0g

Il est assez classique de démontrer que cette norme est sous-multiplicative :

V(u,v) € Z(E) x Z(E), [[ucoll| < [l < f[lv|
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Informations concernant cette semaine de colles

Questions de cours

1. Borne supérieure d’une partie de la forme k A et norme sur B(I, K) : énoncés et démonstrations
(pages 5, 6 et 7).
2. Caractere lipschitzien des applications linéaires en dimension finie (page 25 et 26).

3. Définition de la norme |||ul|| & aide du théoréme de compacité (page 27).

Exercices types

Les compétences attendues sur ce chapitre sont les suivantes :

— savoir démontrer qu’une application IV : £ — R est une norme.
— savoir reconnaitre la norme issue d’un produit scalaire.
— connaitre les normes || - [|1, || - ||2 et || - ||oo sur les espaces vectoriels usuels.

— connaitre les normes sur les autres espaces vectoriels (norme sur I’ensemble des fonctions bornées et
définies sur un intervalle I C R, sur 'ensemble des suites (de carré) sommables, sur 'ensemble des
fonctions (de carré) intégrables sur un intervalle I).

— connaitre la définition de distance associée a une norme et les propriétés des applications distance.
— connaitre les définitions de boules et sphéres.

— connaitre les définitions de parties convexes et de parties bornées.

— connaitre la définition de convergence d’une suite dans un espace vectoriel normé.

— savoir démontrer que 2 normes sont équivalentes.

— savoir démontrer que 2 normes ne sont pas équivalentes.
En particulier, savoir que cela ne peut se produire que si 'on travaille dans un espace vectoriel de
dimension infinie.

— savoir déterminer la limite d’une suite d’éléments de E ot E est un espace vectoriel de dimension
finie (en se ramenant a ’étude des suites formées par les coordonnées des éléments de cette suite).

— connaitre les propriétés des suites convergentes.

— connaitre la définition d’intérieur / d’adhérence d’une partie.

— connaitre la définition d’ouvert / fermée d’un K-espace vectoriel normé.
— connaitre la définition de partie dense.

— connaitre la caractérisation séquentielle de ’adhérence.

— connaitre la caractérisation séquentielle du caractére fermé d’une partie.
— connaitre la caractérisation séquentielle du caractére dense d’une partie.

— connaitre la définition de limite d’une fonction et de continuité d’une fonction définie sur un K-ev
norme.

— connaitre la caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction.

— savoir que les fonctions polynomiales en les coordonnées dans une base % d’un K-espace vectoriel
normé sont continues sur FE.

— savoir que I'image réciproque d’un ouvert (respectivement d’un fermé) par une fonction continue est
un ouvert (respectivement d’un fermé).
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— connaitre la notion de fonctions lipschitzienne.

— savoir que toutes les applications linéaires définies sur un K-espace vectoriel normé de dimension
finie sont continues (car lipschitzienne).

— connaitre le théoréme de compacité et savoir en déduire ’existence de la borne supérieure de certains
ensembles (illustration par I’étude de la norme |||ul]]).
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