PSI 2024-2025

Colles

semaine 19 : 10 mars - 14 mars - PCSI

I. Questions de cours

I.1. Démontrer une inégalité par convexité
Exercice 1
1. a) Démontrer : Vz € R, e* > z 4 1.
b) Tracer la courbe représentative de la fonction exp sur R.
2. a) Démontrer : Vx € |0, 4o00[, In(z) < z — 1.
b) En déduire : Vz € | — 1, 4+o0[, In(zx + 1) < =.
¢) Tracer la courbe représentative de la fonction z — In(z + 1) sur | — 1, +o0].
3. a) Démontrer : Vz € [0, 5], sin(z) > % x.

b) Tracer la courbe représentative de la fonction sin sur le segment [0, 5.

Démonstration.

1. a) La fonction f : x — exp est convexe sur R.
Sa courbe représentative est donc située au-dessus de ses tangentes, notamment de celle au point
d’abscisse 0 qui n’est autre que la droite d’équation :

y = f0)+f(0) (x-0)
= '+ (carVx € R, f'(x) =€)

= 1+=z

On en déduit : Vz € R, e* > z + 1.

b) Afin de tracer la courbe représentative de f : x +— e®, on commence par tracer sa tangente au
point d’abscisse 0.
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2. a) La fonction f : z — In(x) est concave sur |0, o0l
Sa courbe représentative est donc située au-dessous de ses tangentes, notamment de celle au
point d’abscisse 1 qui n’est autre que la droite d’équation :

y = fO+FQ) (@-1)
- M‘F%@_l) (car ¥z > 0, f’(ﬂf):%)

= z—-1

On en déduit : Vo € 10, +oo], In(z) < = —1.

b) D’aprés la question précédente :
Vu €10, +o0f, In(u) < u—1 (%)
Soit x € | — 1, +o0o[. En appliquant la propriété () en u =z + 1 > 0, on obtient :

In(z+1) < =z

Finalement : Vx € | — 1,4o0[, In(z +1) < =.

Commentaire

o Il est aussi possible de démontrer cette inégalité en étudiant la fonction f : x — In(z + 1).
Comme f est concave sur | — 1, +00], la courbe représentative de f est située en dessous de
ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse 0 qui n’est autre que la droite d’équation
Y=

o L’énoncé demande explicitement de déduire le résultat de la question précédente ce qui
valide la rédaction du corrigé et écarte celle mentionnée dans le point précédent.

\.

c¢) Afin de tracer la courbe représentative de f : z — In(x+1), on commence par tracer sa tangente
au point d’abscisse 0.

3. a) La fonction f : x + sin(x) est concave sur [0, 5.
Sa courbe représentative est donc située au-dessus de ses cordes, notamment de celle qui relie

les points (0, £(0)) (= (0,0)) et (%, (3)) (= (3,1)).

C’est la droite d’équation :

On en déduit : Yz € [0, 5], sin(z) >

3




PSI 2024-2025

b) Afin de tracer la courbe représentative de f : z + sin(x), on commence par tracer sa tangente
au point d’abscisse 0.

0.5+

—0.5 +

I1.2. Formule de Leibniz

Soient f,g: R — R deux fonctions définies sur un intervalle I de R.
Soit m € N.

On suppose que f et g sont toutes les deux de classe €™ sur 1.

La fonction f x g est de classe € sur [ et :

(f x g)(n) = i <Z> f(n_k) X g(k) (Formule de Leibniz)
k=0
Autrement dit :
veel, (fxg) () = 3 (Z) FOR () x g (2) (Formule de Leibniz)
k=0

Démonstration.

On suppose que les fonctions f et g sont de classe ¥>° sur [.

Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) o P(n): (f x g)™

I
/~
> 3
N~
=
=
Q/‘\

i
=

» Initialisation :

e D'une part : (f x ¢)O = fxg
0

« D’autre part : > (2) f(k) g(ofk) = <8) f(o) 9(0) =fxg.

k=0
D’ou Z(0).
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» Heérédité : soit n € N.

Supposons Z(n) et démontrons 2 (n + 1) (c’est-a-dire : (f x g)**+D) = 3°

(f x g)n*+D)

ot () () g(n—h)
> (f8) x g(n=F))
=0 \k
n n
— kz <k,> (f(k-i-l) % g(n k) + f(k:) % g(n k—l—l))
=0
=30 () D gk oSS (M) pE) o glatin)
_ ; g ! g
k=0 k=0
(S n (k) (n—(k—1)) (T (k) (n+1—k)
k=1 o k=0

+ <”> F0rHD) 5 4O
n

n n
FE) gn—k)y.
£ () o

(par hypothese de récurrence)

(par dérivée d’un produit)

(par linéarité de la somme)

(par décalage d’indice
dans la 1 somme)

(en isolant dans chacune des
sommes les termes d’indices
communs)

(par formule du
triangle de Pascal)

(C(IT f(o)g(n+1) = (ngl) f(O)g(n+1)

(£ )
(" FO x gD 4 [ n FU) 5 glnt1=k)
0 =1 \k
_ O 0t (Z ((k n 1> N <Z>> £ g(n+1—k)> 4 f+D) (0)
k=1 -
n 1
= 0 gt (kz (TLZ >f(k) « g(n—l-l—k)) 4 D) O
=1
k=0 \ Kk
Doa Z(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, & (n).
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I.3. Développements limités usuels en 0

Rappelons tout d’abord la formule de Taylor-Young en 0.

Soit m € N*. Soit zg € R.

Alors :
% f(k) (z0)

fla) = 3

k=0

Soit f : R — R une fonction de classe €™ dans un voisinage de xg.

(x — o)k + 0 ((37 — xo)m>

En particulier, lorsque x¢g = 0, on obtient :

Ce résultat permet d’obtenir le formulaire suivant :

Développements limités usuels en 0 Premiers termes
m k 2 3
r i m T T £ ‘7"7 3
= X M(I ) S TR TR +£o(x )
m 22k+1 23 [
) = 3 0 gy o) @) = g+ o)
m 2% 2 4
_ _1\k i 2m — _ 1; £ 4
cos(z) = 2 (V" G5t L0, <x ) cos(x) = 1=gr+r+ mﬂo(” )
oottt 2m+1 3 5
shiz) = kgo (2k + 1)! + e (I ) sh(z) = =+ 3! + mgo(x )
mo g2k . 22 gt A
ch(z) = kzo oh] Hg(x ) ch(z) = 1+ o + ol + o (x )
! = Zxk+ o(wm) ! = l+ax+a2+23+ 0(903)
1 — X x—0 1 — X x—0
m k 2 3 4
In(l—2z) = X %+zgo(xm) In(l—2) = 71137% f% f%+mgo(m4)
m k 2 3 4
) = £ o () R
m —1)(a—k+1 —1
1+x)> = 1+Za(a ). (a + )xk—f— o(xm) 1+x) = 1—|—cwc+a(a )x2+ 0(:162)
k=1 k' x—0 2' x—0
Remarque
La derniére formule est souvent utilisée lorsque o = % ou o= —%. On pourra retenir :

2

Vi+z = 1—1—{———1— 0

G o)

z—0

1+ 2

3
1—f—|—fac + o

8 <$2)

z—0
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II. Exercices classiques

Exercice 2

1.

Soit f la fonction définie sur R par f: z +—

X
e?r +1°
a) Démontrer que f est paire sur R.

b) Justifier que f est C' sur R et étudier ses variations.

c) Montrer que I'équation f(z) = z admet une unique solution £ € R*.

1
d) Justifier que : 0 < £ < 3
Données numériques : el/2 ~ 1,65 et e ~ 2,72 au centiéme preés.

e) Montrer que : Vo > 0, |f'(z)] < f(x).

1
En déduire que : Y > 0, |f'(z)| < 3

f) Vérifier : f([O, %]) C [0, %]

On définit la suite (uy)nen par :

ug =0 et Vn €N, upt1 = f(uy)

a) Montrer que, pour tout n € N, u, € [0, %}

b) Montrer que, pour tout n € N :

1 .
[upt1 — 4] < 5 |ty — £ puis que lup, — €] <

¢) En déduire que la suite (uy,) converge vers /.

Informatique

a) Ecrire une fonction Python f qui prend en entrée un réel x et qui calcule f(x).

b) En utilisant la fonction £ précédente, écrire une fonction SuiteU qui prend en entrée un entier

positif n et qui calcule uy.

¢) En utilisant la fonction SuiteU précédente, comment peut-on obtenir a 'aide de Python une

valeur approchée de £ & 10~ pres?
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Exercice 3

Pour tout entier n positif, on définit sur [0, +oo] la fonction f, par :

1. a)

f)

I1I1.

V€ [0, 400, fulz) = e +nx? -3

Montrer que f, est continue et dérivable sur son ensemble de définition.
Dresser son tableau de variations.

Donner ’équation de la tangente de f,, en 1.

Montrer que l'équation f,(z) = 0 a exactement une solution positive, notée u,,.
Préciser la valeur de ug. Dans la suite on supposera que n > 1.

Vérifier : Vn € N*, u,, €]0,1].

Montrer que : Vx €]0,1[, fot1(x) > fu(z).

En déduire le signe de f,,(un+1), puis le sens de variation de la suite (uy,).
Montrer que (uy) est convergente. On note ¢ sa limite.

On suppose dans cette question que £ > 0.
Calculer la limite de e +nu2 — 3 et en déduire une contradiction.

Donner enfin la valeur de ¢.

n
Montrer que \/g uy, tend vers 1 quand n tend vers +oc.

Corrigés des exercices classiques

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

1. a)

b)

eit

e 417
Démontrer que f est paire sur R.

Démonstration.
Soit = € R.

e~ T e2x e e®

fl=a) = e~ 2r 41 T e~ 2 41 - 1+ e22 = f@)

Ainsi, la fonction est paire sur R.

Justifier que f est de classe €' sur R et étudier ses variations.

Démonstration.
o La fonction f est de classe €' sur R car est le quotient de :

« la fonction  + %, de classe €' sur R,

« la fonction = + e2* + 1, de classe €' sur R et qui ne s’annule pas sur R.

(en fait, on peut démontrer par une argumentation similaire que f est de classe C* sur R)
« Soit x € R.

e® (6230 + 1) — et (2 e?x) eSw +er —2 e3a; et — e3ac
Fa) = - -
(€2 +1)2 (e2* +1)2 (€2 +1)2

Comme (e?* +1)2 > 0, f/(z) est du signe de e® — 3.
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¢ Sixz >0, 3z > x et donc €3 > e par stricte croissance de la fonction exponentielle.
Dans ce cas, f'(z) <0.
L’autre cas se déduit par parité de la fonction f.

e On en déduit le tableau de variations de f.

x —00 0 “+00
Signe de f'(z) + 0 -
1
Variations de f / 2 \
0 0

Détaillons les différents éléments de ce tableau :

0
e 1 1
0 = = = —
< f(0) 0+ 1 1+1 2’
e e 1 1 1
X S T T i 1 - w1 ol
e 41 e’ 1+ 55 et 1+ 57 vt O

c) Montrer que 'équation f(z) = z admet une unique solution £ € R™.

Démonstration.
Notons g : z — f(x) — x.
La fonction ¢ est de classe €' sur R par somme de fonctions €' sur R.

Soit x € R. On procéde par disjonction de cas :

e Siz <0:comme f(x) >0, 'équation f(z) = x n’admet pas de solution.

Or f'(z) <0 donc ¢'(z) = f'(z) — 1 < 0 et la fonction g est strictement décroissante.

La fonction g est :
x continue sur [0, 400,
x strictement décroissante sur [0, +oo].

Elle réalise donc une bijection de [0, +oo[ sur g([0, +o0[). Or :

([0, +oo) =] lim_g(a), 9(0)] =] oo, 4]
En effet :
< 9(0) = F(0) -0 = L.
x comme f(x) ) 0, on obtient : g(x) = f(z) — x S, o0
Enfin, comme 0 € | — oo, %], I'équation g(z) = 0 admet une unique solution ¢ € R

On en déduit que I'équation f(x) = z admet une unique
solution ¢ € [0, +o0]. O
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) 1
d) Justifier : 0 < £ < 3
Données numeériques : ¢//2 ~ 1,65 et ¢ ~ 2,72 au centiéme pres.
Démonstration.
Tout d’abord, remarquons :
1
< 90) = f(0)-0 = 5 >0,
< g(t) = fl6)—L =0,
1 1
1 1 1 e2 1 2ez2 —e—1
— = — _—=s — — - = — g 0.
Xg(z) f(z) 2 e+l 2 2 (et 1)
En 1eﬁet :
2e2—e—1 ~ 2x1,66—-2,72—1 = 3,3—-3,72 = —0,42 < 0
(les valeurs étant données au centieme pres, l'approzimation obtenue est exacte au moins au
diziéme pres)
1
On obtient donc : g(0) > g(¢) > g <2>
1
Ces trois éléments sont dans I’ensemble | — oo, 5]
. -1 1 + ,
En appliquant ¢~ : | — o0, 5] — R* de part et d’autre
1
de l'inégalité, on obtient : 0 < £ < 3
w
On pouvait aussi tout simplement remarquer que, d’aprés la question précédente :
x L €RT
< L= 1)
Ainsi : £ = f(¢) € f(RT). Or f(RT) =0, 5]. Ainsi ¢ € ]0,3].
\ 7/ D
e) Montrer : Vz > 0, |f'(z)| <

f ().
En déduire : Vz > 0, |f'(z)] < =.

1
2
Démonstration.
Soit > 0.
« D’apreés la question 1.b) :
, e _ e3z
fz) 1+ e
On en déduit :
, , e3x _ e
F@ = @) = S
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Finalement :

3x T

e’ — et e
(22 +1)2 241
e3x —eT _ e x (62:5 4 1)
(e2* 4+ 1)2
e P 7
(62:1: + 1)2
—2¢e”

= ——— K
(62x+1)2 <0

/(@) = fz) =

Ainsi: Vx>0, |f'(z)] < f(z).

o Or, I’étude de la fonction f (question 1.b)) démontre qu’elle atteint son maximum en 0.

On en déduit : Vo >0, |f'(z)| < f(z) < f(0) = .

Commentaire

o Dans cette question, on démontre :

Vo > 0,

()| < fla)

Il n’est pas du tout usuel de procéder ainsi et il ne faut donc pas penser que comparer f’
a f serait pertinent : ¢a ne l’est pas de maniére générale.

o Une autre maniére de démontrer :

| =

Vo =0, |f'(2)] <

1
serait de faire ’étude de la fonction z — |f/(z)] — 3 I1 est alors conseillé de commencer

par étudier le signe de |f/| afin de se débarrasser au plus tot des valeurs absolues.

=
f) Verifier : f([0,3]) c [0,3].
Démonstration.
La fonction f est continue et décroissante sur [0, %] On en déduit :
1 1 1 1
e
1(P2l) - b G) o] = 553 < gl
’ 1
L’intervalle [0, 5] est stable par f. -

10
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2. On définit la suite (up)nen par :
ug =0 et VYneN, upr1 = f(up)
a) Montrer que, pour tout n € N,  u, € [O, %}
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)
ot Z(n):u, € [0,3].
» Initialisation :
up=0¢€ [0,3].
D’ou Z(0).
» Hérédité :
Soit n € N. Supposons &(n) et démontrons #(n + 1)
(i.e. uns1 € [0,3]).
Par définition, un4+1 = f(uy). Or :
x par hypothése de récurrence : u,, € [O, %]
x 'intervalle [0, %] est stable par f.
On obtient donc : uy11 = f(uy) € [0, 3].
D'ou Z(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N, u,, € [0, %] O

b) Montrer que, pour tout n € N :

1 .
[upy1 — €] < 5 |ty — £ puis que
Démonstration.
o D’aprés les questions précédentes :
x [ est dérivable sur [O, %],

« vz e 03], [f(=) < 3

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis :

e e 0] 1w - s

Soit n € N. En appliquant cette inégalité & y = u, € [0,

[f (un) = f(O)] <

|un_£‘ <

Et ainsi: |ups1 — € < 5 uy — €.

« Démontrons par récurrence : Vn € N, & (n)

» Initialisation :

lug — 4] < % car ug et £ sont des éléments de [O, f].

D’ou Z(0).

1] etx=/~¢ [0, %], on obtient :

11
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» Hérédité :
Soit n € N. Supposons & (n) et démontrons Z(n + 1)
(’Le |un+1 —€| < W)
D’aprés le résultat précédent : |upi1 — €] < & Ju, — 4.
1
Or, par hypothése de récurrence : |u, — €] < St
En combinant ces deux résultats, on obtient :
1 1 1 1
[uns1 =€) < B un =] < 9 ontl ~ on+2
Dou Z(n+1).
o , . 1
Par principe de récurrence : Vn € N, |u, —f| < TS =

¢) En déduire que la suite (uy,) converge vers /.

Démonstration.
Soit n € N.
« D’aprés la question précédente : |u, — ¢] < on il Autrement dit :
1 o 0 < 1
_2n+1 S Un — =~ on+1
. OI' .
—— — Qcar 2"l —
8 on+1l p i car n—+o00 too,
1 —
. oantl psteo

Donc, d’apreés le théoréme d’encadrement, la suite (u, — ¢) est convergente de limite 0.

Ainsi, la suite (u,) est convergente et de limite £.

3. Informatique

a) Ecrire une fonction Python f qui prend en entrée un réel x et qui calcule f(x).

Démonstration.

import numpy as np

def f(x)
y = np.exp(x) / (np.exp(2*x) + 1)
return y

([ N SV SR T

12
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b) En utilisant la fonction £ précédente, écrire une fonction SuiteU qui prend en entrée un entier
positif n et qui calcule u,,.
Démonstration.
On propose la fonction suivante :
1 def SuiteU(n)
2 u=20
3 for i in (n)
4 u = f(uw
5 return u
O
c¢) En utilisant la fonction SuiteU précédente, comment peut-on obtenir & 'aide de Python une

valeur approchée de £ 4 10™% prés?

Démonstration. 1
D’aprés la question 2.b., pour tout n € Non a: |u, — | < prry

S’il existe n € N tel que : < 1079, on obtiendra par transitivité : |u, — ¢ < 1075. Or :

2n+1

1 (par décroissance de la
< —6 n+1 > 6
ontl 10 = 2 > 10 fonction inverse sur ]0,+o0])
nt) S 6 (par croissance de la fonction
& In(2"*1) > In(109) In sur |0, -+oo|)
< (n+1) In(2) > 6 In(10)
6 In(10
< n+l 2> lnn((Q)) (car In(2) > 0)
In(1
In(2)
6 In(10
Pour N = [111((2)) — 1—‘ (et les entiers plus grands) on est donc assuré que :
n

luy —£] <107°

ce qui signifie que uy est une approximation de ¢ & 1075 prés.
Il suffit alors d’appeler la fonction SuiteU avec pour paramétre N.

1 N
2 U

(np.ceil(6 * np.log(10) / np.log(2) - 1))
SuiteU(N)

Notons 'utilisation de la fonction int qui permet de considérer la variable N non pas comme
un réel (type float) mais comme un entier (type int). Sans cela, on ne peut pas appliquer la
fonction SuiteU & cette variable N. O

13
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Exercice 3
Pour tout entier n positif, on définit sur [0, +oo] la fonction f, par :

V€ [0, 400, fulz) = e +nx? -3

1. a) Montrer que f, est continue et dérivable sur son ensemble de définition.
Dresser son tableau de variations.

Démonstration.
La fonction f,, est dérivable sur R par somme de fonctions dérivables sur R.

Vo >0, fl(z)=e"+2nz >0

T 0 +o0

Signe de f (x) +

o0

Variations de f,

-2
O
b) Donner I’équation de la tangente de f, en 1.
Démonstration.
La tangente de f,, en 1 a pour équation y = f,,(1) + f (1) (x — 1).
Or: fo(1)=el+n—3et f/ (1) =e! + 2n. Ainsi :
L+ @-1)=e'4+n-3+C +2n)(z-1)=-n—-3+('+2n)x
La tangente de f, en 1 a pour équation y = —(n + 3) + (e' 4 2n) z.
O
c) Montrer que I'équation f,(z) = 0 a exactement une solution positive, notée uy,.
Démonstration.
La fonction f, est :
x continue sur [0, 400/,
x strictement croissante sur [0, +-o00].
Elle réalise donc une bijection de [0, +o00[ sur f,, ([0, +o00[) = [—2, +o0].
Ainsi, 0 € [—2,4+00] admet un unique antécédent
Uy € [0, +oo[ par la fonction f,. O
d) Préciser la valeur de ug. Dans la suite on supposera que n > 1.
Démonstration.
La fonction fp : x — ¥ — 3 s’annule en uy = In(3). B

14
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e) Vérifier : Vn € N*, u, €10, 1].
Démonstration.
Soit n € N*.
e On a:
« fa(0) = —2 <0,
x fn(uy) = 0 par définition,
x fa(l)=e'4+n—3>0carn>1etel >2 71

fn(0) < fu(un) < fu(1)

« D’apreés la question 1.d), la fonction f,, réalise une bijection de [0, 400 sur [—2, +o0].
D’aprés le théoréme de la bijection, f; ! : [~2, +0o[ — [0, 400[ est strictement croissante sur
[—2, +00[. En appliquant f, !, on obtient alors :

() < fit(fa(u)) < £ (£2(1))

0 Up, 1

On en déduit : 0 < u, < 1. ]

2. a) Montrer : Vx €]0,1[, foni1(x) > fu(z).

Démonstration.
Soient n € N* et z €0, 1].

farr(@) = fu(z) = (@ +(n+1)2” = %) — (& +na®-%) = 2® > 0

Ainsi, pour tout x €]0,1[, on a : frri(x) > fu(x).

b) En déduire le signe de f,(un+1), puis le sens de variation de la suite (uy,).

Démonstration.

o Comme u,4+1 €]0, 1[, on peut appliquer le résultat de la question précédente.

On obtient : fr(unt1) < fot1(Unt1).

En particulier, comme f,,11(un+1) = 0, alors : fr(up+1) < 0.

« D’apreés la question 1.d), la fonction f, réalise une bijection de [0, 400 sur [—2, +00].
D’aprés le théoréme de la bijection, f, ! : [~2,+o0o[ — [0, 400 est strictement croissante sur
[—2, +00[. En appliquant £, !, on obtient alors :

fr?l (fn(un+l)) < fn_l (fn(un))

Un+1 Un,

La suite (uy,) est strictement décroissante.

15
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~
« Cette question 3.b) consiste en I’étude de la suite (u,). On parle ici de « suite implicite »
car on n’a pas accés a la définition explicite de la suite (u,) mais simplement a la propriété
qui permet de définir chacun de ses termes, & savoir :
Pour tout n € N, u,, est I'unique solution dans [0, +oo[ de I’équation f,(xz) =0
On comprend alors que 'étude de (u,, ) va passer par I’étude des propriétés de la fonction P,.
« De cette définition, on tire la propriété : | Vm € N, fp,(uy) =0
Cette propriété est au coeur de 'étude de la suite implicite (uy,).
C’est de cette propriété dont on se sert ici (en m = n) pour démontrer la monotonie de la
suite (u,). Comme la suite (uy) est définie de maniére implicite, cette étude ne se réalise
pas directement en étudiant la différence wu,41 —u,. Il est par contre trés classique de passer
par l'inégalité :
fn(un+1) < fn(un)
et de conclure : u, < up41 & l’aide d’une propriété de f,.
\ D v
¢) Montrer que (uy) est convergente. On note ¢ sa limite.
Démonstration.
La suite (uy,) est décroissante et minorée par 1. Elle
converge donc vers une limite £ qui vérifie 0 < £ < 1. -
d) On suppose dans cette question que £ > 0.
Calculer la limite de e +nu2 — 3 et en déduire une contradiction.
Démonstration.
Supposons : £ > 0. Alors :
x ein  — eg,
n—-+o0o
X NUup? ~ nl? — +oo.
n—-+oo n—-+4o0o
On en déduit que f,(uy) = e“r +nu2 —3 — +oo.
n—-+0o
Or, par définition de uy,, on a : f,(u,) = 0, ce qui
contredit le calcul précédent. O
e) Donner enfin la valeur de /.
Démonstration.
D’apres la question précédente, £ < 0. Comme de
plus0</<1l,ona:£{=0 ]
n
f) Montrer que \/g u, tend vers 1 quand n tend vers 4oo.

Démonstration.
e Ona: fu(uy,) =0=¢e" +nu —3.

"

Ainsi : nu? =3 — e¥n.
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e On en déduit :

3 —eln n [3 —eln
u? = 5 et \/;\/u%: 5

|3

. n 3—¢ 2
Enfin, comme u,, — 0, on en déduit : /= u, — =4/=-=1.
n——+o00 2 n—+o0o 2 2

Commentaire

On a démontré :

2
Autrement dit : u, ~ —.
n

n—-+oo

2
Ceci signifie que les suites (uy,) et (\/j) ont méme comportement asymptotique.
n
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