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I. Questions de cours

Exercice 1

1. Enoncé et démonstration de la formule de Taylor pour les polynomes.

2. Que peut-on dire du degré de la somme de deux polyndémes? Du produit de deux polyndémes ?

Démonstration.
1. 0 Enoncé
Soit P € K[X]. On note n = deg(P).
Alors il existe (ag, . ..,a,) € K" tels que : P(X) = i ap X*.

k=0
Soit a € K.
n PH)(q
px) = 3o 2L (x
k=0 K
P®)(0)

En particulier, si @ = 0, on obtient : | Vk € [0,n], ar = o

0 Démonstration
Démontrons par récurrence : Vn € N, & (n)

n_ p(k)
ot P(n):YP eK,[X], P(X) = k,(o‘) (X — a)*.
k=0 -
» Initialisation : soit P € Ky[X].
o D’une part :
P®)(a) PO (a)

> S o - (X —a) = P(a)

o!

« D’autre part, P est un polynéme constant. Ainsi : P(X) = P(«).

Ainsi : P(X) = 20: PH(a)

=0 K
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons &(n) et démontrons & (n+1) (i.e. VP € K,,11[X], P(X) =

(X —a)*.

- k!
k=0
Soit P € Ky [X].
e On remarque : P’ € K,[X]. Ainsi, par hypothése de récurrence :
n o (P)®)(a) 2 PR ()
Px) = 5 W (x o = 52 10 (x g
k=0 : k=0 :
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e On en déduit qu'’il existe A € K tel que :

n p(k+1)(a) 1 3
= — +1
P(X) kzzo e R AN

n P(k+1)(a)

_ VX — k+1 by
& Gy KXo
nt1 p(k)

= Y k:‘(a) (X — )+ X (par décalage d’indice)
k=1 :

= (X -0 nil P

X —a) 4\
=1 K (

o Enfin, en évaluant I’égalité précédente en «, on obtient :

n+1 p(k)

Pla) = +A = A
Ainsi
n+1 p(k)
PX) = 3 k'(o‘) (X — )k + A

k=1 :
n+1 pk) (g

= 2 O oyt P
k=1 -
ntl P (q) . PO() o (d’apreés le calcul de

- ,;::1 k! (X —a)" + 0! (X —a) Vinitialisation)
n+l P(k)(a) .

= kgo o (X —a)

Dou Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N; Z(n).
2. Pour tout (P,Q) € (K[X])2 :

deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q) et deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q))

Pour tout A € K* :

deg(\ - P) = deg(P)

Exercice 2
1. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynéme P(X) = X4 + 2.
2. a) Relations coefficients / racines pour un polynéme scindé de degré 3.
b) Application : soit a € [0, 1].
Déterminer le signe des racines du polynéme P défini par : P(X) = X? — 4X + 3a.

Démonstration.
1. « La factorisation en irréductibles de P(X) = X* + 2 dans C[X] est :

P(X) = (X — o1 ei%> (X Pt ei3f> (X — o1 eST) (X o1 e7T>
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Commentaire

« Factoriser P dans C[X] revient & déterminer les racines complexes de P, ou encore ré-
soudre dans C I'équation z* + 2 = 0. Résolvons cette équation.
Cette étape peut s’effectuer au brouillon.

o Soit z € C.
Alors il existe (r,0) € Ry x R tel que : z = re®.

A42=0 & 2*=-2
& (ref)t =2¢m

PN 7.4 e4i9 -9 eiﬂ'

1
r =21 (par injectivité de
0 [E] ot sur Ry )

\. J

« On en déduit la factorisation en irréductibles de P dans R[X] :
P(X) = (X—ziei%) (X—24e ) (X 2% ¢iF ) (X—2Zei7)
) (X—24e F ) (X—24e_’32) (X—2ie_’%>
s 1 ;3m FELs
) (X—24e 14) X (X—24e’4> (X—24e 4)

= (X2 ie4—|—ei:1r)X—|—1><X2—24(e4+e’4)X+1)

_ 2 U 2 3
- (X 2><24cos<4)X )(X 2><24cos<4>X+1>
2 1 2 \[
X2 2 x 2i —X+1 X+Z><24—X+1

_ (X2—2ZX+1) (X2—2%X+1)

N

= (X 2% e

Ma

- (X 21 ¢f

2. a) Soit P un polyndéme de degré 3.
1l existe alors (ag, a1, az,a3) € R* tel que : P(X) = ag + a1X + as X? + a3 X3.

P(X) = ap+ a1 X +asX?+azX?

— a3 < _|_i X—I— 2 x24 ] X3> (car comme deg(P) =3, ag #0)
as as as a3

= a3< +X+X2+X3)
as as
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b)

Comme P est scindé, on peut noter Aj, A2, A3 les racines (pas forcément distinctes) de P.

1 .
Comme — P est unitaire alors :
as

a13P = (X =) (X = Ao) (X =)

Finalement :
POX) = s (X =N) (X = Aa) (X = A))
= a3 (X®— (M + X2+ A3) X2+ (MA2 + Mds + Aadz) X — Ado)s)
= asg X3 — as ()\1 4+ Ay + )\3) X%+ as ()\1/\2 + AMA3 + )\2/\3) X —ag Mg

Par identification des coefficients des deux expressions de P :

az = as

az = —a3 (A + A2+ X3)

a1 = az (M2 + AAz + A2)3)
ap = —az A\1A2As

On note A le discriminant de P. Alors :
A= (-4?-4x1x3a = 16—-12a > 0 (car:0<a<1)
Le polynéme P admet dont exactement 2 racines réelles. On les note 71 et 9. Alors :
PX) = (X—=r) (X —m9)
= X?2—1mX —rmX+rir
= X2—(r1+r)X +rire

Or, par définition : P(X) = X? — 4X + 3a.
En identifiant les coefficients des 2 expressions de P, on obtient :

{—(7‘14—7‘2) = —4

172 = 3a

o Comme r{ 19 = 3a > 0, alors 1 et ro sont de méme signe.

e Comme 11 +719 =4 >0 et r1 et ro sont de méme signe, alors : r; > 0 et 7o > 0. 0

Exercice 3
Soit P € K[X]. Soit o € K.

1. Démontrer : o racine de P < (X —a) | P.

2. Factorisation en polynémes irréductibles dans C[X] et R[X].

Démonstration.

1. On procéde par double implication.

(<) Supposons que X — « divise P.

Alors il existe @ € K[X] tel que : P(X) = (X — «) Q(X). On obtient :
Pla) = (a—a)Q(a) = 0xQ(a) = 0

On en déduit que « est racine de P.
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(=) Supposons que « est racine de P.

On effectue la division euclidienne de P par X — «. Alors il existe un unique couple (@, R) €
(K[X])2 tel que :
P(X) = (X —a)Q(X) + R(X)
{ deg(R) < deg(X —a) =1
On en déduit : deg(R) < 0. Autrement dit, il existe ¢ € K tel que : R(X) = c.

On calcule :
Pla) = (a=e@@ + R(a) = 0+ R(a) = ¢
Or a est racine de P donc : ¢ = P(a) = 0. Ainsi : R(X) = Og[x]. D’ou :

On obtient bien : (X —a) | P.

2. « Factorisation dans C[X]

Soit P € C[X].
Supposons : P # O¢[x]-

On note X € K le coefficient dominant de P.
On note r € N* le nombre de racines distinctes de P.
On note ag, ..., o, ses racines complexes distinctes, de multiplicités respectives myq, ..., m,.

On peut factoriser P de maniére unique, & 'ordre des facteurs prés, sous la forme suivante :

P(X) = A (X —ap)™
k=1

La relation précédente est appelée factorisation en irréductibles de P dans C[X].
Factorisation dans R[X]

Soit P € R[X].

Supposons : P # Og[x]-

On note A € R le coefficient dominant de P.

On note » € N* le nombre de racines distinctes de P.
On note oq, ..., o, ses racines réelles distinctes, de multiplicités respectives mq, ..., m,.

Alors il existe s € N* (ny,...,ns) € (N*)s et (B1,...,Bs,71,---,7s) € R? tels quon peut
factoriser P de maniére unique, a l'ordre des facteurs pres, sous la forme suivante :

S
(X —ap)™ x JT(X24 Be X 4 7)™
=1

P(X) = A

Bl
I

ou :
«x pour tout £ € [1,s], le polynéme X2 + 8, X + ~y, est irréductible dans R[X],
x les polynomes X2 + 31 X + 71, ..., X2+ Bs X + 75 sont distincts.

La relation précédente est appelée factorisation en irréductibles de P dans R[X]. O
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II. Exercices classiques

Exercice 4
Déterminer les racines carrées du nombre complexe 2 — i.

Démonstration.
Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = = + iy.

« Supposons : 22 =2 —i.
x D’une part : [2%| = |2 — i| = /5. Donc :
2y = |2 = |27
x De plus, comme 22 = 2 — i, alors :
2—i = 22 = (z+iy)? = (2% —y?) + 2ixy
Par unicité de I’écriture algébrique, on en déduit :
22—y =2 (2)
{ 2zy = —1 (%)

x D’aprés (1) et (2), on obtient :

Lo+ Ly — Ly .1'2 — y2 — 2
Ly« 2L+ Lo 2 22 = V5+2
<~ { 2y2 — \/5_2
Ainsi :
V5 +2 V542
T = 0ouU x = —
2 2
Y B Y A E
v = 2 v = 2
1
x Or, d’aprés (%) : zy = ) < 0. On note alors :
VE+2 . [V/B—2
Zo = —1
0 2 2
On conclut :
z=2z9 00U 2z=—2

« Les complexes zg et —zy sont donc les seules solutions possibles de 1’équation 22 = 2 — i. Or cette
équation complexe admet exactement deux solutions.

On en déduit que I’ensemble des solutions de 22 = 2 — i est :

{#0, —20}
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Exercice 5
Résoudre, dans C, I’équation suivante : 22 —3iz+1i — 3 = 0.

Démonstration.
« On note A le discriminant du polynéme P défini par : P(X) = X2 —3i X +1i — 3.
A= (=32 -4x1x(i—3) = —9—-4i+12 = 3—4i
En notant § une racine carrée de A, les solutions de I’équation étudiée sont :
3i+496 ; 3i—0
e
2 2

« On souhaite donc déterminer une racine carrée de A.

Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = = + iy.

x Supposons : 22 = 3 — 4i.
- D’une part : |22| = |3 — 4i| = 5. Donc :

Py = = 2 =5 (1)
- De plus, comme 22 = 3 — 44, alors :
3—4i = 22 = (z+iy)? = (2% —9?) + 2ixy
Par unicité de ’écriture algébrique, on en déduit :

{ 22—y =3 (2)
2cy = —4 (*)

- D’aprés (1) et (2), on obtient :

22 — 32 = 3
(5) { 2 + y© = 5
Or : ) )
Ly« Ly — Ly x€X — y e 3
) = { 92 — 2
2k 222 = 8
22 = 2
Ainsi :
r =4 0U = = —4
y =1 00U y = —1

- Or, d’aprés (%) : xy = —2 < 0. On note alors :
0 = 4—1

On conclut :
z=¢0 0U 2z=-0

« Les complexes § et —d sont donc les seules solutions possibles de I'équation 22 = 3 — 4i. Or cette
équation complexe admet exactement deux solutions.
On en déduit que les racines carrées de A = 3 — 44 sont J et —4.

« On en déduit que les solutions de I'équation 22 — 3iz +4i — 3 = 0 sont :

346 Bi+(d—i -6  3i—(4—i
P Z;r - H(Q DZooni e Zy = 22 - (2 Do_ oy
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