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semaine 25 : 24 mars - 29 mars - PCSI

I. Questions de cours

Exercice 1

1. Énoncé et démonstration de la formule de Taylor pour les polynômes.

2. Que peut-on dire du degré de la somme de deux polynômes ? Du produit de deux polynômes ?

Démonstration.

1. ❑ Énoncé

Soit P ∈ K[X]. On note n = deg(P ).

Alors il existe (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 tels que : P (X) =
n∑

k=0

ak X
k.

Soit α ∈ K.

P (X) =
n∑

k=0

P (k)(α)

k!
(X − α)k

En particulier, si α = 0, on obtient : ∀k ∈ J0, nK, ak =
P (k)(0)

k!

❑ Démonstration
Démontrons par récurrence : ∀n ∈ N, P(n)

où P(n) : ∀P ∈ Kn[X], P (X) =
n∑

k=0

P (k)(α)

k!
(X − α)k.

▶ Initialisation : soit P ∈ K0[X].

• D’une part :
0∑

k=0

P (k)(α)

k!
(X − α)k =

P (0)(α)

0!
(X − α)0 = P (α)

• D’autre part, P est un polynôme constant. Ainsi : P (X) = P (α).

Ainsi : P (X) =
0∑

k=0

P (k)(α)

k!
(X − α)k.

D’où P(0).

▶ Hérédité : soit n ∈ N.

Supposons P(n) et démontrons P(n+1) (i.e. ∀P ∈ Kn+1[X], P (X) =
n+1∑
k=0

P (k)(α)

k!
(X−α)k).

Soit P ∈ Kn+1[X].

• On remarque : P ′ ∈ Kn[X]. Ainsi, par hypothèse de récurrence :

P ′(X) =
n∑

k=0

(P ′)(k)(α)

k!
(X − α)k =

n∑
k=0

P (k+1)(α)

k!
(X − α)k
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• On en déduit qu’il existe λ ∈ K tel que :

P (X) =
n∑

k=0

P (k+1)(α)

k!

1

k + 1
(X − α)k+1 + λ

=
n∑

k=0

P (k+1)(α)

(k + 1)!
(X − α)k+1 + λ

=
n+1∑
k=1

P (k)(α)

k!
(X − α)k + λ (par décalage d’indice)

= (X − α)
n+1∑
k=1

P (k)(α)

k!
(X − α)k−1 + λ

• Enfin, en évaluant l’égalité précédente en α, on obtient :

P (α) = (α− α)
n+1∑
k=1

P (k)(α)

k!
(α− α)k−1 + λ = λ

Ainsi :

P (X) =
n+1∑
k=1

P (k)(α)

k!
(X − α)k + λ

=
n+1∑
k=1

P (k)(α)

k!
(X − α)k + P (α)

=
n+1∑
k=1

P (k)(α)

k!
(X − α)k +

P (0)(α)

0!
(X − α)0

(d’après le calcul de
l’initialisation)

=
n+1∑
k=0

P (k)(α)

k!
(X − α)k

D’où P(n+ 1).
Par principe de récurrence : ∀n ∈ N, P(n).

2. Pour tout (P,Q) ∈
(
K[X]

)2 :

deg(P ×Q) = deg(P ) + deg(Q) et deg(P +Q) ⩽ max
(
deg(P ),deg(Q)

)
Pour tout λ ∈ K∗ :

deg(λ · P ) = deg(P )

Exercice 2
1. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynôme P (X) = X4 + 2.
2. a) Relations coefficients / racines pour un polynôme scindé de degré 3.

b) Application : soit a ∈ [0, 1].
Déterminer le signe des racines du polynôme P défini par : P (X) = X2 − 4X + 3a.

Démonstration.
1. • La factorisation en irréductibles de P (X) = X4 + 2 dans C[X] est :

P (X) =
(
X − 2

1
4 ei

π
4

)(
X − 2

1
4 ei

3π
4

)(
X − 2

1
4 ei

5π
4

)(
X − 2

1
4 ei

7π
4

)
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• Factoriser P dans C[X] revient à déterminer les racines complexes de P , ou encore ré-
soudre dans C l’équation z4 + 2 = 0. Résolvons cette équation.
Cette étape peut s’effectuer au brouillon.

• Soit z ∈ C.
Alors il existe (r, θ) ∈ R+ × R tel que : z = r eiθ.

z4 + 2 = 0 ⇔ z4 = −2

⇔ (r eiθ)4 = 2 eiπ

⇔ r4 e4iθ = 2 eiπ

⇔
{

r4 = 2
4θ ≡ π [2π]

⇔

{
r = 2

1
4

θ ≡ π

4

[π
2

] (par injectivité de
x 7→ x4 sur R+)

⇔

{
r = 2

1
4

∃k ∈ J0, 3K, θ =
π

4
+ k

π

2

L’ensemble des solutions de l’équation z4 + 2 = 0 est donc :

{2
1
4 ei

π
4 , 2

1
4 ei

3π
4 , 2

1
4 ei

5π
4 , 2

1
4 ei

7π
4 }

Commentaire

• On en déduit la factorisation en irréductibles de P dans R[X] :

P (X) =
(
X − 2

1
4 ei

π
4

)(
X − 2

1
4 ei

3π
4

)(
X − 2

1
4 ei

5π
4

)(
X − 2

1
4 ei

7π
4

)
=

(
X − 2

1
4 ei

π
4

)(
X − 2

1
4 ei

3π
4

)(
X − 2

1
4 e−i 3π

4

)(
X − 2

1
4 e−iπ

4

)
=

(
X − 2

1
4 ei

π
4

)(
X − 2

1
4 e−iπ

4

)
×
(
X − 2

1
4 ei

3π
4

)(
X − 2

1
4 e−i 3π

4

)
=

(
X2 − 2

1
4 (ei

π
4 + e−iπ

4 )X + 1
)(

X2 − 2
1
4 (ei

3π
4 + e−i 3π

4 )X + 1
)

=
(
X2 − 2× 2

1
4 cos

(π
4

)
X + 1

)(
X2 − 2× 2

1
4 cos

(
3π

4

)
X + 1

)

=

(
X2 − 2 × 2

1
4

√
2

2
X + 1

)(
X2 + 2 × 2

1
4

√
2

2
X + 1

)

=
(
X2 − 2

3
4 X + 1

)(
X2 − 2

3
4 X + 1

)
2. a) Soit P un polynôme de degré 3.

Il existe alors (a0, a1, a2, a3) ∈ R4 tel que : P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3.

P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3

= a3

(
a0
a3

+
a1
a3

X +
a2
a3

X2 +
a3
a3

X3

)
(car comme deg(P ) = 3, a3 ̸= 0)

= a3

(
a0
a3

+
a1
a3

X +
a2
a3

X2 +X3

)
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Comme P est scindé, on peut noter λ1, λ2, λ3 les racines (pas forcément distinctes) de P .

Comme
1

a3
P est unitaire alors :

1

a3
P =

(
X − λ1

) (
X − λ2

) (
X − λ3

)
Finalement :

P (X) = a3
((
X − λ1

) (
X − λ2

) (
X − λ3

))
= a3

(
X3 −

(
λ1 + λ2 + λ3

)
X2 +

(
λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

)
X − λ1λ2λ3

)
= a3 X3 − a3

(
λ1 + λ2 + λ3

)
X2 + a3

(
λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

)
X − a3 λ1λ2λ3

Par identification des coefficients des deux expressions de P :

a3 = a3

a2 = −a3
(
λ1 + λ2 + λ3

)
a1 = a3

(
λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

)
a0 = −a3 λ1λ2λ3

b) On note ∆ le discriminant de P . Alors :

∆ = (−4)2 − 4× 1× 3a = 16− 12a > 0 (car : 0 ⩽ a ⩽ 1)

Le polynôme P admet dont exactement 2 racines réelles. On les note r1 et r2. Alors :

P (X) = (X − r1) (X − r2)

= X2 − r2X − r1X + r1r2

= X2 − (r1 + r2)X + r1r2

Or, par définition : P (X) = X2 − 4X + 3a.
En identifiant les coefficients des 2 expressions de P , on obtient :{

−(r1 + r2) = −4

r1 r2 = 3a

• Comme r1 r2 = 3a > 0, alors r1 et r2 sont de même signe.
• Comme r1 + r2 = 4 > 0 et r1 et r2 sont de même signe, alors : r1 > 0 et r2 > 0.

Exercice 3

Soit P ∈ K[X]. Soit α ∈ K.

1. Démontrer : α racine de P ⇔ (X − α) | P .
2. Factorisation en polynômes irréductibles dans C[X] et R[X].

Démonstration.
1. On procède par double implication.

(⇐) Supposons que X − α divise P .
Alors il existe Q ∈ K[X] tel que : P (X) = (X − α)Q(X). On obtient :

P (α) = (α− α)Q(α) = 0×Q(α) = 0

On en déduit que α est racine de P .
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(⇒) Supposons que α est racine de P .
On effectue la division euclidienne de P par X − α. Alors il existe un unique couple (Q,R) ∈(
K[X]

)2 tel que : {
P (X) = (X − α)Q(X) +R(X)

deg(R) < deg(X − α) = 1

On en déduit : deg(R) ⩽ 0. Autrement dit, il existe c ∈ K tel que : R(X) = c.
On calcule :

P (α) = (α− α)Q(α) +R(α) = 0 +R(α) = c

Or α est racine de P donc : c = P (α) = 0. Ainsi : R(X) = 0K[X]. D’où :

P (X) = (X − α)Q(X)

On obtient bien : (X − a) | P .

2. • Factorisation dans C[X]

Soit P ∈ C[X].

Supposons : P ̸= 0C[X].

On note λ ∈ K le coefficient dominant de P .
On note r ∈ N∗ le nombre de racines distinctes de P .
On note α1, . . ., αr ses racines complexes distinctes, de multiplicités respectives m1, . . ., mr.

On peut factoriser P de manière unique, à l’ordre des facteurs près, sous la forme suivante :

P (X) = λ
r∏

k=1

(X − αk)
mk

La relation précédente est appelée factorisation en irréductibles de P dans C[X].

• Factorisation dans R[X]

Soit P ∈ R[X].

Supposons : P ̸= 0R[X].

On note λ ∈ R le coefficient dominant de P .
On note r ∈ N∗ le nombre de racines distinctes de P .
On note α1, . . ., αr ses racines réelles distinctes, de multiplicités respectives m1, . . ., mr.

Alors il existe s ∈ N∗, (n1, . . . , ns) ∈
(
N∗)s et (β1, . . . , βs, γ1, . . . , γs) ∈ R2s tels qu’on peut

factoriser P de manière unique, à l’ordre des facteurs près, sous la forme suivante :

P (X) = λ
r∏

k=1

(X − αk)
mk ×

s∏
ℓ=1

(X2 + βℓX + γℓ)
nℓ

où :

× pour tout ℓ ∈ J1, sK, le polynôme X2 + βℓX + γℓ est irréductible dans R[X],

× les polynômes X2 + β1X + γ1, . . ., X2 + βsX + γs sont distincts.

La relation précédente est appelée factorisation en irréductibles de P dans R[X].
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II. Exercices classiques

Exercice 4
Déterminer les racines carrées du nombre complexe 2− i.

Démonstration.
Soit z ∈ C. Alors il existe (x, y) ∈ R2 tel que : z = x+ iy.
• Supposons : z2 = 2− i.

× D’une part : |z2| = |2− i| =
√
5. Donc :

x2 + y2 = |z|2 = |z2| =
√
5 (1)

× De plus, comme z2 = 2− i, alors :

2− i = z2 = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + 2ixy

Par unicité de l’écriture algébrique, on en déduit :{
x2 − y2 = 2 (2)

2xy = −1 (∗)

× D’après (1) et (2), on obtient :

(S)

{
x2 − y2 = 2

x2 + y2 =
√
5

Or :

(S)
L2 ← L2 − L1

⇐⇒
{

x2 − y2 = 2

2 y2 =
√
5− 2

L1 ← 2L1 + L2

⇐⇒
{

2x2 =
√
5 + 2

2 y2 =
√
5− 2

Ainsi :

x =

√√
5 + 2

2
OU x = −

√√
5 + 2

2

y =

√√
5− 2

2
OU y = −

√√
5− 2

2

× Or, d’après (∗) : xy = −1

2
< 0. On note alors :

z0 =

√√
5 + 2

2
− i

√√
5− 2

2

On conclut :
z = z0 OU z = −z0

• Les complexes z0 et −z0 sont donc les seules solutions possibles de l’équation z2 = 2 − i. Or cette
équation complexe admet exactement deux solutions.

On en déduit que l’ensemble des solutions de z2 = 2− i est :

{z0,−z0}
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Exercice 5
Résoudre, dans C, l’équation suivante : z2 − 3i z + i− 3 = 0.

Démonstration.
• On note ∆ le discriminant du polynôme P défini par : P (X) = X2 − 3iX + i− 3.

∆ = (−3i)2 − 4× 1× (i− 3) = −9− 4i+ 12 = 3− 4i

En notant δ une racine carrée de ∆, les solutions de l’équation étudiée sont :

3i+ δ

2
et

3i− δ

2

• On souhaite donc déterminer une racine carrée de ∆.
Soit z ∈ C. Alors il existe (x, y) ∈ R2 tel que : z = x+ iy.
× Supposons : z2 = 3− 4i.

- D’une part : |z2| = |3− 4i| = 5. Donc :

x2 + y2 = |z|2 = |z2| = 5 (1)

- De plus, comme z2 = 3− 4i, alors :

3− 4i = z2 = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + 2ixy

Par unicité de l’écriture algébrique, on en déduit :{
x2 − y2 = 3 (2)

2xy = −4 (∗)

- D’après (1) et (2), on obtient :

(S)

{
x2 − y2 = 3
x2 + y2 = 5

Or :

(S)
L2 ← L2 − L1

⇐⇒
{

x2 − y2 = 3
2 y2 = 2

L1 ← 2L1 + L2

⇐⇒
{

2x2 = 8
2 y2 = 2

Ainsi :
x = 4 OU x = −4

y = 1 OU y = −1

- Or, d’après (∗) : xy = −2 < 0. On note alors :

δ = 4− i

On conclut :
z = δ OU z = −δ

× Les complexes δ et −δ sont donc les seules solutions possibles de l’équation z2 = 3− 4i. Or cette
équation complexe admet exactement deux solutions.

On en déduit que les racines carrées de ∆ = 3− 4i sont δ et −δ.
• On en déduit que les solutions de l’équation z2 − 3i z + i− 3 = 0 sont :

z1 =
3i+ δ

2
=

3i+ (4− i)

2
= 2 + i et z2 =

3i− δ

2
=

3i− (4− i)

2
= −2 + 2i
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