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Colles

semaine 25 : 24 mars - 29 mars - PCSI

I. Questions de cours

Exercice 1

1. Démontrer que ’ensemble F' suivant est un K-espace vectoriel.
F = {PeK[X]| P(X) - X P/(X) = Oix)}

2. Que peut-on dire du degré de la somme de deux polyndémes? Du produit de deux polyndémes ?

Démonstration.
1. ¢f Methodes Espaces Vectoriels.pdf
2. Pour tout (P,Q) € (K[X])2 :

deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q) et | deg(P+ Q) < max (deg(P),deg(Q))

Pour tout A € K* :

deg(\ - P) = deg(P)

O
Exercice 2
1. Démontrer que la famille F suivante est une famille libre de R3[X].
(X = 1)(X —2)(X —3), X(X -2)(X -3), X(X -1)(X-3), X(X -1)(X —2))

2. Démontrer que ’ensemble :

a b b

{[v a b ] (a,b) € R?*}
b b a
est un R-espace vectoriel.

Démonstration.
1. ¢f Methodes Espaces Vectoriels.pdf
2. c¢f Methodes Espaces Vectoriels.pdf 0

Exercice 3
1. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynéme P(X) = X* + 2.
2. a) Relations coefficients / racines pour un polyndme scindé de degré 3.

b) Application : soit a € [0,1].
Déterminer le signe des racines du polynéme P défini par : P(X) = X2 —4X + 3a.




PSI 2024-2025

Démonstration.

1. « La factorisation en irréductibles de P(X) = X* + 2 dans C[X] est :

1

P(X) = (X _pt e’%) <X Pt ei%> (X _pt el%") (X o1 e7T>

Commentaire \

« Factoriser P dans C[X] revient a déterminer les racines complexes de P, ou encore ré-
soudre dans C I'équation z* + 2 = 0. Résolvons cette équation.
Cette étape peut s’effectuer au brouillon.

e Soit z € C.
Alors il existe (r,0) € Ry x R tel que : z = re®.

42=0 & 2=-2
& (reif)t =2

o 7"4 e4i6’ =9 eiﬂ'

1
r =21 (par injectivité de
0 [E] =zt surRy)

« On en déduit la factorisation en irréductibles de P dans R[X] :
P(X) = (X T ei%) (X 9t i ) (X 2% e27> (X pt ei%”)
) (X — 2% ei%ﬂ) (X — 2% e_i%) (X — 2% e_lg)
) (X — 21 67%) X (X — 21 ei%%) (X — 21 efi%r>

X2 - 21 ('3 —I—e_i%)X—l—l) <X2—2i (ei%r —|—e_i%)X—|—1)

3
X2—2><2i cos(%) X—I—l) <X2—2><2411 cos(I) X+1>
_ <X2‘ 2 x 24 \fX+1> <X2+Z><24 ‘[X+1)

- (X2—2%X+1) <X2—21X+1)

LE

= (X—ﬁei

el

= (X—ﬁei

Il Il
/N /N
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2. a) Soit P un polyndéme de degré 3.
1l existe alors (ag, a1, az,as) € R* tel que : P(X) = ag + a1 X + aa X? + a3 X3.

P(X) = ap+a1X +asX?+a3X?
= a3 (ao—l—alX—i-azXZ—i-a?’X?’) (car comme deg(P) =3, ag #0)
az  as as az

:%<%+mx+wxuxﬂ
a3 az az
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b)

Comme P est scindé, on peut noter Aj, A2, A3 les racines (pas forcément distinctes) de P.

1 .
Comme — P est unitaire alors :
as

a13P = (X =) (X = Ao) (X =)

Finalement :
POO = ay (X =) (X =) (X )
= asg (X3 — ()\1 + Ao+ )\3) X2+ ()\1)\2 + MA3 + )\2)\3) X — )\1/\2)\3)
= asg X3 — as ()\1 + Ao + )\3) X2+ as ()\1>\2 + AMA3 + )\2)\3) X —ag Mg

Par identification des coefficients des deux expressions de P :

az = ag

as = —as ()\1 + Ao —l—)\g)

a1 = ag (M2 + Mg + Ag)s)
ap = —az A\1A2A3

On note A le discriminant de P. Alors :
A= (-4?-4x1x3a = 16—12a > 0 (car:0<a<1)
Le polynéme P admet dont exactement 2 racines réelles. On les note r1 et r9. Alors :
PX) = (X—=r) (X —m)
= X2_ r9oX — 11X +1r17rg
= X%2—(ri+7r2)X +rir

Or, par définition : P(X) = X? — 4X + 3a.
En identifiant les coefficients des 2 expressions de P, on obtient :

{—(7“1—1—7"2) = -4

r179 = 3a

o Comme ry 719 = 3a > 0, alors 1 et ro sont de méme signe.

o Comme ry +1r9 =4 > 0 et r{ et ro sont de méme signe, alors : v > 0 et ro > 0. 0
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