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Colles

semaine 30 : 19 mai - 24 mai - PCSI

I. Questions de cours

Exercice 1
1. Soient E et F des K-espaces vectoriels.
Soit f € Z(E,F).
Démontrer : L’application f injective < Ker(f) = {0g}.
2. Soient E, F et G des K-espaces vectoriels.
Soient f € L(E,F) et ge Z(F,QG).

Démontrer que g o f est linéaire. On précisera les ensembles de départ et d’arrivée.

Démonstration.
1. (=) Supposons f injective. Démontrons : Ker(f) = {0g}.
(D) Comme f linéaire, f(0g) = 0p. Ce qui démontre : Ker(f) D {0g}.
(C) Soit z € Ker(f). Ainsi : f(z) = 0p = f(0g).
L’application f étant injective, z = 0g. Ce qui démontre : z € {Og}.
(<) Supposons que Ker(f) = {0g}. Démontrons que f est injective.
Soit (x,y) € E? tel que f(x) = f(y).
On a alors : f(x) — f(y) = 0p, ce qui s’écrit : f(z —y) = Op.
Ainsi, z —y € Ker(f) = {0g}, dotz —y =0 et x = y.
2. Démontrons : go f € Z(E, Q).
Soit (A1, A2) € K x K. Soit (z1,22) € E X E.

gof(M-mi4+X-32) = 9<f()\1'331+/\2‘562))
= g( M- f@) e flar))  (car f e L(BF))

= A-g(f(x1)) +A2-g(f(x2)) (carge ZL(F,G))
= Ai-go f(x)+A2-go f(x2)

Exercice 2
1. Soient E et F des K-espaces vectoriels.
On suppose que E est de dimension finie p et on note % = (e, ...,e,) une base de E.
Soit f € Z(E,F).
a) Que signifie que 'application f est entiérement déterminée par sa valeur sur %7

b) En particulier, comment peut-on écrire Im(f)?

2. Soient F et F' des K-espaces vectoriels.
Soit f € L(E,F).

Démontrer que Ker(f) est un espace vectoriel.
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Démonstration.

1. a) Si # = (e1,...,ep) une base de E alors la valeur de f(e1), ..., f(ep), permet de déterminer la
valeur de f(z) pour tout x € E.

b) Démontrons : | Im(f) = Vect (f(e1),..., f(ep))

(C) Soit y € Im(f).
Alors il existe x € E tel que y = f(x). Le vecteur x se décompose de maniére unique sur
2. Autrement dit, il existe un unique p-uplet (x1,...,2,) tel que: z = x1-e1+---+xp- €.
Ainsi, par linéarité de f :

y=fx)=z1 fler) +-+zp flep)

Ainsi, y € Vect (f(e1),..., f(ep)).
(D) Soit y € Vect (f(e1),-.., f(ep)). Il existe alors (A1,...,\,) € KP tel que :

y:)\l-f(el)+...+/\p-f(ep):f<)\1~61—|—...+)\p-ep>

Ainsi, y € Im(f).
2. Démontrons que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
(i) Ker(f) C E par définition.
(ii) Ker(f) # @ car O € Ker(f). En effet : f(0g) = 0p.

(#i1) Stabilité de Ker(f) par combinaisons linéaires

Soit (A1, A2) € K2 et soit (71, 22) € (Ker(f))2.

fOAr-z1+Xe-29) = Ai-flx1) + Ao- f(xe) (par linéarité de f)

(car z1 € Ker(f)

= A0 RO e Ker(f)

Exercice 3
1. Soient F et F' des K-espaces vectoriels.
Soit f € Z(E,F).
Démontrer que Im(f) est un espace vectoriel.

2. Définition et caractérisation des projecteurs et symétries.

Démonstration.
1. Démontrons que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.
(i) Im(f) C F par définition.
(it) Im(f) # @ car Op € Im(f). En effet : Op = f(0p).
(i) Stabilité de Im(f) par combinaisons linéaires

Soit (A1, A2) € K2 et soit (y1,92) € (Im(f))2.
Ainsi, il existe (21, 22) € E? tel que : y1 = f(x1) et y2 = f(x2).

Ayt A2y = A f(zn) + A2 f2)
= f(A1-z1+ A2 x2) (par linéarité de f)

Ainsi, A1 - y1 + A2 - y2 € Im(f).
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2. Soit F un K-espace vectoriel.
Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de £ (E = F @& G).
Ainsi, tout élément z € F se décompose de maniére unique comme somme d’un élément de E et
d’un élément de F'.
On note alors (zp,zg) € F' X G 'unique couple de vecteurs tel que x = zp + z¢.
(1) On appelle alors projection sur F' parallé- (2) On appelle symétrie par rapport a F' paral-

lement & GG, ’endomorphisme p : lelement & G, ’endomorphisme s :
p : EFE — FE s : F —- FE
r — ITp r = Ir —IT@

Propriété caractéristique

p est un projecteur de £ < pop=p
& E =Ker(p—idg) ® Ker(p)

Dans ce cas, p est le projecteur sur Im(p) parallélement a Ker(p).

s est une symétrie de £ < sos=idg

& E =ZKer(s —idg) @ Ker(s +idg)

Dans ce cas, s est la symétrie par rapport & Ker(s — idg) parallelement a Ker(s + idg). 0
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