PSI 2023-2024

Colles

semaine 17 : 15 janvier - 20 janvier

Questions de cours
Exercice 1
400 )
On considére la fonction f définie sur R par : Vx € R, f(x) = / e~ t-itz) gy,
0
1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.

+oo
Pour tout p € N, on note I', = / tPe™t dt.
0

2. Pour tout p € N, justifier I'existence de I', et déterminer une relation entre I'py1 et T',.

Exercice 2
oo Sin(t) —tx oo —tr
Pour = > 0, on note : F(x) = — e dt, G(z) = e “*sin(t) dt
0 0

+oo
et H(z) = / e " cos(t) dt.
0

1. Montrer que : Vt € Ry, |sin(t)| < ¢.
2. Montrer que les fonctions F', G et H sont bien définies sur ]0, 4o00].
3. Montrer que lim F(x)=0.

r—r+00

4. Montrer que F est de classe € sur ]0, +oo[ et exprimer F' & I'aide de G.

Exercice 3 .
Pour tout (P.Q) € (RIX])%, on pose ¢(P.Q) = —= [ Plt) Qo) e .
R

Démontrer que ¢ est un produit scalaire.

Exercices

Exercice 4

1 2
On pose, pour n € N, 4, = — t" et dt.
VT IR

Pour tout (P,Q) € (R[X])Q, on pose p(P,Q) = \/177/JR P(t) Q(t) et dt.

1. Calculer A,, en distinguant deux cas selon la parité de n. Donnée : Ay = 1.
2. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
3. Calculer d(X? Ro[X]).

Exercice 5

Soit E = C°([0,1]). On pose, pour (f,g) € E x E, (f,g) = /1 f(t) g(t) t* dt.
1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire. ’

2. Calculer /01 t" In(t) dt pour tout n € N.

3. Soit F'={x+— ax +b|a,beR}etuec E telle que u(z) = zln(x) pour tout = € ]0,1].

Déterminer le projeté orthogonal de u sur F.

1
4 . . 2,2
. Dét f t+b—tln(t))” t° dt.
4. Déterminer (a,};gleRZ /a (at+ n(t))
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Exercice 6
1
On munit 'espace £ = R3[X] du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(z) Q(x) dx.
~1
Soit F={PeE|(X?-1,P)=(X,P)letQ=1+X+ X2+ X3
1. Vérifier que 'on définit bien ainsi un produit scalaire sur F.
2. Vérifier que F = Vect (X)*.
3. Déterminer d(Q, F).
Exercice 7
On munit M,, 1 (R) de sa structure euclidienne canonique.
1
Soit A = (a;j) € Mp(R) définie par a;; = —1 et a;; = 1 sii# 7.
n —_—
1. Vérifier que pour tous X,Y € M, 1(R), (X |AY) = (AX|Y).
2. En déduire que Ker(A) et Im(A) sont supplémentaires orthogonaux.
3. Déterminer Ker(A) et Im(A) et retrouver le résultat précédent.
Exercice 8
Soit F un espace euclidien de dimension n > 2, muni d’une base orthonormée B = (eq,...,ey).

On cherche a prouver qu'il existe (y1,...,yn) € E™ tel que Vi # j, |lyil| = |lyi — vl = 1.

On note I,, la matrice identité de taille n et J,, la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients

valent 1.

1. Soit (y1,...,yn) € E™
On pose A = (a; ;) ot a; j est la i-éme coordonnée de y; dans B.
a) Exprimer 'AA & I'aide du produit scalaire de FE.

b) En déduire que la famille (y1,...,y,) vérifie la propriété voulue si et seulement si :

'AA = (In + Jn)

N

1
2. On pose M = §(In + Jn).

1
a) Montrer que les sous-espaces Ker(M — 5[") et Ker(M — %In) sont supplémentaires ortho-

gonaux.

b) En déduire I'existence d’une matrice orthogonale P telle que M = ‘PDP, o :

1 1 1
D:Dlag<2,,2,n—2|_ >

¢) Conclure.
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Théoréme de convergence dominée
Exercice 9

1. Démontrer que pour tout n € N, la fonction ¢t — est intégrable sur [0, +o00].

1+t2Ftne !

1
tdt. Calculer lim wy,.

400
2. Pour tout n € N, on note u,, = / ——
0 1+ +tre n—>+60

Exercice 10

+oo 1
Pour tout n € N*, on note I, = / ——— dt.
0 (1+¢2)n

1. Justifier que I,, est bien définie.
2. a) Etudier la monotonie de la suite (I,,)nen-.

b) Déterminer la limite de la suite (I,)pen-.

3. La série Y (—1)" I,, est-elle convergente ?
n=1

Exercice 11 .

e—ZI/'
Pour tout n € N*| on note f, : z +— 1T a2 et up = /0 fn(z) dx.
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur [0, 1].
2. Soit a € )0, 1]. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?
3. La suite de fonctions (fy,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?
4

. Trouver la limite de la suite (u,)nen=-

Théoréme d’intégration terme a terme

Exercice 12

1. Soient a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (f,) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite ( / fn(z) dw)
a neN

b
converge vers / f(zx) dz.
a

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

1
3 +o00 +oo 1
3. Démontrer :/ <Z x”) = >
0

n=0 n=1"7 Al

Exercice 13

1. Démontrer que pour tout n € N, la fonction f,, : t — t" In(¢) est intégrable sur |0, 1] et calculer
1
I, = / £ In(t) dt
0

2. Démontrer que f :t s e' In(t) est intégrable sur 0, 1] et : / e In(t) dt = — —.
0 n=1 Nn:
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Exercice 14

+o0

Soit Y a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = > |a, |.
n=0

apt"

n!
1. a) Jusitfier que la suite (a,) est bornée.

Pour tout n € N, on note f, : t — e !
b) Jusitifer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, 4o0].
+o00o
On admet, dans la suite de 'exercice, que f:t+— > f,(t) est continue sur [0, +o0].

n=0
2. a) Jusitfier que, pour tout n € N, la fonction g, : t — t" et est intégrable sur [0, +oo[ et calculer

/0+00 gn(t) dt.

+oo
En déduire la convergence et la valeur de / | fn(t)| dt.
0

—+o00 400 an tn —+o0
b) Démontrer :/ (Z e_t> dt = Y ap.
0 n! n=0

n=0

Exercice 15

+o0 1
On souhaite justifier 'existence et déterrminer la valeur de / T
0 S

Vo

est intégrable sur [0, +o00].

1. Démontrer que la fonction f : z +—

1
sh(vz

)
+oo 0
2. Démontrer : / # der = / Ll w dt.
o sh(vz) p t—1

t
1
3. a) Calculer / | — 2" In(t)| dt.
0

2

+o0 T
b) Démontrer :/ f(z) de = P
0
+oo 2
(on pourra utiliser : ), — = —)
n=1 "N
Exercice 16
1 1
t t In(t
1. Démontrer :/ M dt = —/ n(t) dt.
0 t 0 1+1¢2
1
tan(t too (—1)"
2. En déduire :/ arctan(t) at = (7)2
0 t =0 (2n+1)
Exercice 17
+oo 1
Pour z > 1, on note : {(z) = >, —.
n=1 n®
Montrer :
[T ew-na =5
) — T = _
2 n=a n? In(n)
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Intégrales a4 paramétres

Exercice 18
On note, pour tout z € ]0, +oo[, pour tout ¢ € [0, +oo[, f(x,t) = et =1

1. Démontrer : Vx € ]0, +00[, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur |0, +ool.
+oo
On pose alors : Vz € ]0, +o0[, I'(x) = / et =1 gt
0

2. Pour tout z € ]0, +oo], exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(x).

3. Démontrer que T est de classe €’ sur |0, +o0| et exprimer I'(x) sous forme d’intégrale.

Exercice 19

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
+oo
2. Démontrer que la fonction x — / et cos(zt) dt est de classe € sur R.
0

3. a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
b) Résoudre (E).

Exercice 20

+o0o e—2t
On considére la fonction F' :  — /
0

T+t
1. Démontrer que F' est définie et continue sur |0, +o0[.

dt

2. Démontrer que x — = F(z) admet une limite en 400 et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de 400, de F(z).

Exercice 21

(2n)!
(n!)2 247 (2n + 1)
On se propose de calculer la somme de cette série.

1. Montrer que la série )

converge.

2. Donner le développement en série entiére en 0 de t —

1
en précisant le rayon de convergence.
(indication : dans lexpression du développement, on utilisera la notation factorielle)
3. En déduire le développement en série entiére en 0 de x — arcsin(z) ainsi que son rayon de conver-

gence.

o +00 (2n)!
4. En déduire la valeur de n;o 2 2 (1)




