PSI 2023-2024

Colles

semaine 23 : 18 mars - 23 mars

Questions de cours

Exercice 1
Notons E = R3.

On note f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base canonique de E est (étudier 'un des
cas) :

1 (-7 4 4 1 (2 1 2 1 (1 -2 1
A== |4 8 —-1|,puisds==- -2 2 1|etenfin d4y==[+v2 0 —v2].
9\s 1 -3 3\21 —2 2 2 N

1
Démontrer que f est une rotation et en déterminer les caractéristiques (angle et axe).

Exercice 2
Borne supérieure d’une partie de la forme k£ A et norme sur B(1, K).

Exercice 3
Caractérisation du caractére défini / défini-positif des endomorphismes auto-adjoints.
Enoncé et démonstration.

Exercices

Exercice 4
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien.
On note || - || la norme euclidienne sur E et n = dim(E).
1. Soit u un endomorphisme de E, tel que : Vz € E, ||u(z)| = ||z
a) Démontrer : V(x,y) € E?, (u(z),u(y)) = (z,y).
b) Démontrer que u est bijectif.
2. Démontrer que I'ensemble O(FE) des isométries vectorielles de E, muni de la loi o, est un groupe.

3. Soit u € Z(F). Soit B = (e1,e2,...,e,) une base orthonormée de E.
Prouver que : u € O(E) < (u(e1),u(ez),...,u(e,)) est une base orthonormée de E.

Exercice 5
Soit (E , (- >) un espace euclidien.
Soit u un endomorphisme de F.
1. Montrer que u est une isométrie de E si et seulement si V¥ (x,y) € E?, (u(z),y) = (z,u"(y)).

2. Montrer que deux des propriétés suivantes entrainent la troisiéme :

(i) u est une isométrie (i) u® = —id  (45) V¥ (v,y) € E x E, (u(x),y) = —(z,u(y))

Exercice 6
Soit (E, (-,+)) un espace euclidien.
Soit f € O(F) et soit V un sous-espace vectoriel de E.
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On suppose que s est une isométrie vectorielle et une symétrie.

Montrer que s est une symétrie orthogonale.

Exercice 7

Soit (E,(-,-)) un espace euclidien.

Soient f et g deux endomorphismes de E tels que : Vo € E, ||f(x)| = ||g(z)]].
1. Montrer : Ker(f) = Ker(g).

2. Montrer : V(z,y) € Ex E, (f(z), f(y)) = (9(x), 9(y))-
3. En déduire l'existence d’une isométrie ¢ € O(E) tel que : g = o f.

Exercice 8
Soit E un espace euclidien de dimension finie n € N*,
On note (-, ) le produit scalaire et || - || la norme associée.
Soit & = (eq,...,ey,) une base orthonormale de E.

Soit f un endomorphisme de E qui vérifie la propriété suivante :
V(z,y) € E,(z,y) =0 = (f(z),f(y)) =0

1. Que dire de la famille (f(el), e f(en)) ?

2. a) Soit (i, ) € [1,n]* En calculant le produit scalaire (f(e;) + f(e;), f(e;) — f(e;)) de deux fagons,
montrer qu’il existe o > 0 tel que Vi € [1,n], ||f(ei)] = a.

b) Pour tout z € E, déterminer alors || f(z)||.

3. Montrer qu’il existe une isométrie g € O(E) telle que f = a - g.

Exercice 9

1 -1 1
SoitA=1[-1 1 -1].
1 -1 1
1. Montrer que A est diagonalisable de 4 fagons différentes : sans calcul - avec ses éléments propres -

avec le théoréme du rang - en calculant A2.

2. On suppose que A est la matrice d'un endomorphisme v dans une base orthonormale d’un espace
euclidien F.

a) Que dire de u?

b) Donner une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Exercice 10
Soit (E, (-,+)) un espace vectoriel euclidien.
Soit & = (eq,...,e,) une base orthonormée de F et soit (f,g) € L (F) x Z(E).
1. a) Pour tout x € F, rappeler 'expression de x dans la base %.
b) Déterminer tr(f) en fonction des e; et des f(e;).
2. On suppose f et g sont des endomorphismes auto-adjoints positifs.
Montrer que tr(f o g) > 0.

Exercice 11

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien.
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On suppose que E est de dimension n > 1.

Soit # = (eq,...,eyn) une base orthonormée de E.

Soit p un projecteur de E de rang égal a 1.

On note A = Matz(p), et p* 'endomorphisme dont la matrice dans la base % est ‘A.

1. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement s’il est auto-adjoint.
n
2. Démontrer : Y | p(ex) |* = tr (p* o p).
k=1

3. a) Montrer que ¥(z,y) € E?, (p(x),y) = (z,p*(y)).
b) Montrer que Ker (p* o p) = Ker(p).
n
¢) On suppose : > || p(ex) ||? = 1. Montrer que p est un projecteur orthogonal.
k=1
Exercice 12

1. On note .7,F*(R) I'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n dont les valeurs propres
sont strictement positives.

Montrer que pour M € .%,(R), on a M € S (R) < VX € #,1(R), X #0,0ona‘XSX > 0.
2. Soient S € ./, (R) et A € #,(R). On pose B = SAS.
Montrer que B € ., T(R) si et seulement si S est inversible et A € .7, (R).

Exercice 13
On note 7, (R) I'ensemble des matrices antisymétriques de ., (R).

Soit A € y(R).

1) Montrer que toute matrice de ., (R) se décompose de maniére unique comme somme d’une matrice
symétrique et d’une matrice antisymétrique.

2) Montrer que : A € @,(R) < VP € 0,(R), P"'AP est de diagonale nulle.

Exercice 14
Soit (E , (- >) un espace euclidien.

On note . (E) l'espace des endomorphismes auto-adjoints de E et .t (E) celui des endomorphismes
auto-adjoints de valeurs propres positives.

1. Déterminer un endomorphisme auto-adjoint de R? laissant invariant le plan 1 + z2 = 0.
2. Soit f € S (E).
Montrer que Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires orthogonaux dans E.
3. Soit f € S(E).
Montrer : f € T (E) < Sp(f) C Rs.
4. Soit (f, g) € (S H(E))”.
Montrer : Ker(f + g) = Ker(f) NKer(g) et Im(f 4+ ¢g) = Im(f) + Im(g).

Exercice 15

On note ., (R) 'ensemble des matrices symétriques S de .4, (R) telles que :
VX € Mo (R), XSX >0

1. Soit S € 4, (R) une matrice symétrique.
Montrer : S € .7F(R) < Sp(S) C Ry.
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2. Soit f un endomorphisme auto-adjoint d’'un espace euclidien E.
On suppose : Sp f C R,..

Montrer que le noyau de f est I’ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux a leur image par f.
3. Soient S € .7 (R) et A € 4,(R) quelconques.
a) Montrer que ‘ASA = 0 si et seulement si SA = 0.

b) Montrer que l'ensemble {A € #,(R), "ASA = 0} est un sous-espace vectoriel de .#,(R) et
déterminer sa dimension en fonction du rang de S.

Exercice 16

On note ., (R) I'ensemble des matrices symétriques S de .4, (R) telles que :
VX € Mn1(R), '’XMX >0

1. Soit M € ., (R) une matrice symétrique.
Montrer que M € .7, (R) si, et seulement si, toutes ses valeurs propres sont positives.

Soit M € .77 (R) et {u1,...,up} ses valeurs propres deux a deux distinctes.
2. Montrer qu'’il existe un polynéme P € R[X] de degré < p — 1 tel que P(u;) = (/i tout 1 <4 < p.
3. Montrer que P(M) € .7, (R) et P(M)? = M.

Exercice 17

Soit E un espace euclidien. On dit qu’un endomorphisme f € Z(F) est une contraction lorsque :
Vee E, |f(x)l < ||
1. Soit f un endomorphisme auto-adjoint. Montrer :

f est une contraction < Sp(f) C [-1,1]

2. Montrer que si f est un endomorphisme auto-adjoint alors, pour tout polynome P € R[X] et tout
r € FE, ona:

[ P(H@) [ < Nl ( sup | P(a)] )
5

a€Sp(

Exercice 18 (d’aprés E3A 2020 MP)

1. On considére le trindome du second degré a coefficients complexes aX? + bX + ¢ dont on note s et
S9 les racines.

Donner, sans démonstration, les expressions de o1 = s1 + s9 et de o9 = $159 a 'aide des coefficients
a,b et c

2. Soient a et b deux réels et (up)nen une suite réelle définie par ug € R, u; € R et la relation de
récurrence :
Vn € N, upto = atnt1 + buy

On note 71 et ro les racines dans C de I'équation caractéristique associée a cette suite.

Soit n € N. Exprimer u,, en fonction de 71, o et n.

On sera amené a distinguer trois cas et il n’est pas demandé d’exprimer les constantes qui appa-
raissent en fonction de ug et de ug.

% 3k ok ok skek

On note € l'ensemble des suites réelles © = (zy,)nez indexées par Z telles que les sous-suites (2, )nen
et (x_p)nen convergent.
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On admettra que 'ensemble E des suites réelles indexées par Z est un R-espace vectoriel.

L’endomorphisme identité de I’espace E sera noté idg.
On définit les applications S et T' de € dans E par :

10.

Vee ¥, S(x) =2, ou Vn€Z, z,=z_,

et Yee®, T(x)=y, ou Yn€Z, yo =oTpn-1+ Tnt1
. Donner un exemple de suite non constante, élément de % .
Montrer que € est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel F.
Prouver que si une suite x est dans ¢, elle est bornée.
Montrer que 7" est un endomorphisme de %. On admettra qu’il en est de méme de S.
Soient F ={z €¥€¢,Vne€Z, xpn=ov_pntet G={x € €,Vn€Z, z,=—x_,}.
Montrer que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de % .

Etude de 'endomorphisme S
Prouver que S est une symétrie de ¥ dont on précisera les éléments caractéristiques.

Etude de I’endomorphisme T

On rappelle qu’une suite x est dans % lorsque les deux sous-suites (2, )nen €t (Z_p)nen sont conver-

gentes.

a) Soit A un réel. Montrer que si A ¢ {—2,2}, Ker(T'— X idg) = {04} ot 0 désigne le vecteur nul
de €.

On pourra utiliser les questions de cours.

b) L’endomorphisme T est-il injectif ?
¢) Déterminer Ker(T — 2 idy) et Ker(T + 2 idy).
d) Déterminer alors ’ensemble de toutes les valeurs propres de I’endomorphisme 7.

On munit % de la norme infinie : si € €, ||2|lc0 = SUPpeyz |Tnl-

Soit N l'application qui, & tout élément = de ¢, associe N(x) = JFZO:O W

a) Vérifier que, pour tout x de €, N(z) existe. "

b) Démontrer que 'on définit ainsi une norme sur 'espace €.

c) Montrer que S est une isométrie de 'espace vectoriel normé (%, N). Est-elle continue ?
d) Prouver que, dans cet espace normé, les sous-espaces vectoriels F' et G sont des fermés.

e) Les deux normes || || et N sont-elles équivalentes ?

Exercice 19 (d’aprés E3A 2022 MP)

Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire (- |-) dont la norme est notée || - ||.

1. Questions de cours

a) Soient x et y deux vecteurs de E. Démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz : | (z]y) | <
]l lyll-
On pourra utiliser la fonction t — ||z + ty||?.
b) Démontrer qu’on a l'égalité | (x|y) | = [|z|| |ly|| si, et seulement si, les vecteurs = et y sont
colinéaires.
¢) On considére E = ., 1(R) muni de sa base canonique et du produit scalaire canonique (X |Y') =
XTy.
1 Y1
-~ . TR Y2
Ecrire cette inégalité pour X = | . | et Y = | ",
1 Yn
K K ok Kok

Pour toute la suite de l'exercice, on identifie R" et ., 1(R)
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Partie 1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On note B ={X € R", || X| < 1}.
On considére 'application F' de R™ vers R définie par :

T
VX = e R", F(X): Z T;i Ty
1<i,5<n
Tn i#]

Par exemple, pour n = 3 :

F(X) = x1x2 + X123 + Tox + Tox3z + X371 + T3T2 = 2 (xlxg +xi123 + achg)

n n
2. Exprimer alors F(X) a laide de S1(n) = Y z; et de Sa(n) = > 2.
i=1 i=1
3. Montrer que F' posséde un maximum sur B que 1’on notera M.
4. Montrer en utilisant la question 1. que M =n — 1.
5. Déterminer tous les X € B tels que F(X) = M.
Partie 2
« On note & = (e1,...,ey,) la base canonique orthonormale pour le produit scalaire (X |Y) = XTY
de R™.
z1 Y1
X
« Pour tout couple de vecteurs (X,Y’) de R™ décomposés dans la base Z : X = ,2 et Y = y_2 ,
Tn Yn

on pose : (X,Y) =

o Par exemple, pour n =3, on a o(X,Y) = z1y2 + 21y3 + T2y1 + T2y3 + T3y1 + T3Y2.
6. Pour tout X € R" exprimer F(X) a 'aide de ¢.
7. écrire la matrice A = (a;;) € #,(R) définie pour tout (i,5) € [1,n]? par a;; = ¢ (e, ¢;).

8. Justifier 'existence d’une base orthonormale U = (u1,us,...,u,) constituée de vecteurs propres de
la matrice A.

9. Veérifier que pour tout couple de vecteurs (X,Y") de (R”)Q, omap(X,Y)=YTAX =XTAY.
10. Soit J la matrice de ., (R) dont tous les éléments sont égaux a 1 .
a) Déterminer les valeurs propres de la matrice J.
b) En déduire une matrice diagonale A semblable & la matrice A.
11. Donner 'expression de ¢(X,Y") en fonction des coordonnées de X et Y dans la base U.

12. Retrouver alors le résultat établi & la question 4.

Exercice 20 (d’aprés CCINP 2023 - MPI-1)
Dans tout I'exercice, n est un entier naturel non nul.

Pour toute matrice A = (a; ;)1<i j<n € #n(R), on note :

N(A) = max i | ai
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1. Démontrer que N est une norme sur .4, (R).

On munit 'espace .#, 1 (R) de la norme || - || définie, par :
z1
VX = | | € #n1(R), [X[oo = max [z
1<i<n
Ty

On note S la sphére unité définie par : S ={X € #,1(R) ||| X||cc = 1}.

2. Démontrer :
VX € S,VA € M1 (R),[[AX||o < N(A)

En déduire, pour toute matrice A € .#,(R), l'existence de sup || AX]|c.
XeS
On pose alors, pour toute matrice A € #,(R), |[|All| = sup || AX|co-
XeS

3. Démontrer :
VX € Mni(R),VA € Mp1(R), [[AX [loo < [[[A[HI X oo

4. Démontrer :
VA € Mn1(R), [|Al] = N(A)
2 0 -1
5. Application. On considére la matrice A= |3 -2 3

5 0 1
Calculer ||| A]||.

Exercice 21 (d’aprés CCINP 2012 - MP-1)

« On note F I'espace vectoriel des applications de classe €' définies sur I'intervalle [0;1] et & valeurs
dans R.

e On pose pour f € E :

1

1
1F] = 1£0)] +2 /O FOlde et |fI =21/0)] + /0 ()] dt

1. Démontrer que || - || définit une norme sur E.
De méme, || - || est une norme sur E, il est inutile de le démontrer.

2. a) Donner la définition de deux normes équivalentes.
b) Démontrer que les deux normes || - || et || - ||" sont équivalentes sur E.

3. Toutes les normes sur E sont-elles équivalentes a la norme || - || ?

Exercice 22 (d’aprés CCINP 2020 - MP-1)

o On note T I'ensemble des suites réelles t = (t,)nen+ & valeurs dans {0, 1,2} :
Vn e N*, t, € {0,1,2}

« On désigne par (> I'ensemble des suites réelles u = (uy)nen+ bornées et on pose |[ul| = sup (|un|).
neN*

« On note |y| la partie entiére d’un réel y.

1. Démontrer que £>° est un espace vectoriel réel et que u +— ||u|| est une norme sur £°°.
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2. Pour u = (up)nen+ € £°°, montrer que la série de terme général 3—Z est convergente.

On note alros :
“+00 U/TL
o(u) = an
n=1 3

3. Démontrer que 'application ¢ est une forme linéaire continue sur ¢°°.

Exercice 23 (d’aprés Centrale 2021 - MP2)
Dans la suite, on note :

« on note L!(R) ensemble des fonctions de R dans C continues et intégrables sur R;

+o0o

< pour f € LR, onmote [l = [ |f(0)] de;

—00

x on note L>(R) 'ensemble des fonctions de R dans C continues et bornées sur R ;
x pour f € L*®(R), on note ||f|lcc =sup |f(z)].

z€R
On admet que L'(R), L®(R) et €*(R) (k € N) sont des sous-espaces vectoriels de C®. On admet
également que f + | f||1 définit une norme sur L*(R) et que f + || f|lc définit une norme sur L>°(R).
On dispose ainsi des espaces vectoriels normés (L'(R), || - [l1) et (L®(R), || - [loo)-

Soit f € L*(R). On appelle transformée de Fourier de f et on note f la fonction de R dans C telle

que
“+00

VEER, f(6) = / f(x)e 1€ da

—0o0

1. Montrer que, pour toute fonction f € L'(R), f est définie et continue sur R.

2. Montrer que 'application f — f est linéaire continue de I'espace vectoriel normé (LYR), [ - 111)
dans I'espace vectoriel normé (L*°(R), || - ||oo)-

3. Soit f € L*(R), soit A € R* et soit g la fonction de R dans C définie par :
Vr e R, g(x) = f(A\x)

Montrer que g € L'(R) et, pour tout réel &, exprimer §(¢) a l'aide de f, de € et de .

Exercice 24 (d’aprés Centrale 2017 - PSI-2) Notations

« On identifie 4, 1(C) et C".

o GL,(C) représente I'ensemble des éléments inversibles de ., (C).

o tr(M) est la trace de la matrice M de .#,(C).

o Tn(C) désigne 'ensemble des matrice triangulaires supérieures d’ordre n.

o 01, est la matrice ligne de taille n dont tous les coefficients sont nuls.

1
e Pour tout Y = | : | € C", on pose ||Y||oc = max |y
1<ign
Yn
« Pour toute matrice C' = (¢i,j),; j<,, d& #n(C), on pose [|[Cjo = |ax |ci]-
On rappelle que || - || est une norme sur C" et que || - ||o est une norme sur ., (C).

a b
« Si A= ( 1) et B = <b1> sont deux matrices colonnes de taille 2 & coefficients dans C, on note
az 2

b
[A, B] la matrice “ 1) de .#5(C).

az bo
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Préliminaire

1. Une suite (2x)gey € CN est dite périodique s’il existe un entier p > 1 tel que :

Vk € N, Zk+p = %k

L’entier p est alors une période de la suite (z;) qui est dite p-périodique.

a) Vérifier qu'une suite périodique est bornée.

b) Que peut-on dire des suites 1-périodiques ?

¢) Vérifier que, si (z;) est p-périodique, alors : Yn € N, Vk € N, 2,4 = 2.

d) Que peut-on dire des suites qui sont a la fois périodiques et convergentes ?

2. Vérifier les deux propriétés suivantes.

a) Y(A, B) € (#:(C))*, | ABllo < n [|Aflo x || Bllo.
b) VA € #,(C), VY € C", |AY |oo < 1 [|Allo X [V ]|

Exercice 25

Soit (&7, +, X,.) une K-algeébre, c’est-a-dire (o7, +, X) est un anneau et (<, +,-) est un K-espace
vectoriel, tel que :

Va €K, V(z,y) € #°, (a-z)xy=zx(a-y)=a-(zxy)

ot K=RouK=C.

Soit || - || une norme sur &7, | - || est appelée une norme sous-multiplicative de la K-algébre <7, si :
V(a,y) € &2, Jlzxyl| < llzll |y

Dans tout le probléme n et p désignent des entiers naturels non nuls.

On rappelle que, 4, ,(K) est 'ensemble des matrices & coefficients dans K ayant n lignes et p
colonnes.

Si n = p, alors A, ,(K) est noté .#,(K) et on rappelle aussi que .#,(K), muni de ses opérations
usuelles, est une K-algébre.

Pour toute matrice A de .#,(K), on note A° = I,, et Vn € N, A"*! = AA" ou I, est la matrice
identité de 4, (K).

GL,,(K) désigne le groupe des matrices inversibles de ., (K).

Etude de quelques normes sur ./, (K)

On définit sur ., (K) la norme notée || - || définie par :

VA = (aij)i<i<n, € Mn(K), [[Allooc = max ( |a;;| )

. 1<i<n
1<j<n DU
1<j<n

1. Montrer : V(A, B) € (#,(K))?, |ABlloo < 7 [|A]ls0 |1 B]lso-
2. Soit N une norme sur .#,(K).

a) On pose (Eg)lgign, la base canonique de ., (K).

1<j<n
Soit X = (xm)l@gn, € Mn(K).
1<jsn
Montrer : N(X) < ( SN (EJ> )HXHOO.
1<in,

1<isn
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b) (i) Montrer que N est une fonction continue de .#,(K) muni de la norme || - ||oc vers R muni de
la valeur absolue.

(i) On pose S = {X € A, (K) | || X||ooc = 1}.
Montrer qu’il existe X € S tel que : VX € Sy, N (Xp) < N(X).

(#it) En déduire qu’il existe a > 0 tel que : VX € 4, (K), a||X||c < N(X).

¢) En déduire que toutes les normes de .7, (K) sont équivalentes.

3. Soit N une norme sur .#,(K) et soit (4, B) € (/#,(K))?.

a) Montrer qu’il existe un réel strictement positif 8 tel que
N(AB) <np Al [|Bllos

b) Montrer qu’il existe deux réels strictement positifs a et 3 tels que

g

N(AB) <n 5 N(4) N(B)

¢) En déduire qu’il existe un réel strictement positif v tel que vV soit une norme sousmultiplicative
sur A, (K).
4. Soit N une norme sur .4, 1(K), pour toute matrice A de .#,(K), on pose :

a1 = s {34 | x e 00\ (0}

a) (i) Justifier, pour tout A € ., (K), lexistence de ||A]|.
(ii) Montrer que, pour tout A € .#,(K) :

Al = sup {N(AX) | X € #,1(K), N(X) =1}

(iit) Montrer que || - || est une norme sur .4, (K).
b) (i) Montrer : VA € #,(K), VX € 4, 1(K), N(AX) < ||A]| N(X).
(ii) En déduire : V(A, B) € (#,(K))%, ||AB]| < |A]| ||B].
Suites de matrices

On rappelle que si (A;,),,cy est une suite d’éléments de ., ,(K) et si A est une matrice de .7, ,(K),

la suite (Ap),,cy converge vers A si la suite réelle (HAm — AH) converge vers 0, ou || - || est une
meN
norme donnée sur .4, ,(K), on écrit dans ce cas hr}rl An,=A
m—r—+00

5. Soit (An),,cy est une suite d’éléments de .7, ,(K) et soit A € ., ,(K), on pose pour tout m €
N, Am = (a§?)>1<i§n7 et A = (aij)i<i<n,
1<5<p 1<j<p

6. Montrer que la suite (A;,),,cy converge vers A si, et seulement si, pour tout (7,7) € N x N tel que

1<i<net 1< < p,lasuite (ag?)) converge vers a; ;.
i meN

" . . . m
En cas de convergence, on écrit lim A, = lim ag ) .
m—-+00 m——4oo vl )1<i<n,

1<j<p

1 _a
7. Soit « un réel, on pose pour tout m € N*, A,, = ( m>.
&L 1

m

a) Montrer que pour tout m € N*, il existe C,,, € R et 0, € [—g, g] tels que :

cos(bp,) — sin(ﬁm)>

A= (
sin(f,,) cos(6)

10
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b) Déterminer lim AT
m—>+o0

Séries de matrices

Soit (Am),,cn une suite d’éléments de ., ,(K).

m

On pose pour m € N, S, = > Ag. On dit que la série de terme général A,, converge si la suite
k=0

(Sm)men des sommes partielles converge, sinon la série est dite divergente. En cas de convergence, la

+o0
limite de la suite (S,),,cy se note Y Ag.
k=0

On dit que la série de terme général A,, est absolument convergente, si la série numérique de terme
général N (A,,) converge, avec N une norme définie sur .2, ,(K).

8. Soit (Am),,en st une suite d’éléments de .4, ,(K), on pose pour tout m € N, A, = (ai?))lgign,.
1<y<p
Montrer que la série de terme général A,, converge si, et seulement si, pour tout (i,j) € N x N tel

(m)

que 1 <i<netl<j<p, lasérie de terme général a; ; converge.

“+00 A —+o00 (m)
En cas de convergence, on écrit = a; .
& ’ mZ:O " mZ:O I 1<isn,
1<<p

9. Montrer que toute série absolument convergente de .#,(K) est convergente.

10. Soit A une matrice non nulle de .#,(K) telle que > A™ converge.
meN

+oo
Montrer que > A™ est inversible et déterminer son inverse.

i

a) Montrer que ). B™ est convergente et déterminer sa valeur.
meN

o

11. On pose B = (

wlot Wl
[=21 B B[S

+oo
b) En déduire l'inverse de ) B™.

m=0
Exponentielle d’une matrice

1
12. Montrer que, pour toute matrice A de ., (K), la série de terme général —'Am, m € N, est conver-
m!

gente.

Par la suite, on appelle 'exponentielle d’une matrice A de .#,(K), la matrice notée exp(A), telle que
+oo ]
exp(A) = > — A™.

m=0 m!

Dans toute la suite du probléme, on note exp I'application définie sur ., (K).
13. Soit S une matrice de ., (K) telle que S? = I,,.
Déterminer exp(S) en fonction de I, et de S.
14. a) Soit (A, B) € (Mn(K))? tel que AB = BA.
Montrer que exp(A + B) = exp(A) exp(B).

b) En déduire que si A € ., (K), alors exp(A) est une matrice inversible et déterminer son inverse
en fonction de A.

15. On note, pour tout (8),<;c, € K", Diag(8i),<;<,, la matrice diagonale (a;;)1<i<n, de ., (K),
1<i<n
telle que pour tout i € [1,n], a;; = f;.

a) Montrer : V (i), <;c, € K", exp (Diag (ai)lgz‘gn) = Diag (e%)jcp-

11
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b) Montrer : VA € #,(K), VP € GL,(K), exp (P"'AP) = P! exp(A)P.
¢) Soit T' = (i j)1<i<n, € A, (K) une matrice triangulaire supérieure.

1<j<n

Montrer : exp(T') = (t; j> 1<i<n, €st aussi une matrice triangulaire supérieure telle que Vi € [1,7n],
1<jsn

I ot

ti; =e

d) Soit A € A, (C).
Montrer : det(exp(A)) = e"(4) o tr(A) désigne la trace de la matrice A.

4 1 1
e) Soit A= 6 4 2 |, pour tout réel ¢, déterminer exp(tA).
-10 -4 =2

Exercice 26

« Dans ce probléme, n désigne un entier naturel > 2. Le produit scalaire canonique de ., 1(R) se
notera <, > et la norme associée sera notée || - || ; il est défini par (z,y) — (z,y) = tyz.

« On considére une application continue A : Ry — ), 1(R) telle que :
Vt € Ry, Vo € Mp1(R), (A(t) z,2) =z A(t)x >0
« On note ¥4 I'ensemble des applications F' : Ry — ., 1(R) deux fois dérivables et vérifiant :
vVt e Ry, F'(t) = A(t)F(t) (1)
Structure de ’ensemble 3 4

0 I,
On considére lapplication B : Ry — #5,(R), t — B(t) = <A( ) 0)
t

L’application B est continue puisque l'application A 1'est aussi. On note alors Y 1'espace vectoriel
réel des solutions sur Ry de I’équation différentielle :

7 =Btz (2)
Si F': Ry — A#,,1(R) est une application deux fois dérivable, on lui associe 'application zp : Ry —

Mon1 (R) définie par :
Vi € Ry, ap(t) = ( 5%)
1. Vérifier que X 4 est un espace vectoriel sur R.
2. Détermination de la dimension de X4
a) Soit F': Ry — .4, 1(R) une application deux fois dérivable.
Montrer que F' € X4 si, et seulement si, xp € Yp.
b) Montrer que l'application ® : ¥4 — ¥ p, F — xp est un isomorphisme d’espaces vectoriels réels.
¢) En déduire la dimension de ’espace vectoriel réel 3 4.
3. Montrer que, pour tout triplet (s, u,w) € Ry x 4, 1(R) x #;,1(R), il existe une unique application
F, élément de X4, telle que F(s) = v et F'(s) = w.
Quelques propriétés des solutions de ’équation différentielle (1)

4. Soit F' € ¥ 4; on lui associe 'application f: Ry — R définie par :

vt =0, f(t) =IO

12
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a) Montrer que f est deux fois dérivable sur R, et exprimer sa dérivée seconde.
b) En déduire que la fonction f est convexe sur Ry.
5. On conserve les hypotheéses et les notations de la question 2.1. précédente ; on suppose de plus qu’il
existe un couple (t1,%2) € R? tel que 0 <t < tg et F (t1) = F (t2) = 0.
a) Montrer que, pour tout t € [tq,ta], f(t) = 0.
b) Montrer que la fonction F' est nulle.

6. Une famille de solutions non bornées de (1)
Soit v € #y,,1(R) ; on note F, I'élément de X4 tel que F,(0) = F}(0) = v.
Montrer que si v # 0 alors la fonction ¢ — || F}(¢)|| admet une limite infinie en +oo.
7. Des normes sur >4
Soit b un réel strictement positif.
a) Montrer que I'application ¥ : ¥4 — 4, 1(R) x 4, 1(R), F — (F(0), F(b)) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels réels.
b) Montrer que 'application ||| : F'+ ||f(0)]| + || F(b)]| est une norme sur X 4.

¢) Montrer également que I'application || - ||oop : '+ sup || F(t)| est une norme sur X 4.
0<t<b

d) Justifier que les normes || - [|op €t || - ||, sur X4, sont équivalentes.

Exercice 27 (d’aprés Mines 2023 - MP1)
Soit E un sous-espace vectoriel de K. Soit || - || une norme sur E.

Si u et v sont deux applications linéaires pour lesquelles la notation u o v a un sens, alors on note uv
I'application uov. De plus, si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E et k € N*, u* désigne
I'application w o ... ou, ot u apparait k fois dans 'écriture. Par convention u° = idg.

Soit u € Z(F) un endomorphisme de E.

1. Apreés avoir justifié I'existence des bornes supérieures, montrer :

[u(@)l| _

sup o = sup lu(z)]
we8 2] v€E
7708 Jel=1
2. On note : [[|ul|| = sup ||u(37)||
vk ||zl
z#0p
Montrer que ||| - ||| est une norme sur Z(E).

3. Montrer qu’il s’agit d'une norme sous-multiplicative, c¢’est-a-dire :
2
V(u,v) € (Z(E))", lluolll < {lull < vl

et en déduire une majoration de ||u*||, pour tout entier naturel k, en fonction de |||u||| et de I’entier

k.

Exercice 28 (d’aprés CCINP 2015 - MP-1)

« Toutes les fonctions étudiées dans ce probléme sont & valeurs réelles. On pourra identifier un polynéme
et la fonction polynomiale associée.

o On rappelle le théoréme d’approximation de Weierstrass pour une fonction continue sur [a,b] : si
f est une fonction continue sur [a,b], il existe une suite de fonctions polynémes (P,) qui converge
uniformément vers la fonction f sur [a, b].

o Le probléme aborde un certain nombre de situations en lien avec ce théoréme qui sera démontré dans
la derniére partie.

13
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Partie 1. Exemples et contre-exemples

1
1. On considére la fonction h :  — — sur 'intervalle |0, 1].
x
Expliquer pourquoi h ne peut étre uniformément approchée sur I'intervalle |0, 1] par une suite de
fonctions polyndémes. Analyser ce résultat par rapport au théoréme de Weierstrass.

2. Soit N entier naturel non nul, on note &, l'espace vectoriel des fonctions polynomiales sur [a, b],
de degré inférieur ou égal a N. Justifier que &2, est une partie fermée de I'espace des applications
continues de [a, b] dans R muni de la norme de la convergence uniforme.

Que peut-on dire d’'une fonction qui est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de polynémes de degré
inférieur ou égal a un entier donné?

3. Cette question illustre la dépendance d’une limite vis-a-vis de la norme choisie.

Soit R[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels.
Soient N; et Ny deux applications définies sur R[X] ainsi :

VP € R[X], Ni(P)= sup [|P(z)] et No(P)= sup |P(x)
ze[—2,—1] z€[1,2]

a) Vérifier que Nj est une norme sur R[X].
On admettra que Ny en est également une.

b) On note f la fonction définie sur I'intervalle [—2, 2] ainsi :

2 sixze[-1,1]
frx—
23 sixell,2]

Représenter graphiquement la fonction f sur U'intervalle [—2, 2] et justifier 'existence d’une suite

de fonctions polynémes (P,,) qui converge uniformément vers la fonction f sur [—2,2].

Démontrer que cette suite de polynémes (P,) converge dans R[X] muni de la norme Nj vers X2
et étudier sa convergence dans R[X] muni de la norme Ns.

Exercice 29 (d’aprés CCINP 2014 - PSI-1)

« On rappelle que ’application
f=[flloe = sup [f(2)]

t€[0,1]
définit une norme sur 'espace E = €([0, 1], R) des fonctions continues de [0, 1] dans R.

« On note E; = ¢1([0,1],R) l'espace des fonctions continiment dérivables de [0,1] dans R et pour
toute fonction f € Fq, on note

LA = 1£ )+ 11l
1. Comparaison des normes ||.|| et ||.||x
a) Montrer que I'application f ~ || f|| définit une norme sur Fj.
b) Montrer :
Vi€ B [[flleo <IfI
c¢) Les normes ||.|| et ||.||oc sont-elles équivalentes sur E; ?

2. On désigne par (fp)nen+ la suite de fonctions définie sur [0, 1] par

sin(nt)
\/ﬁ

a) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

Vn e N*, Vt € [0,1], fu(t) =

14
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b) On désigne, pour tout entier n € N*, par I,, = L(f,) la longueur de la courbe représentative de

fn- Montrer que
T

Vn € N*, In2f§

c¢) Lapplication L : f+ L(f) est-elle continue sur (E1, ||.||ec) ?
d) L’application L : f— L(f) est-elle continue sur (E1,|.||)?

Exercice 30 (d’aprés CCINP 2014 - PC-1)
Norme subordonnée et mesure de Lozinskii

« Soit n un entier naturel non nul. Dans toute cette partie, on note || - || une certaine norme sur le
K-espace vectoriel K".
On définit Pensemble : B = {z € K" tel que ||z|| = 1}.

o Pour A € #,(K), on définit : |||A||| = sup (||Az||) (U'existence de cette borne supérieure sera établie
rEH
dans la question II.1.c).
« On admet que l'application A — ||| A||| définit ainsi une norme ||| - ||| sur 'espace vectoriel ., (K)
qui s’appelle la norme subordonnée a || - || : en effet, elle dépend du choix de la norme || - ||.

1. a) Rappeler la définition d’une norme sur K".
b) Vérifier que l'application = — ||Az|| est continue sur K.
¢) Montrer l'existence de xg € # tel que : Vo € A, || Az|| < ||Azol|.
Cela justifie donc la définition de |||A||| = sug (]][Az||) et on a alors |||Al]| = ||Azo]|-
TES

d) Montrer que ||,||| = 1.
e) Etablir que pour tout x € K" et A € .#,(K), on a : ||[Ax| < || All|.||=||.
f) Montrer que, pour tout A € 4, (K) et B € #,(K), on a :
A= 1IBIN < A= Bl et [ABII < Il - I Bl

[T4ur|—1
).

2. Montrer que, pour tout A € C, on a : Re(A\) = lim (

u—0t
3. Soit A € #,,(K). On se propose dans cette question de montrer I'existence du réel :

u

W(A) = lim <

u—0F

Ce réel est appelé mesure de Lozinskil de A (il dépend du choix de la norme initiale). Pour u > 0,

I All-1
on note pu(A,u) = M, + w Al .

u
a) Montrer que pour tout u et v éléments de R* :

(A, u) = p(A, ) = lu™ I + Al = [lo™ T + Alll = (u™" = 07)

b) En déduire que si 0 < u < v, alors (A, u) — pu(A,v) <0.
¢) Vérifier que pour tout u > 0, on a : —|[[|A]|| < u(A,u) < [|A]|].
d) En déduire l'existence du réel p(A) = lim+ (u(A,u)).

u—0

4. On suppose dans cette question que K = C. Soit A € Spc(A).

a) Montrer qu’il existe x € C" tel que Ax = Az, ||z|| = 1 et puis que, pour tout réel u strictement
positif, on a : |[((In + ud)x)|| = [1 + uA|.
b) En déduire que Re(\) < p(A).

¢) Donner une condition suffisante sur u(A) pour que A soit stable.

15
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Exercice 31
Etudier la convergence de la suite (X"),en dans R[X] lorsque 'espace R[X] est muni de la norme || - ||
définie par :

1 n
. |IP|| = P@)| dt. b. Xk = .
a. |IP| /0 P(®) |32 X" = e fad

Exercice 32
Etudier la continuité de I'évaluation ¢ : R[X] — R, P~ P(0), lorsque :

1
a. lespace R[X] est muni de la norme || - || définie par ||P|| = / |P(t)| dt.
0

b. l'espace R[X] est muni de la norme | - || définie par :
XM=
152 ) = max o

Exercice 33 (d’aprés EPITA 2024)

Pour toute matrice A € .#,(C), son coefficient en ligne i et colonne j sera noté (A); ; ou A; j lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité.

On munit .#,(C) de la norme | - || définie par : [|[A|lc = max |4}l
(i.5)€[1n]?

On définit pour tout entier naturel k le polynome : Ex(X) = > —

On définit 'exponentielle d’une matrice A € .#,(C) comme étant, lorsqu’elle existe, la limite de la

k
suite (Z — Ap> .
p=0 P! keN

5. Démontrer : V(A, B) € (#,(C )) |AB|loo < [|Alloo | Bloo-
6. Démontrer par récurrence : VA € #,(C), Vp € N*, || 4P|l < nP71 || A%.

7. Montrer que, pour tout A € .#,(C), (Ex(A)) converge dans .#,(C).

keN
A0 - 0 M0 - 0
8. Soit (A1,...,A\n) € R et soit D = O o . . Démontrer : eP = 0 o .
b e oo o
9. Soit (A, B) € (%n(C))2 et soit P € GL,(C) tels que : A = P B P~'. Démontrer : ¢4 = PefB P~

10. En reprenant la matrice A de la partie I, déterminer e?.

11. Soit A et soit B deux matrices qui commutent.

N
On pose, pour tout N e N: Ay = (Z A’ ( B]> Z A+B)
2N 1 1
Démontrer que, pour tout N € N: Ay = > a —' J et en déduire : eATB = 4 eB.
k=N+1 +] =k J:
0<i< N
0<j<N

12. Soit A € .#,(C). En déduire que e? est inversible et déterminer son inverse.
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