PSI

Colles

semaine 9

I. Questions de cours

Exercice 1
1. Image d’une application linéaire en dimension finie. Enoncé et démonstration.
2. On admet que Papplication f : P~ —3 XP(X) + X2 P'(X) est un endomorphisme de R3[X].

Déteminer la matrice représentative de f dans la base canonique (Py, Pi, P2, P3). En déduire le
déterminant et la trace de f.

Exercice 2
1. Application réciproque d’un isomorphisme. Enoncé et démonstration.

2. Pour tout a € R et tout polynome P de R,,[X], on note : (¥,(P))(X) =2P(X) + (X — a) P'(X).
On admet que ¥, est un endomorphisme de Ro[X].

Déteminer la matrice représentative de ¥, dans la base canonique (P, P, P»). En déduire le dé-
terminant et la trace de f.

Exercice 3
1. Soit E est un K-espace vectoriel et soit f € Z(E).
a) Démontrer : Ker(f) C Ker(f?).
b) Démontrer : Im(f?) C Im(f).
o . Ro[X] — Ro[X]
2. Démontrer que 'application suivante est un endomorphisme : .
P — XP(X)-X?P'(X)

II. Autres exercices

Exercice 4
Pour tout P € E = R,[X], on note (¢(P))(X) = P(X + 1).
1. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique.

1

2. Déterminer ¢! ainsi que la matrice de ¢! dans la base canonique.

Exercice 5
Soient A la matrice dont la derniére ligne et la derniére colonne valent (1 2 3...n), avec des 0 partout
ailleurs, et f un endomorphisme représenté par A.

1. Quel est le rang de f?
2. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires.
3. Ecrire la matrice de f dans une base adaptée a Ker(f) et Im(f).

Exercice 6
Soient E est un espace vectoriel de dimension finie, p et ¢ des projecteurs de F.

Montrer 'équivalence : Ker(p) = Ker(q) < pog=p et gqop=q.
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Exercice 7
Soit A € .#5(R) une matrice non nulle telle que A? = 0, et soit f 'endomorphisme de R? canoniquement
associé a A.
1. Montrer que Im(f) C Ker(f), et préciser la dimension de ces deux sous-espaces.
2. Montrer que A est semblable a la matrice élémentaire F1 2.
3. Pour toute matrice B € .#3(R), on note : Cp = {M € .#3(R) | BM = M B}.
a) Soit B € .#3(R). Démontrer que Cp est un espace vectoriel.
b) Déterminer C, ,.
¢) En déduire la dimension de Cjy.

Exercice 8
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
1. Monrer que pour tout vecteur z # 0 de F, il existe une forme linéaire ¢ sur E telle que ¢(x) = 1.
2. a) Soit (p1,...,p,) une base de .Z(F,K). Montrer que I’application :
g . E — K"
= (@), p2(2), ., pn(2)
est un isomorphisme.

b) En déduire 'existence d’'une base (ei)z‘e[[l,n]] de E telle que : V(4,7) € [1,n]?, p;(e:) = di ;.
3. Soit p € N*. Soient f1, ..., f, des formes linéaires de F.

On note F' = Vect (f1,..., fp) et ¢ = dim(F").

On considére alors une forme linéaire g qui vérifie :

Vz € E, (fl(x):...:fp(a:):0> = (g(x)zO)

Démontrer : g € F.

Exercice 9
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
On considére deux endomorphismes f et g de E vérifiant :

x rg(f) 22,

x pour tout z € E, la famille (f(z),g(z)) est liée.

Le but est de montrer qu’il existe v € K tel que : f =~ -g.

1. a) Justifier qu'il existe G, sous-espace vectoriel de E tel que : E = G @ Ker(g).
b) Justifier que la restriction de g & G (notée g est une application injective.

On rappelle que g\ est Uapplication linéaire définie par :

diag G —- FE
z = g(z)

2. On considére (uq,...,Up, Upi1,--.,U,) une base adaptée a la décomposition précédente ou r =

dim(G).

a) On définit la famille Z = (ey,...,e,) par :

Vie[l,r],ei=u; et Yie[r+1,n],e =u;+ug
Démontrer que & est une base de E.

b) Démontrer que pour tout i € [1,n], la famille (g(e1), g(e;)) est libre.
3. a) Démontrer précisément que pour tout i € [1,n], il existe v; € K tel que : f(e;) = v; g(e;).

b) Que faut-il démontrer pour conclure ?

¢) Conclure.
On pourra s’inspirer du point précédent et considérer le vecteur ey + e; pour tout i € [2,n]
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Exercice 10
On note F = K[X] et on considére I'endomorphisme ¢ de E défini par :

o(P)=P ()2() +P <1 - )2(> —2P(X)

1. a) Déterminer le degré de ¢(P) en fonction du degré du polynome P.
b) Déterminer Ker(y).

2. On note Qp = 1 et pour tout n € N*, @, = o(X").
a) Montrer que la famille (@Qy,)nen est une base de E.
b) Montrer que Im(¢p) est un hyperplan de E.

1
3. On considére la forme linéaire § sur E définie par (P) = / P(t) dt.
0
Montrer : Im(p) = Ker(#).

Exercice 11
Soit E un espace vectoriel de dimension 2p.
Soit p € Z(E).
Montrer I’équivalence des trois propriétés suivantes :
(i) ©*> =0gp) et rg(p) = p;
(i) Ker(p) =Im(p);
(#1) il existe une base Z de E telle que Matg(y) = (8 81), avec A € GL,(K).
Exercice 12
Soit A = diag(1,...,n).

Déterminer I’ensemble des matrices qui commutent avec A.
Montrer que cet ensemble est R,,_1[A] = {P(A) | P € R,,_1[X]}.

Exercice 13
Soit E un K-espace vectoriel (de dimension finie).
Soit f € Z(FE) et soit p un projecteur de E.
Montrer ’équivalence entre :
(i) f et p commutent,
(i1) f stabilise Ker(p) et Im(p).

Exercice 14
1 2 3
Soit A=10 1 2].
0 01

1. Soit X une matrice de .#3(R) telle que X2 = A.
Montrer que X et A commutent, puis que X est triangulaire supérieure.

2. Trouver toutes les matrices X telles que X2 = A.
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Enoncés E3A

Exercice 15 (E3A 2024 PC)

Soit n un entier naturel non nul.

On note E = Ry, [X] I'espace vectoriel des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a 2n. Pour tout
k € [0,2n], on note e, = X* et Z = (eq, ..., e2,) la base canonique de E.

1
Pour tout couple de polynémes (P, Q) de E?, on pose (P|Q) = / P(t)Q(t) dt et on rappelle que
~1

I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

Soit L I'application définie sur F par :

™o o

VP e E,L(P) = /1 P(t) dt
-1

Montrer que L est une forme linéaire sur F.
Déterminer L (ey) pour tout k € [0, 2n].
Déterminer la dimension de Ker(L).

Prouver qu'il existe une base %, que 'on ne cherchera pas a expliciter, de Ker(L), dont le premier
vecteur est e;.

Montrer :
a) Vect (eg) et Ker(L) sont deux sous-espaces orthogonaux,
b) E = Vect (eg) ® Ker(L).

Soit A un réel. On considére I'application T définie sur F par :
VP € E,T\(P)=P+ \L(P)X

a) Vérifier que T est un endomorphisme de FE.
b) Soit P € E. Calculer (Lo Ty) (P).

c¢) Déterminer la matrice de 7\ dans une base de F adaptée a la décomposition obtenue aux
questions 4 et 5.

d) Déterminer les valeurs propres de T}.

e) L’endomorphisme T) est-il diagonalisable ?
f) Justifier que T) est un automorphisme de E.
g) Pour tous réels o et 3, préciser Ti, o Tj.

h) Déterminer T)\_l.
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Exercice 16 (E3A 2024 MP)

Soient n € N* et A € #,(R) tel que AT =342 — A — I, ot AT désigne la matrice transposée de la
matrice A.

7. Démontrer que la matrice B = 343 — A% — A est symétrique réelle.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Montrer que les valeurs propres de B sont réelles, positives ou nulles.

On pourra étudier le signe de Y' BY pour un vecteur Y de R”.

Montrer que 'ona: A=3 (AT)2 — AT —1,.

En déduire que le polynéme P(X) = (SX 2 X - 1)2 — X2 est annulateur de la matrice A.
Déterminer un polyndme unitaire annulateur de A

Factoriser P en un produit de polynémes irréductibles dans R[X].

La matrice A est-elle inversible ?

Etablir que la matrice A est diagonalisable et préciser ses valeurs propres possibles.

Soit A une valeur propre de A et V un vecteur propre associé.

Montrer que V est aussi vecteur propre de A'.

On note a1 = 1, ao, as, a4 les racines du polynéme P.

On appelle £ = (Ly, Lo, L3, Ly) la famille des polynomes de Lagrange associés a cette famille de
scalaires, c’est-a-dire les polynomes (Li)ie[[l A de R3[X], espace vectoriel des polynomes de degré
inférieur ou égal a 3 a coefficients réels, tels que :

16.

17.

0 sij=1

1 sinon (symbole de Kronecker).

W) € [LAF, Lifa) =dy oy ={
a) Déterminer L sous forme d’un produit de polynémes irréductibles de R[X].
b) Vérifier que L est une base de R3[X].
¢) Soit R € R3[X]. Déterminer les coordonnées du polynéme R dans la base L.

Etude des puissances de A

a) Soit k € N*.
(i) Exprimer le reste de la division euclidienne de X* par le polynome P dans la base L.
(ii) En déduire une expression de A*.

b) Démontrer que la suite (A’“) converge vers une matrice de projection.

keN*
Exprimer cette matrice a 'aide de la matrice A et des (Li)z‘e[[l Nt
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Exercice 17 (E3A 2023 PC)
Soient E un R-espace vectoriel de dimension n > 1 et u un endomorphisme de F, tel que :
u? —3u+2idg =0
ou 0 désigne 'endomorphisme nul 0 ¢(g).
1. L’endomorphisme u est il diagonalisable ?
2. Déterminer les valeurs propres possibles a et 8 de 'endomorphisme u. On choisira « inférieure a .
3. On pose alors v = u — aidg et w = u — Pidg.
a) Déterminer I'endomorphisme v — w et en déduire que F = Im(v) + Im(w).
b) Préciser vow et wow.
¢) Prouver que Im(w) C Ker(v) et que Im(v) C Ker(w).
d) Démontrer que E = Ker(v) & Ker(w).
4. Comment peut-on déterminer une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale ?

5. Application
Dans cette question, E est de dimension trois. On munit E de la base Z = (e1, e2, e3) et, dans cette

1 10
base, on définit ’endomorphisme u par sa matrice U = ( 0 2 O) .
-1 1 2

a) Vérifier que u satisfait a la relation ( x ). On fera apparattre les calculs sur la copie.
b) Déterminer les matrices V' et W des endomorphismes v et w définis & la question 3.
¢) Déterminer une base %, de Ker(v) et une base %5 de Ker(w).

d) Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que U = PDP~!.

Exercice 18 (E3A 2021 MP)

Dans tout I'exercice, n est un entier naturel non nul.
1
Soit ¢ I’application qui & tout polynéme P de R, [X] associe ¢(P) = / P(t) dt.
0

6. Démontrer que & = (1, X — 1, X(X —1),..., X" (X — 1)) est une base de R, [X].
7. Généralités sur .
a) Démontrer que ¢ est une forme linéaire sur R, [X].

b) Déterminer Im(¢p) et la dimension du noyau de ¢.

8. On considére alors I'application ¢ qui a tout polynéme P de R, [X] associe le polynéme @ tel que :

Vz € R, Q(x):/ox P(t)dt.

a) Justifier que 'application 9 est linéaire.
b) Démontrer que Im(¢)) = Vect (X, X2, ..., X"1).
¢) Démontrer que : P € Ker(p) < ¢(P) € Vect (X(X —1),...,X"(X —1)).
d) Donner alors une base de Ker(¢y).
9. On note H = Z(R,[X],R).
a) Donner la dimension de H.

b) Pour k € [0,n], soit ¢y la forme linéaire sur R, [X] qui & tout polynéme P de R, [X] associe
P®)(0)
kK
Démontrer que la famille (¢, ...,%y) est une base de H.

¢) Déterminer les composantes de ¢ dans cette base.
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Exercice 19 (E3A 2022 PSI)
Soient n un entier naturel non nul et E, = R, [X].
10. Soient ¢ un réel et r un entier naturel non nul. Donner, sans démonstration, une autre expression
'
de Y ¢~
k=0

11. Soit p un entier naturel non nul.

Déterminer, dans R[X], le reste et le quotient de la division euclidienne de X? — 1 par X — 1.

12. Soit P € E,,.

Montrer qu’il existe un polynéme @ de F,, tel que :

Ve 41, Qa) = — /11 Pt) dt.

r—1

On définit ainsi une application f: P — Q.
13. Prouver que f est un endomorphisme de E,,.

14. Montrer que f est un automorphisme de E,, et déterminer, pour tout @ de E,,, le polynéme f~(Q)
a l'aide de @ et de ses dérivées.

15. Soit A la matrice de f dans la base canonique % de E,,.
Déterminer A et AL

16. Déterminer les spectres des matrices A et A1,

17. Les matrices A et A~! sont-elles diagonalisables ?

18. Soit a € C une racine d’ordre de multiplicité £ € N\ {0} d’un polynéme @ de E,.
A quelles conditions « est-il racine de f~1(Q) et avec quel ordre de multiplicité ?
On pourra étudier les cas a« =1 et o # 1.

19. Déterminer les sous-espaces propres de f~1.

20. Montrer que les sous-espaces propres de f~! sont aussi les sous-espaces propres de f.

Exercice 20 (E3A 2020 PC)

1
21. Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et M € #,(R), M # I, et M neq§ I, vérifiant la
relation :
2M? =3M — I,
a) On note F' = Vect (In,M, MQ). Prouver que Yk € N, M* € F.
Déterminer la dimension de F' et en donner une base.

b) Vérifier que F est stable pour la multiplication des matrices.

1
¢) Soient A= M — I, etB:M—ifn.

Justifier que # = (A, B) constitue une base de F.
Déterminer les composantes des matrices AB, BA, A% et B? dans la base 4.

d) Déterminer toutes les matrices T de F vérifiant T2 = M.

22. Soit X une variable aléatoire réelle telle que I'on a :
X(Q)=NetVneN, 2P({X :n+2}) :3}}»({){ :n+1}) —P({X :n})

a) On note p, = IP’({X = n}) Exprimer p, en fonction de n. En déduire la loi de la variable
aléatoire X.

b) Justifier que la variable aléatoire X posséde une espérance et une variance et les calculer.
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Exercice 21 (E3A 2022 PC)
Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
On note E, = R™ muni de sa structure euclidienne canonique et & = (eq, ..., e,) sa base canonique.

On consideére les endomorphismes f et g de E, définis par :

(e =S eretvic Rl fle) e tes) et (g = - ids,)

23. Donner, dans la base &, F et G les matrices respectives des endomorphismes f et g.
24. Justifier que f et g sont diagonalisables.
25. Diagonalisation de f et de g dans une méme base

a) Déterminer la base #; de Im(g), le rang de g et une base %y de Ker(g).

b) Montrer que Im(g) et Ker(g) sont supplémentaires orthogonaux dans E,.

¢) Démontrer que le spectre de ’endomorphisme g est : Sp(g) = {0, A1, A2} o les deux réels \; et
A9 sont non nuls et vérifient la relation Ay + Ay = 0. On choisira A\ > 0.

d) On se propose de déterminer A; et A2 par deux méthodes :
(A) Méthode 1
(i) Démontrer que Im(g) et Ker(g) sont stables par g.
(it) Déterminer la matrice H dans la base %; de 'endomorphisme h de Im(g) induit par g.
(iit) Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres associés de h.
(iv) En déduire, en le justifiant soigneusement, les valeurs de A\; et As.
(B) Méthode 2
(i) Montrer que le spectre de g> = go g est : Sp (gz) = {0,)\2,\2}.
(ii) Déterminer la matrice de 'endomorphisme g? dans la base 4.
(iii) En déduire, en fonction de n, la valeur de A3 + \3.

(iv) Retrouver alors les valeurs de A1 et A2 obtenues par la méthode 1.

1 % - %
e) Déterminer une matrice P € GL,(R) sous la forme P = | telle que PGP =

diag(A1, A2,0,---,0). On ne demande pas de déterminer P~!.
f) Justifier que la matrice P~ F P est diagonale.

26. Résoudre pour t réel, le systéme différentiel : X'(t) = FX(t) + tU ou U est la premiére colonne de
la matrice P.
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Exercice 22 (E3A 2021 PSI)
On note F' 'espace vectoriel des fonctions définies sur J = |—1, +o0o[ & valeurs réelles.

Soit p € N. Pour tout k£ € [—1, p], on définit les fonctions fj sur J par :

1

Ve e J, fo1(x) =In(1+x) et Vk € [0,p] fk(x):m

1. Etude du sous-espace vectoriel engendré par ces fonctions

P
a) Soit (ak)pep_1,) des réels tels que > ay fi est la fonction nulle.
’ k=—1
Démontrer que a_; = 0.

b) Démontrer que la famille B = (fi)ep_1,,) st libre.
On note E = Vect (A).

¢) En déduire la dimension de F.

2. On note u 'application qui & toute fonction de E associe la fonction g définie sur J par :
Vo ed, g(x) = (1+2) f ()

a) Déterminer, pour k € [—1,p], les images de fi par u.
b) Vérifier que u est un endomorphisme de F.
¢) Déterminer le noyau et 'image de .
d) Préciser u=! ({f_1}), 'ensemble des antécédents de f_1.
e) Déterminer la matrice M de uw dans la base £.
f) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
g) L’endomorphisme u? est il diagonalisable ?
3. Résoudre sur J I'équation différentielle (ED) : f_1 (t) = (1 +t) ¥/ (¢).
4. Soit hg la solution de I’équation différentielle (ED) nulle en 0.
a) On note h3 la solution de I’équation différentielle hs (t) = (1 4+ ¢) %/’ (¢) nulle en 0.
Expliciter hs.
b) En itérant le procédé, pour tout entier naturel £ > 2, on note hy la solution nulle en 0 de
Iéquation différentielle hy_1 (t) = (1 + )y (¢).
Expliciter hg.

5. Etude de la série de fonction ) hy
k>2

a) Montrer que la série de fonctions > hy converge simplement sur J et calculer sa somme H.
k>2

b) La fonction H est-elle dans £ 7
c) En utilsant la question 5.1. vérifier que H est dérivable et que H' € E.
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Exercice 23 (E3A 2019 - PSI 1)
« Dans tout I'exercice, on identifie R[X] & I’ensemble des fonctions polynomiales.

o On note & l'espace vectoriel réel des fonctions continues sur R, a valeurs dans R, c¢’est-a-dire que

& =E°(R,R).
« Pour tout élément f de &, on note U(f) I'application de R dans R définie par :

vz € R, U(f)(z) :/m1 F(t) dt

1. Soit f € &, T-périodique. Montrer : Va € R, /a+T f(t) dt = /T f(t) dt.
2. On suppose de plus dans cette question que f aest dérivable surOR.
Démontrer que si f est T-périodique, il en est de méme pour f’.
Montrer que la réciproque est fausse.
3. Montrer que la fonction U(f) est de classe €' sur R et calculer sa dérivée.

4. Montrer que application U qui & f € & associe U(f) est un endomorphisme de &.
5. Soient n € N*| E,, =R, [X] et £, = (1, X,...,X™) sa base canonique.

a) Montrer que la restriction de U & F,, définit un endomorphisme U, de E,,.
b) Ecrire la matrice de U,, dans la base 4,,.

¢) L’endomorphisme U, est-il bijectif ? diagonalisable ?

6. Justifier que, si f, élément de &, est dans Ker(U), alors :

1
(i) / f@t) dt =0.
0
(ii) f est périodique de période 1.
1
7. A-t-on : Ker(U) = {f € &, périodique de période 1 et telle que / f(t) dt = 0} ?
0
8. Donner explicitement une fonction f non nulle, élément de Ker(U) et en donner une représentation
graphique sur l'intervalle [—1, 2].
9. L’endomorphisme U est-il surjectif ?
10. Soient a un réel non nul et f, la fonction sur R par t +— e,

a) Déterminer F, = U(f,).

e’ —1

b) Dresser le tableau des variations de la fonction réelle : g : x —

¢) Montrer alors que tout réel A strictement positif est valeur propre de ’endomorphisme U.

10
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Exercice 24 (E3A 2019 - PSI 1)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note E,, = #,(R) et # = ((Ez‘,j)(i,j)e[[l,n]P) sa

base canonique.

@) lorsque ¢
On rappelle que Y (r, t,u,v) € [1,n]*, Epy % Eyy = n rsque t # u
E,., lorsquet=u

Si M € E,, on notera dans tout l’exercice, tr(M) la trace de la matrice M et M7 la matrice
transposée de la matrice M.

On dira qu’une matrice M de E, est nilpotente s’il existe un entier naturel r non nul tel que :
M" = O,,. Par exemple, la matrice E 2 de # est nilpotente.

On rappelle que I’application qui & tout couple de matrices (A, B) de E,, associe (A | B) = tr(A” B)
définit un produit scalaire sur E,.

On dira qu’un sous-espace vectoriel V' de R™ est stable pour une matrice A de FE, si: VX € V|
AX e V.

X ko ok

Soit H un hyperplan de E,. On veut montrer que H contient au moins une matrice inversible de FE,.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.

Soit T' une matrice n’appartenant pas a H. Justifier que 'on a : E,, = H @ Vect (T).
Déterminer les matrices nilpotentes de la base canonique 4.
Déterminer les valeurs propres d’'une matrice nilpotente.

Onnote U= > (E;;+ Ej;). Démontrer que U est inversible.
1<i<jsn

On suppose alors que H ne contient pas de matrice inversible.

Soit N une matrice nilpotente de E,
a) Justifier I'existence d’une matrice A € H et d’'un scalaire « tels que : N = A + al,.
b) Justifier que 0 est valeur propre de A et prouver que N € H.

Montrer que H contient au moins une matrice inversible.

On suppose maintenant et jusqu’a la fin de I’exercice que H est stable pour la
multiplication des matrices, c’est-a-dire : V(A, B) € H?, AB € H.

On prend n = 2. Exhiber un hyperplan de E5 stable pour la multiplication des matrices.
On se propose de montrer que [, € H et on raisonne par I’absurde en supposant que I,, ¢ H.
a) On note p la projection sur Vect (I,,) parallélement & H.
Prouver : V(M, N) € E2, p(MN) = p(M)p(N).
b) Démontrer 'implication suivante : M? € H = M € H.
¢) Prouver alors : V(i,j) € [1,n]?, E;; € H.
d) Conclure.

Théoréme de convergence dominée

Exercice 25

1.

2.

Démontrer que pour tout n € N, la fonction ¢ — est intégrable sur [0, +oo].

1+t2Ftne !

+o0 1
Pour tout n € N, on note u,, = / ——5 . dt. Calculer lim wy,.
0 1+¢2+tret n—+oc0

11
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Exercice 26

+o00 1
Pour tout n € N*, on note In = /0 m dt.

1. Justifier que I,, est bien définie.

2. a) Etudier la monotonie de la suite (I,,)nen-.
b) Déterminer la limite de la suite (I,)pen-.

3. La série Y (—1)" I,, est-elle convergente ?

n=1

Théoréme d’intégration terme a terme

Exercice 27

1. Soient a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (fy) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite < / fn(x) da:>
a neN

b
converge vers/ f(z) dz.
a

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

1
2 +oo +oo ]
3. Démontrer :/ (Z x”) = >
0

n=0 n=1" 2n

Exercice 28

1. Démontrer que pour tout n € N, la fonction f,, : ¢t — t" In(¢) est intégrable sur |0, 1] et calculer

1
I, = / £ Int) dt.
0

1 +oo 1
2. Démontrer que f : ¢+ e' In(t) est intégrable sur ]0,1] et : / e In(t) dt = =3 —.
0 n=1 N1

Exercice 29

+o0

Soit Y a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = > |a, |.
n=0

apt"

n!
1. a) Jusitfier que la suite (a,) est bornée.

Pour tout n € N, on note f, : t — et

b) Jusitifer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, 4o0].

+o00
On admet, dans la suite de 'exercice, que f:t+— > f,(t) est continue sur [0, +o0].
n=0

2. a) Jusitfier que, pour tout n € N, la fonction g, : t = t™ et est intégrable sur [0, +oo[ et calculer

/OJFOO gn(t) dt.

+o0
En déduire la convergence et la valeur de / | fn(t) ]| dt.
0

+oo /oo g 4n +oo
b) Démontrer :/ (Z e_t> dt = Y ap.
0 n! n=0

n=0

12
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Exercice 30

+o00 1
On souhaite justifier I'existence et déterrminer la valeur de / —— dzx
0

sh(v/z)

est intégrable sur [0, +o0].

1
1. Démontrer que la fonction f : x — (/)
2 2lIn(t)

“+00 1 0
2. Dé trer : dr = dt.
emontrer /0' Sh(ﬁ) X /1 P 1 ;

t

— 2" In(t)] dt.

1
3. a) Pour tout n € N, calculer /
0

+o00 7_‘_2
b) Démontrer :/ f(z) do = 5
0
) +oo 1 71'2
tils : =
(on pourra utiliser nzl o 5 )
Exercice 31
1 1
tan(? In(t
1. Démontrer :/ arctan(t) dt = _/ n(t) dt.
0 ¢ o 1412

2. Pour tout n € N, on définit la fonction f,, : t = (—1)"F! 2" In(t).

a) Ecrire la quantité ; sous forme d’une somme infinie en précisant pour quelles valeurs de ¢

cette égalité est vérifiée.

1
1
b) Pour tout n € N, démontrer : / | fu(t) | dt = ——.
0 ( 2n+1 )
1
tan(t too (=1)n
¢) Déduire des questions précédentes : / w at = > (7)
0 t n=0 (2n =+ 1)2
Exercice 32
+oo 1
Pour z > 1, on note : {(z) = >, —.
n=1 n®
Montrer :
400 1

B n=2 n? ln(n)

Intégrales & parameétres

Exercice 33
On note, pour tout = € ]0, +oo|, pour tout ¢ € [0, +oo|, f(z,t) = et t*~L
1. Démontrer : Vz € |0, +oc[, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur |0, +oo|.

+00
On pose alors : Vz € |0, +oo[, I'(z) = / ot 71 gp
0

2. Pour tout z € ]0, +oo], exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(x).

3. Démontrer que T est de classe €’ sur |0, +o0| et exprimer I'(x) sous forme d’intégrale.

Exercice 34

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

+oo
2. Démontrer que la fonction = — / e cos(xt) dt est de classe €1 sur R.
0

3. a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
b) Résoudre (E).
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Exercice 35

o2t
On considére la fonction F' :  — /

T+t
1. Démontrer que F' est définie et continue sur |0, +0o0l.

dt

2. Démontrer que x — = F(z) admet une limite en 400 et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de 400, de F(z).

Exercice 36

1
1. Montrer que la fonction g : x +— 0728(:6) est intégrable sur |0, +o00].
x
Dans la suite, on note :
oo 1 — cos(tx
fix— / ) dt
2(1+1¢2)

2. Montrer que f est solution sur |0, +o00o[ de I’équation différentielle :

™ oo
y'—y = 2—%/ g(t) dt
0

Exercice 37

« On considére la fonction F' définie par :

—+o0
F:zw— dt
. / t2 + 562

1. Déterminer ’ensemble de définition D de la fonction F.

2. Démontrer que la fonction F' est de classe €' sur D.

1 +0o0
In(¢ 1
3. a) Démontrer :/ 2n( )2 dt = —/ % du.
0o 4z 1 1+u x

b) En déduire la valeur de F' en 1.

T
4. a) Démontrer que F est solution sur |0, 400 de I’équation différentielle : ¢y’ +y = %

b) En déduire 'expression de F'.

Exercice 38

o On considére la fonction F' définie par :

+o00 l_efth
poon [T
0 t

1. Vérifier que F' est bien définie sur [0, +o00].

2. Démontrer que F est de classe € sur |0, +o0[ et écrire, pour tout x > 0, exprimer F'(x) sous forme
d’une intégrale.

“+o0
3. On admet : / e_t2 dt = \g?
0

En déduire une expression simple de F’(x), pour tout z > 0.

4. Exprimer enfin F(x) pour tout z > 0.

14



	Questions de cours
	Autres exercices

