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Mathématiques

DM1

Exercice 1
On considére dans cet exercice une fonction f : R — R continue et décroissante sur |0, +o00].

k+1
1. Montrer : Vk e N*, f(k+1) < /k f(t)dt < f(k).

Faire apparaitre sur une méme représentation graphique ces trois quantités sous forme d’aires.
(cela ne constitue pas une démonstration)

n+1 n+1 n
2. Montrer : Yn € N*, > f(k) < / f&)dt < > f(k).
k=2 1

3. En déduire : Vn > 2, /jﬂ < S fR) < f)+ [ f@) e

Dans la suite, on note f : t — ——
¢ (In(t))

1. Cas 5 < 0.
Conclure ce cas en utilisant un théoréme de comparaison des séries a termes positifs.
2. Cas > 0.
a) Démontrer que la fonction f est décroissante sur |1, +o00].
b) Cas g < 1.
(i) Démontrer : Vn > 2, > f(k) > / f(t) dt.
k=2 2

(ii) Calculer I'intégrale.
(on pourra distinguer le cas f =1 et 5 < 1)

(iii) Conclure ce cas.

¢) Cas 3 > 1.
n+1 n+1
(i) Démontrer : Vn € N*, > f(k) < f(2) +/ f(t) dt.
k=2 2

n

(i1) En déduire que la suite <Z (k)) est bornée.
k=2 n>=2

(iiz) Conclure ce cas.

Exercice 3
Soit n € N. On considére une fonction f: R — R de classe C* sur R.

Démontrer par récurrence :

n (k) x _\n
VneN, Ve e R, Vzog € R, f(z) = > m(w—xo)k + / (Gt FOO() dt

k=0 k! zo n!




