ECE2 A RENDRE LE 2 NOVEMBRE 2020
Mathématiques

DM3 (version A)

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1
On lance n fois une piéce équilibrée (c’est-a-dire donnant « pile » avec la probabilité — et « face »

1
également avec la probabilité =), les lancers étant supposés indépendants.

On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si I’on n’obtient aucun « pile » pendant ces n lancers et qui,
dans le cas contraire, prend pour valeur le rang du premier « pile ».

1. a) Déterminer, en argumentant soigneusement, I’ensemble Z(€2).
b) Pour tout k de Z (), calculer P([Z = k| ). On distinguera les cas k = 0 et k > 1.

¢) Vérifier: >, P([Z=k])=1.
kEZ(R)
d) A quoi sert la commande grand(1, 1, 'bin', 1, 0.5)7
Recopier et compléter la fonction suivante, prenant en paramétre I’entier n, pour qu’elle simule
Pexpérience décrite ci-dessus (« pile » sera codé par le nombre 1 et « face » par 0).

1 function z = expl(n)

2 k=0

3 z =0

4 lancer = 0

5 while lancer == 0 & .............
6 lancer = grand(1, 1, 'bin', 1, 0.5)
7 if lancer == 1 then

8 e e e e e e e e

9 end
0

11 end

12 endfunction

On dispose de n + 1 urnes Uy, Uy, ..., U, telles que, pour tout k de {0,1,...,n}, 'urne Uy contient k
boules blanches et n — k boules noires.
On effectue des tirages d’une boule, au hasard et avec remise dans ces urnes, de la fagon suivante :

« Siapres les lancers de la piéce décrits dans la premiére question, la variable Z prend la valeur k (avec
k > 1), alors on tire une par une et avec remise, k boules dans 1'urne Uy, et I'on note X la variable
aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues a l'issue de ces tirages.

o Si la variable Z a pris la valeur 0, aucun tirage n’est effectué et X prend la valeur 0.

2. Déterminer X ().

3. Soit i € X(Q).
a) Déterminer la probabilité conditionnelle Pz_g( [X = 1] ).
b) Déterminer la probabilité conditionnelle Pjz_,([X = 1] ).

¢) Pour tout k de {1,2,...,n — 1} déterminer, en distinguant les cas 0 < i < ket k <i < n, la
probabilité conditionnelle P;_j ([X =1]).
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) 1 n=l fn—k\*
4. a) Démontrer : P([X =0]) = o + > ™ .
k=1

1

= o

¢) Exprimer, pour tout ¢ de {1,2,....,n — 1}, P([X =i]) sous forme d’une somme que l'on ne
cherchera pas & réduire.

b) Démontrer : P([X =n])

n
5. Veérifier, avec les expressions trouvées a la question précédente, que Y P([X =1i]) = 1.
1=0

6. a) Comment peut-on simuler le fait de tirer une boule blanche dans une urne contenant k boules
blanches et n — k boules noires ? (on pourra utiliser la fonction grand)

b) En déduire une fonction qui simule la variable aléatoire X. On devra faire appel a la fonction
expl définie dans 1’énoncé.




