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DS1 /189

Avertissements

« Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a
prendre.

o La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies. En particulier, les
candidats sont invités a encadrer leurs résultats.

o L’usage des calculatrices, ou de tout autre dispositif électronique, est interdit.
Probléme 1 - Sommes partielles de séries divergentes /58

« Dans tout le probléme, on dit qu’une suite réelle (ay)n>n, vérifie la propriété (P) si :

« la suite (an)n>n, €st bornée et & termes strictement positifs,
(P) { o la série Y a, diverge.

n 1 nooa
On note alors : Vn > ng, A, = Y ag, et lorsque cela est possible : b, = ——— °k
k=no In(An) 155, Ak

o Dans tout le probléme, on admettra et on pourra librement utiliser le résultat suivant, que 1’on
nomme Théoréme (T) :

Soient (Un)n>ng €t (Vn)n>n, deux suites réelles & termes strictement positifs.

a) up, ~ Up
n—-+oo n n

alors Soug o~ Y v

k=ngo noFee k—ng

St b) la série ) wu, diverge

1. Montrer que le théoréme (T) s’applique aux suites (uy)p>1 €t (vy)n>1 de terme général :

Up=— et v, =In(n+1)—1In(n)
n

En déduire : ) EN In(n).

k):1 n—-+4oo

1 1
e 1 pt: lim :0.Donc:1n<1+) ~
n—+oo N n

1
o 1 pt : la série >  — est une série de Riemann d’exposant 1 (1 # 1). Elle est donc

n=1 n
divergente. On en déduit que la série ) u, est divergente.
n=>1
n 1 n
« 1 pt : d’aprés le théoréme (T) > — ~ > v
=1k nosee 2

n
e lpt: > vpy=In(n+1)
k=1

elpt:In(n+1) ~ In(n)

n—-+oo




PSI 10 SEPTEMBRE 2022
Mathématiques

2. On pose cette fois, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :

et x, =In(In(n+ 1)) — In(In(n))

a) Vérifier que la série > z, diverge et : z,, ~ wy,.
n22 n—-+oo

« 1 pt: éz zp =In(In(n + 1)) — In (In(2))

« 1 pt: Er}rﬂ In (In(n + 1)) = +oc donc Y x;, divergente

e 2pts:z, ~ w,

n——+oo

b) En déduire, a I'aide du théoréme (T), que la série )

diverge et :
ns2 nln(n)

n 1
2 TIn() o %e Mnm)

n 1 n
« 1 pt : d’aprés le théoréme (T) kz::2 kT(k:) e k;2 Tk
n

e 1 pt : la suite (Z xk> est divergente d’aprés la question précédente. Comme deux

k=2
. . . . L 1
suites équivalentes ont méme nature, on en déduit que la suite <Z kl“‘/’)) est
k=2 f 11
divergente.
e 1 pt:lin(l 1)) —In(In(2)) ~ In(l
pt : In (In(n+1)) — In (In(2)) e n (In(n))

n 1
° 0 t .
PL L (b

~ ixk ~ In(In(n))

n—-+oo k=2 n——+oo

3. Retrouver les résultats de la question 2.b) a ’aide d’une comparaison série-intégrale, sans utiliser
le théoréeme (T).
1 1

> >
sur J1, o0, kln(k) = zln(z) ~

e 1 pt : par décroissance de la fonction =z —
1
(k+1)In(k+1)
« 1 pt : Par croissance de ’intégrale, les bornes étant dans ’odre croissant (k <k + 1)

k+1 k1
e 1pt: /k Jchi(a:) dz = [ In (| In(z)|) }k =In(In(k+ 1)) — In (In(k))

« 1 pt : en sommant les encadrements précédents pour k variant de 2 a n, on obtient :

x In(x)

n 1 n 1
<lIn (1 1)) —In(In(2)) < —_—

= (E+1) In(k + 1) n (Inn+1)) = In (In(2)) 2 T (k)

« 1 pt : avec l’inégalité de droite et comme ll)ril In (In(n +1)) —In (In(2)) = +o0, alors
1
la série ) W In(n) est divergente
n 1 1

« 1 pt : avec I’inégalité de gauche k§2 (k) < In(In(n)) —In(In(2)) + 3 n(2)
« 1 pt : en rassemblant les deux inégalités, comme ln(ln(n)) >0 pour n > 3, on a :

In (In(n + 1)) — In (In(2)) _ k§2 k In(k) In (In(n)) —In (In(2)) +

. 2 In(2)
In (In(n)) S In (In(n)) = In (In(n))
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In (1 1)) —In (In(2
e 1 pt:comme ln (ln(n+1)) o In (ln(n)) alors d’une part : nETOO n ( n(n; (ir)l(n))n ( n )) _

1
In (In(n)) —In (In(2)) + ()
1 et d’autre part : lim =1
n—r+o00 In (ln(n))
n 1
« 1 pt: par théoréme d’encadrement lim M = 1donc i ! ~ In(In(n))
) n—+oo In (]n(n)) b—9 k ln(k) n—+4oo

4. Etude de la suite (b,) sur deux exemples.

a) On note dans cette question : Vn € N*| a,, = 1.

(i) Vérifier que la suite (a,)n>1 ainsi définie satisfait a la propriété (P).

« 1 pt : La suite (a,) est la suite constante égale a 1. Elle est donc bornée et :
vn € N*, a, > 0.

n

n
elpt: > ar = > 1 =n — +oo.La série ) a, est donc divergente
k=1 k=1 oo

(ii) A T'aide de la question 1, déterminer lim by,.

n—-+00
1 no1
e« 1 pt:b,= -
PL i b=ty &
no1
« 1 pt : d’aprés 1., kgl o In(n). Donc : b, e () X In(n) = 1. Ainsi :
lim b, =1
n——+oo
1

b) On note dans cette question : Vn € N*, a, = —.
n

(i) Vérifier que la suite (a,)n>1 ainsi définie satisfait a la propriété (P).

« 1 pt : on remarque : Vn € N*,0 < a, < 1. La suite (a,) est donc bornée et a
termes strictement positifs.

1
« 1 pt : d’aprés la question 1., la série > — est divergente. Autrement dit, la
n
série > a, est divergente

(ii) A l'aide du théoréme (T) et des questions 1 et 2, déterminer lirf by,
n—-—+0oo

Opt:by=—— 30 —
. pt : 0 =
ln(An) k=1 kAk
e« 2 pts : u, = et v, = satisfont les hypothéses de (T)
n In(n) n Ay,
L |
x 1 pt : D’aprés la question 1. : A, = > P In(n). Donc : u, ~ v,

k‘:l n—-+oo n—-+4oo

x 1 pt : d’aprés la question 2.b), la série > u, est divergente
n=2

n 1 n
o 1 pt : d’aprés le théoréme (T), —  ~
P P ( ) kZ::Q k ln(Ak) n—-+oo k§2 k 1n(k)

« 1 pt:In(4,) ~ In(In(n))

n——+oo

1 noo1 1 n
.Donc, d’aprés 2.b) : lim b, =

1
st = In (A,) k§2 kAp noieo In (In(n)) k§2 k In(k) n—+oo

1
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5. On revient au cas général et on considére une suite (an)n>n, qui satisfait a la propriété (P).

a) Montrer : A, ~ A,_1.

n—-+oo
Qnp
elpt: — =1+
Anfl Anfl
e 1 pt:limn — +00A, =400 car > a, a termes positifs et divergente

an

=0

« 1 pt : de plus (a,) bornée donc lim

n—+oo An,1
A
b) Montrer : Z—Z et In <Ani1).

elpt: lim —" :Odoncln<AAn> ~

n—-+oo n—1 n—1 n——+oo ATL*l

A a
e 1 pt : d’aprés la question précédent, A, 1 ~ A, donc ln< " > ~
n—-+oo n—1 n——+oo A’I”L
a
c¢) Déterminer alors la nature de la série >, —-
nzno An

e 1 pt : Vn € [ng, +oof, %20

n

A
e 1 pt : d’aprés la question précédente G ln< n )

n n—too n—1

A
.lpt:lasérieZIn<An

) est une série divergente. En effet, pour tout n €
n—1

[ro, +oof = Zn: In (AAk ):ln(An)—ln(AnO_l) — 400

k=no k—1 n—-+oo

d) A l'aide du théoréme (T) et des questions précédentes, déterminer alors lil’_’I_l bp.
n—-+0o

A
.1pt:d’aprés5.b):a—n ~ 1n< n)

n Moo n—1

a
« 1 pt : d’aprés 5.c), la série > A—n est divergente

n

n n A
« 1 pt : d’aprés le théoréme (T), e > ln( b > =In(A4,) —In(An,—1)
kemo Ak notee 550 Ag—1
e 1 pt:In(4,) —In(4,,-1) ~ In(A,)
n—-+oo
1 nooag 1
e 1 pt:b, = LA In(4,) = 1
P n(Ay) ,g;m Ay o e gy (A

6. Au vu des résultats précédents, que pensez-vous de la véracité de I’énoncé suivant :

Pour toute série divergente > wu,, a termes strictement positifs, il existe une série
divergente Y v, & termes strictement positifs tels que v, = o (uy).

n—-+oo

« »

Indication : on pourra commencer par considérer le cas ot la suite (u,) est bornée, et dans le cas

. o . N s .
contraire considérer la suite (ul,) ot ul, = min{uy, 1}.
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« 4 pts : cas (u,) bornée

X

X

X

1 pt : la suite (u,) est bornée et a termes strictement positifs et la série > wu, est

divergente. On est donc dans le cadre d’application de la question 5.
n
1pt:) v,otv,= % est donc divergente (U, = > ug)

n k:no
1 pt: > wv, atermes strictement positifs (car : Vn € [ng, +oo[, u, > 0)

1pt:v,= o (u,) car ) u, a termes positifs et divergente.
n—-+oo

« 7 pts : cas (u,) non bornée

X

X

X

1 pt : (u),) bornée par construction

1 pt : Y ul a termes strictement positifs

2 pts : > u], divergente

- 1 pt : (u;) n’est pas majorée. Il existe donc une sous-suite (u,,)) qui ne comporte
que des termes supérieurs a 1. Par construction, la suite (u:O (n)) est donc constante
égale a 1.

!/
n

/

- 1 pt : Puisque la suite (u],) admet une sous-suite (uw

/
n

(n)) qui converge vers 1, on

en déduit que (u),) ne converge pas vers 0

1 pt : d’aprés le cas précédent, il existe (v,) telle que la série > v, est divergente
et a termes strictement positifs et : v, = nﬁoﬂ@(u;)
2pts: v, = o (up)

n—-+oo

S1pt:o< g

Up, Uy,

- 1 pt : théoréme d’encadrement

Probléme 2 - Etude d’une suite de racines de polynoémes /72

On note, pour tout n de N, P, la fonction polynomiale définie par :

o2n+1 (_.\k
VreR, Pyn)= 3 )
k=0 k!

PARTIE A : Etude de la suite des racines des polynémes P,

1. a)

b)

Calculer, pour tout n de N, les limites de P, en +o00 et —oo.
« 1pt: lir}rl P,(z) = —c0 en utilisant un équivalent ou une factorisation
T—r+00

e 1 pt: lim P,(z)=+oo en utilisant un équivalent ou une factorisation
T—r—00

En déduire que, pour tout n de N, le polynéme P,, admet au moins une racine réelle.

e« 1 pt : P, est continue sur R

e 1 pt : citation du théoréme des valeurs intermédiaires + référence a la question
précédente
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2. a) Montrer : Vn € N, Vo € R, P (z) = —P,(z) — 1l
e« 1 pt : P, est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale
41 Loy (—1 k-1 om (. \k
elpt:P(zx)=0+ > x (=1) x (=) =—> (=2) (par décalage d’indice)
! ) k! =
2n+1 (—ﬂj‘)k (_1)2n+1 x2n+1 x?n—i—l
e« 1 pt : P/ = — — =— | P -
pt : P, (2) <,§0 il 2n 1 1) > < @)+ Gy 1)!)

b) En déduire que, pour tout n de N, les racines de P, ne sont pas racines de P)..

olpt:
o].pt:

si z¢ est une racine de P, et de P/, alors 2y = 0.
P,(0) = 1.

x?* x
3. a) Démontrer : Vn € N,V € R, Py(x) = ) <1 )

e« 1pt:

e« 1pt:

e« 1pt:

= k) U 2k +1
2%451 (—w)k n 2P
e KT = (2p)
k pair
2nz+1 (—x)k B i p2r+1
k=0 k' p=0 (2p+ ].)'
k impair

fin du calcul

b) En déduire que, pour tout n de N, les racines réelles de P, appartiennent nécessairement a
I'intervalle [1,2n + 1].

e 4pts: Casze]—o0,1
x
lpt:1———— >0
P 2k + 1
x 1 pt :si x =0, on a déja démontré en question 2.b) qu’alors r n’est pas racine
de P,

x 2 pts:sixz#0, Py(x) >0

.’172k X
-1pt: 1-—
PYor)! < 2l<:+1> >0

- 1 pt : on somme ces inégalités strictes pour k variant de 0 a n

° 2ptS

: Cas z € |2n + 1, 4+00[ (raisonnement similaire)

4. a) Montrer les relations :

° 1pt:
. ]_pt:
e« 1 pt:

/ - _ _ I
VneN,vzeR,{ Trr1(®)=—F(2) (2n +2)!"
Pli(z) = Po()
calcul de P}, avec 2.a)
P, est de classe C? car polynomiale

dérivation de la formule précédente et simplification
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b) Montrer par récurrence que, pour tout n de N, la fonction P, est strictement décroissante sur R
et ne s’annule qu’une seule fois, en un réel noté wu,.

o 1 pt : Initialisation
o 7 pts : Hérédité

x 2 pts : Tableau de variations de P,

x —00 Un, +00

Signe de
Pili(@) = Pa(a)

+ 0
Variations de PT/H»I / \

x 2 pts : Tableau de variations de P,

T —00 +00

Signe de P} (x) -

Variations de Py, \

x 1 pt : hypothéses du théoréme de la bijection
x 1 pt: Pyyi(] —o00,+0]) =] — 00, +0]
x 1 pt:0€]—o0,+00

2n+2)! " 2n+3

« 1 pt : Utilisation de la question 3.a) avec P,

n+1 u2k U u2n+2 U u2n+2 U
« 1pt: 2_(1-—— | =R (1 — | =0+ (1 —
p kZ:JO (2k)! ( 2k+1> ”(“")+(2n+2)! ( 2n+3) +(2n+2)! 2n+3
b) En déduire que la suite (u,)pen est croissante.

e 1pt: Pn—l—l(un) >20= Pn+1(un+1)

o 1 pt : application de la bijection réciproque de P, ., également strictement dé-
croissante sur R

w22 U
5. a) Montrer : Vn € N, P q(up) = ——— <1 n >

PARTIE B : Equivalent de la suite (Un ) nen

6. Démontrer a 'aide de la formule de Stirling : lim
n—-+oo n
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7. On note g la fonction définie sur |0, 400 par : V¢ € |0, +oo[, ¢g(t) =t + In(t) + 1.

Montrer qu’il existe un unique « appartenant a |0, +oo[ tel que g(a) = 0 et justifier :

e 2 <04<e_1

« 1 pt : hypothéses citées : g continue et strictement croissante sur |0, +oo|

« 1 pt: g(]0,+o00]) =] — o0, +00]

e 1 pt:0e€]—o0,+o0

e 1 pt:gle?) < gla) < gle™)

« 1 pt : application de la fonction réciproque de g, également strictement croissante
sur R

2n (_\k T —1)2n
8. a) Démontrer : Vn € N, Vx € R, e7% = kz::() ( ]j) _/0 %n))' et dt.

o 1 pt : initialisation
o 6 pts : hérédité

“

1 pt : Pintégrale —

<1p grale | (2n + 2)!
(x—t)2"+2

(2n + 2)!
de fonctions continues sur ce segment
x 1 pt : Cette IPP est valide car la fonction v est de classe C' sur le SEGMENT
d’extrémités 0 et  en tant que fonction polynomiale et la fonction v : t — —e™!
est de classe C! sur le SEGMENT d’extrémités 0 et z.

x — )2t
e ! dt est bien définie car l'intégrande t —

e ! est continu sur le SEGMENT d’extrémités 0 et x en tant que produit

T _ £\2n+2 1 T _ £\2n+1
2n+2 (_x)k T (m o t)2n+2 . 2n+1 (—x)k T (l, o 75)211—4—1
1pt: - —— e "dt = e tdt
et o /0 2n+2)1 © PI T /0 @n+1) ©
wn+2 (. \k x _ \2n+2 on (_\k x _ \2n
x 1pt:parIPP: ) (=2) —/ %e_tdtzz(aj) —/ ue_tdt
k=0 k! 0 (2n + 2)' k=0 k! 0 (Qn)'

o (—a)h T @t o X .
x 1 pt: kz::() A —/0 W e " dt = e " par hypothése de récurrence

T —t 2n 2n+1
b) Justifier : Vn € N, Vz € Ry, 0 < / Clnt) -
0

——dt < —.
(2n)! (2n+1)!
x —t 2n 2n+1
e 1pt :/ u dt =
0

(2n)! (2n+1)!
(x —t)2" . L
« 1 pt : pour tout t € [0,z] : eI > 0. Par croissance de l’intégrale, les bornes
n)!
. ) T (JU _ t)2n
étant dans ’ordre croissant (0 < z) : ————dt > 0
0 (2n)!
p2nt1
c¢) En déduire : Vn € N, Vo € Ry, Py(z) < e ™ < Py(x) + ZEk
xZn—i—l
« 1 pt : par définition de P,(z) et d’aprés la question 8.a) : e — P, (z) = [
n !
T —t 2n
2n+1 T _ \2n
elpt: — —/ E=0™ ot g >0
(2n+1)! 0 (2n)!
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9. Soit n € N.
D P, < omun < (W)™
§ t : L<e ' ————.
a) Démontrer : P, y1(uy) <e (an 1 1)1
(Un)2n+1
o 1 pt e Un < Pn(un) + m et Pn(un) =0

o 1 pt : En appliquant I’inégalité de gauche de la question précédente en n+1 € N
et © = u, € R, on obtient : P,;1(u,) < e

. ) : o 2(un)™ (un)®™ .
b) En utilisant le résultat des questions 8.b) et 5.a), obtenir : ———— e " Puis
(2n + 3)! (2n)!
2 3)!
() < (urem < 02D
« 1 pt : d’aprés la question 3.b) : u, € [1,2n + 1].
.. U, Un (un)% (un)%
Ainsi : u, <2n+1 et : < 1. Donc : e ¥ (K <
2n+1 2n+1 (2n)! (2n)!
u2n+2 u2n+3 u2n+2 omis
e 1pt:d &s 5.a), P, =—= - = > “ e >0
pt : daprés 5.a), Pri(un) = 5 55 — 5, 531 © @t o) BT U )
(un)2n+2 9 (un)Q” ) 2
. 2 pts : > dont 1 pt >1>
PS50 12)1 © (2n+3) (dont 1 pt pour (un) n+3)
o 1 pt : Toutes les quantités étant strictement positives et la fonction inverse étant
décroissante sur |0, +oo[ (2n +3)! eln > (2n)!
Y &) N = " =
2 (un)Qn (un)Zn

« 1 pt : En multipliant de part et d’autre par (u,)?" > 0, on a le résultat

U
10. On pose, pour tout n de N* : w,, = 2—”

n
a) Montrer :

pene (@0F <<2n+3>3>2¥ (@n

2n 2 2n
2 3)!
« 1 pt : d’aprés la question précédente : (2n)! < (2nw,)?" eV < (n;)
_ _ 1 ((2n)1) 2
« 1 pt : par croissance de la fonction z — z2= sur [0,4o0[ : T < wp e <
n

(2n + 3)1\ 2 L1
2 2n

.1 pt: <M> « L < <<2”+3)3>2" (@O o 43y @n 4 2) 2+ 1) <

2 2n 2 2n
(2n + 3)3
e 1pt:(2n+3)(2n+2)(2n+1) < (2n+3)3




PSI 10 SEPTEMBRE 2022
Mathématiques

b) En déduire que la suite (g(wy,))nen+ converge vers 0 puis que la suite (wy )nen+ converge vers «,
la fonction g et le réel a étant définis dans la question 7.

« 1 pt : la fonction In est croissante sur |0, +oo[ donc

1 1

2n)!) 2» 2n)!) 2» 1 on + 3)3
i [ 250 ) <y < [ P05 ) e (B120)
2n +3)3
e 1 pt: lim 21n In <(n+)> = 0 par croissances comparées
n—+o0o 2

1

| ((2n))) 7
2pts: lim In| —F—
n—+00 2n

=-1

x 1 pt : utilisation question 6.

« 1 pt : (v9,) est une sous-suite de (v,) donc converge vers la méme limite e~!.

1 pt : par théoréme d’encadrement, (g(wy,))n,en+ converge vers 0
1

1 pt : par continuité de g~! en 0, (w,),cn+ converge vers g~ 1(0) = «

11. En déduire un équivalent simple de wu,, lorsque n tend vers +oo.

« 1 pt : D’aprés la question précédente, lim 5 =a#0donc 5 ~ «
n—+oo <N " ot

o« 1 pt : on en déduit v, ~ 2an

n——+oo

Probléme 3 : somme d’une série de Riemann usuelle /59

1
Le but de ce probleme est d’établir la convergence de la série ) ; —; et de montrer :
n

+

> 1 2

= k? 6
Les deux méthodes proposées ci-dessous doivent évidemment étre traitées indépendamment 1'une de
Iautre.
Méthode 1 - Utilisation d’un polynéme

Soit n € N*.
s . P noM2n+ 1Y\
1. On considére le polynéme P défini par : P(X) =2 ) X"

a) A laide de la formule du bindme, démontrer : P (X?) = (X + 12+ (X — 1)t

2041 /9 41 2041 /99 4 1
. 1 pt . (X + 1)2n+17(X71)2n+1 — Z ( nk_‘_ )12n+1—k in Z < n]:_ >(1)2n+1—k Xk
k=0 k=0

2n+l /9n +1 B 2n+1 /9n +1 B 2n+1 /9n +1
e 1 pt . Z < L >12n+1 ka_ Z ( L )(_1)271-1-1 ka — Z ( ) )(1+(_1)k) Xk;
k=0 k=0 k=0

2n+1 /9 +1 n an+1 )
elpt: > (nk )(1+(—1)k)Xk:2Z<n2, >X2J = P(X?)
k=0 j=0 J

10
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b) En déduire que les racines de P sont les réels _7/% pour k € [1,n].
tan®(5,57)
« 1 pt : on note Q(X) = P(X?). D’aprés la question précédente : z racine de Q <
(Z+ 1)2n+1 — (Z _ 1)2n+1
Z_|_12n+1 — 2_12n+1
elpt:(z+1)" = -1 & ( ) ( )
z#1
(le cas z = 1 est exclu car (1 + 1)2"+1 #£ (1 —1)2nH1)
2n+1 1 ok
z+1 -1 Ik e [0,2n], 2o — &l
e 1 pt: z—1 & z—1
z#1 z2#1
z+1 i 2k 1 ’%
. 1 pt . Jk € [[072nﬂ? ; = el ntl PN dk € [[I,Qn]], z = — %
. 1 —e 2n+1
z#1 z#1
(car I’égalité n’est pas vérifiée pour k = 0 puisque 0 # —2)
- 2km
14 e 3t 1
o1 pt HE. TS = : -
1—e 2nf1 4 tan (2n11>
« 1 pt : z racine de Q < 22 racine de P
2
1 —1 )
« 1 pt : pour tout k£ € [1,2n], = 5 est racine de P
- km ko
7 tan (2n+1) (tan (%H))
. . , . km
« 2 pts : démontrer que les n racines trouvées sont distinctes. (on note uy = 1
n
-1
et zp = ——"5)
km
(1a0 (5521))
x Iptiu < uy < ... < ugp—1 < ugy donc : tan(uy) < ... <
tan(uay,)
(car tan est une fonction strictement croissante sur |0, 5[)
x 1 pt : stricte croissance de la fonction carrée sur R, et stricte croissance de
1
— —— sur R*.
x - +
n 1 2n—1
c¢) Justifier : > p = n( n3 )
— 2 ™
k=1 tan <2n+1)

2n+1
o 0 pt : le coefficient dominant de P est 2< n2—i— ) =22n+1)
n

« 0 pt : P admet n racines distinctes et se factorise donc de la fagon suivante :
PX)=2@2n+1) (X —2z1) ... (X—2z)

n

e 1pt:P(X)=2(2n+1) (X” - (k; zk> Xy (1) ;}i[l zk)

n
« 1 pt : le coefficient du terme de degré n —1 de P est donc : —2(2n + 1) <Z zk> =

2 1

2 (2 (Zi— 1)> (par définition de P)
n 1 n

Plpts ot () 2

n(2n — 1
() = 2202
k=1 tan’ 2n+1

=1 3
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1
2. Montrer : Yz € 0,Z], .
ontrer : vz € 10, 5 sin?(z) tan?(z)
n 1
En déduire la valeur de )

k=1 sin? (2:11 )
1
tan?(x)

1
.1pt:.7:

1+
sin?(x)

n 1 n
.1pt:2—2:kzl

= (sin (£7;)) + (1an (s57))

(d’aprés le point précédent et car : Vk € [1,n], u; € |0, §)

n 1 2n -1 1
elpt: > |1+ :n—i—wzmzn+

2
h=t (tan (271311)) ’ ’

3. Montrer : Vz € |0, %[, sin(z) < # < tan(z). En déduire encadrement suivant :

_ 2 n
n(2n —1) (2n+1) 3 1 < 2n(n + 1)‘
3 772 k=1 k2 3
+ 1 pt : sin est concave sur [0, 5[ car : Vz € [0, §[, sin”(z) = —sin(z) <0

« 1 pt : la courbe représentative de sin est située, sur 'intervalle [0, 7|, en dessous de

sa tangente au point d’abscisse 0. D’ou : Vx € [0, 5[, sin(z) <z
« 1 pt : tan est convexe sur [0, 5[. Sa courbe représentative est située, sur I'intervalle
[0, Z[, en dessous de sa tangente au point d’abscisse 0. Donc : Vz € [0, [, = < tan(z)

« 1 pt : par décroissance de la fonction inverse sur |0, 5[ et croissance de la fonction

1 \? 1)? I
élévation au carré que R, : - > [ — >
sin(uy) (1 tan(ug)

o 1 pt : En sommant ces n inégalités, on obtient :

s — S - P
3 = — > —
i1 (sin(ug))? =1 U =1 (tan(uy,))?
I I I
n4+1 no1 (2n+1)2 o — 1 (d aprés les queistzolnts l.c) et 2
2n 3 > R TR n 3 ainsi que par définition des
k=17 éléments de la famille (ug) e ng)
. 1 +o0 1] 7.‘-2
4. Etablir que la série ) —3 converge et : Y, 26
k=1
2 2
N . .. m“n(2n —1) LU | ™ 2n(n+1)
« 1 pt : d’aprés la question précédente : 3 n T 12 ;;::1 e T n 1 1)
72 n(2n — 1) w2 72 2n(n +1) 2
elpt: —m — —et — —— 5 — —
3 (2n+1)% notoo 6 3 (2n41)2 notoo 6

n
« 1 pt : par théoréme d’encadrement, que la suite <Z

2
qu’elle est de limite %
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Méthode 2 - Utilisation des intégrales de Wallis

Pour tout entier n € N, on note :

5 5 qn !2
In—/2 cos?™(t) dt, Jn:/ t2 cos™(t) dt et K, = (n)' In
0 0 (2n)!
5. Calculer Iy, Jy et Ky

T
o 1 pt IO = 5
3
T

o1 t : J -
p 0 Y1

3

T

o 1 pt H K() = 27

6. a) A l'aide d’une intégration par parties, démontrer que pour tout n € N : I, = ;Zi;[

« 1 pt : On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(t) = cos?ti(t) u'(t) = —(2n+1) sin(t) cos®(t)
V'(t) = cos(t) v(t) = sin(t)

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C' sur le SEGMENT [0, 5].

™
™

e 1 pt: Iy = [sin(t) cos?t1(¢) f +(2n+1) /2 sin?(t) cos?™(t) dt
0

elpt:ly1=0Cn+1)I,—2n+1) L4

@2l

b) En déduire que pour tout n € N : I, = = a?

Iy.
o 1 pt : initialisation
o 3 pts : hérédité
7. Soit n € N*,
a) Démontrer la relation : I, = n(2n — 1)J,_1 — 2n%J,.

« 1 pt : On procéde alors par intégration par parties (IPP).

u(t) = cos®™(t) u'(t) = —(2n) sin(t) cos®1(t)

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C' sur le SEGMENT [0, 5].

™

e 1 pt:I,=2n /2 t sin(t) cos®™1(t) dt
0

« 1 pt : On procéde de nouveau par intégration par parties (IPP).

u(t) = sin(t) cos?"1(t) u'(t) = cos?™(t) — (2n — 1) sin(t) cos?"~2(t)
/ t2
V() =t o(t) = )

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur le SEGMENT |0, zl-
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2 2 22 2 2n—2

e 1 pt:] :—n/ t? cos? ()dt+n(2n—1)/ t* sin”(t) cos (t) dt
0 0

e 1 pt : fin du calcul

b) En déduire : K, — K,, = 5

elpt: K, 1 —K,=

4n? I,
2n(2n—1) """ n(2n—1)
(=11 (2n) 1

X 0= =—5 X —

n(2n —1)! 4n (n!)? 2n? 2

e 1 pt : On somme les égalités précédentes pour j variant de 1 & n. On obtient :

zul— j>=i4§2

e 1pt: J,_1— (d’aprés la question précédente)

e 1 pt: par 6.b) puis 5. : K,_1 — K, =

no1
o 1 pt : par télescopage Ky — _T i
445k
8. Montrer : Vt € [0, g], t < g sin(t). En déduire, pour tout n € N :
2 3
wl, T
0<Jp<—0—"— e O0<K,<-——
"S8nt1) © " S 16(n+ 1)

« 1 pt : La fonction sin est concave sur [0, 7].
On en déduit que la courbe représentative de la fonction sin est située, sur ’intervalle
[0,%Z], au dessus de sa corde d’extrémités (0,sin(0)) et (3,sin(5)), c’est-a-dire sa corde
d’extrémités (0,0) et (3,1).
2
o 1 pt : Cette corde est donc la droite d’équation y = — =x.
7r

e« 1 pt : d’aprés la question précédente, puis par croissance de la fonction élévation au

T
carré sur R, : 0 <2 < T sin?(t)

2
« 1 pt : comme cos?*(t) >0 : 0 < t? cos?(t) < % sin?(t) cos?™(t)

« 1 pt : Par croissance de l’intégrale, les bornes étant dans ’ordre croissant (0 < 7) :

Ll 2
0 < J, < vy / sin”(t) cos”"(t) dt
0

3
« 1 pt: d’aprés le résultat de ’intégration par parties de la question 6.a) : / sin?(t) cos™(t) dt =
0

1
1
2n+1 n+1
1 pt : d’aprés 6.a) b 1, _ 1
. H .a) . =
4™ (nl)?
o« 1 pt : comme (;:)? >0:
w2 4” (n!)?
0 < K 1
" 8(n+ 1) (2n)! "
. . " (n!)? 4" (nh)* - (2n)! ™
e« 1 pt : d’aprés 6.b) puis 5. : 2n)! I, = 2n)! X ()2 Iy = B

14



PSI 10 SEPTEMBRE 2022
Mathématiques

1 o1 x?
9. Déduire des résultats de cette partie que la série » | — converge et : > Z= 5
n k=1

« 1 pt : par théoréme d’encadrement lim K, =0
n—+oo

1 el w?

« 1 pt : d’aprés 7.b) la série ), — converge et : >’ =g

n k=1
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